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0. Indledning

I projektet Traek virksomhederne ind i undervisningen bliver der produceret 12 film med
tilhgrende undervisningsmaterialer til hver film. Det foreliggende er skrevet i tilknytning
til filmen Matematikken bag den store lyd hos B&O. Enkelte steder opfordres til at
se korte sekvenser i filmen, men hovedparten af materialet kan sagtens anvendes
uafhaengigt af filmen. S& man behgver ikke have filmen kgrende, mens man arbejder
med de matematiske problemer.

Materialet er opdelt i en reekke kapitler, der kan gennemgas hver for sig. Det enkelte
kapitel bygger saledes ikke pa de foregdende. Med symboler er det markeret, at dette
kapitel eller afsnit kan man arbejde med, ndr man er pd pdgaeldende niveau. Man kan
naturligvis ogsa have glaede af at se et stof pa nye mader, selv om man selv nu befinder
sig pa et lidt hgjere niveau. Og man kan prgve at udfordre sig selv ved at ga i krig med
et emne og gvelser, der er markeret til et hgjere niveau end ens eget. Niveauerne er

markeret med symbolerne:

9. klasse og 1.g Slut 1.g og 2.9 3.9

Trigonometriske funktioner kommer normalt p@ banen ret sent i
gymnasieundervisningen. Derfor har vi lagt et kapitel 1 ind, hvor bglgefaenomener
undersgges uden vi bringer sinusfunktionen pa banen. For studieretninger med
matematik og musik, laegges der i kapitel 4 op til en eksperimentel undersggelse af,
hvorfor det ikke er en let sag at na til enighed om, hvordan fx et klaver skal stemmes.
Ga selv pa opdagelse: Du vil finde mange forslag til et samarbejde med fag som fysik,
historie, engelsk, musik og informatik - og til SRP’er i disse fagkombinationer.

Film og materialer er til fri download og anvendelse i undervisning og selvstudier. Bliver
undervisningsmaterialet downloadet og dele af det kopieret, skal der angives kilde.

Forkortelsen HEM star for laerebogssystemet: Hvad er matematik? Fra HEM’s website:
Hvad er matematik - LRU.dk (praxis.dk) kan der bla. frit hentes mange projekter.

Hvor der er markeret Link til 7 (og andre tal) angives, at her kan der hentes ekstra
materialer ind. Disse tilgas via website for filmen. Find nummeret og klik.

Vi vil meget gerne have feedback med kommentarer og forslag, der kan forbedre de
kommende samlinger af undervisningsmaterialer.

Film og undervisningsmaterialer produceres med stgtte fra Novo Nordisk Fonden.


https://lru.praxis.dk/Lru/microsites/hvadermatematik/index.html

TRAK VIRKSOMHEDERNE IND | UNDERVISNINGEN

1.
Modellering af
bolgefaanomener

Bolgefaanomener er gode eksempler pa, at vidt forskellige ting i naturen,
der slet ikke "ligner” hinanden, kan beskrives med den samme matematik.
Balger i vand, lyden af musik, elektrisk strom, jordskeelv, data over en
epidemis udvikling og meget mere. | dette kapitel vil vi undersgge disse
feelles traek og indfere begreber, der gor det enklere at beskrive og
sammenligne bglgefeenomener. | dette kapitel er matematikken pa et
forholdsvis enkelt niveau - vi indfarer forst de trigonometriske funktioner,
sinus og cosinus i undersggelsen i de falgende kapitler.
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1. Modellering af bglgefeenomener

(Kapitel 1ummer en behandling af bplgefaenomener uden anvendelse af formalismen fra de
trigonometriske funktioner. Kapitlet er sdledes velegnet til 9. klasse / 1.g niveau, men elever p8 hgjere trin
kan ogsd have glaede af at f8 en indfering i emnet uden at g8 i st i den analyse af emnet, der omhandler

anden ordens differentialligninger, og som praesenteres i de falgende kapitler. )

Alle kender bglger pa en vandoverflade, alle kan hgre lydbglgerne til en koncert og alle
kan se det farvespektrum lyset fra solen skaber gennem regndraber. Men hvad har
disse ret forskellige faenomener egentlig til feelles, som ggr, at vi kalder dem bglger?

e Bglger er svingninger, der udbreder sig i tid og rum.

e De kan udbrede sig i vakuum, de kan udbrede sig i et medium og de kan
udbrede sig i en overgang mellem to medier.

e De flytter energi og ikke masse. Dog vibrerer masse lidt frem og tilbage.
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Ovenstaende billede er 1ant fra https://www.acs.psu.edu/drussell/Demos/waves/wavemotion.html.
og er en simulering af hvordan lyd bevaeger sig gennem et medium som luft. Vi kan se
bglgen bevaege sig, men de enkelte molekyler, hvor nogle er markeret med rgdt,
bevaeger sig blot frem og tilbage. I filmen forklarer Jakob, at de molekyler, hans tale
saetter i svingninger er ikke de molekyler, der rammer Nicolines eller Antons grer. Du
kan se flere eksempler pa sitet.

Man vil aldrig kunne tegne et billede af en bglge, fordi den jo hele tiden flytter sig. Men
man kan tage et gjebliksbillede af bglgen til et ganske bestemt tidspunkt.

1.1 Bolger pa en snor

Lad os prgve at illustrere bglgebegrebet ved at betragte bglger pd en lang udspaendt
snor, der f.eks. kan frembringes ved at vi star og hiver op og ned i den ene ende af
snoren.

Til et bestemt tidspunkt, kan det vaere, at | Og lidt senere ser den maske sadan her
den ser ud som vist her: ud:



https://www.acs.psu.edu/drussell/Demos/waves/wavemotion.html

Vi foretager nu en raekke overvejelser for snorbglgerne. Det viser sig at disse
overvejelser gaelder for bglger i al almindelighed.

1. Nar bglgen bevaeger sig, transporteres dens form af sted langs med snoren. Men
selve snoren flytter sig ikke med bevaegelsen, den svinger bare omkring den
stilling, hvor den var, fgr den blev forstyrret. Vi konkluderer:

Nar en bglge flytter sig, transporteres bglgens form
Hvis man har aftalt et eller andet morsesystem ud fra bglgens form (f.eks. prik = kort
bglge, streg = lang bglge) kan man altsd ved hjeelp af bglgens form sende information
af sted og derved kommunikere med en, der star ved den anden ende af snoren.

2. Hvis snoren i den anden ende var forbundet med en lille klods, ville vi kunne fa
denne til at bevaege sig ved at sende bglgen af sted. Nar klodsen bevager sig,
ma den have kinetisk energi. Denne energi er blevet overfgrt til klodsen via
bglgen. Vi konkluderer:

En bglge kan transportere energi fra et sted til et andet.

1.2 Harmoniske bglger

Hvis bglgens udslag har den paene symmetriske form, der er vist pa figuren nedenfor,
kaldes bglgen for en harmonisk bglge. For sddanne bglger indfgres nogle begreber, til
at beskrive bglgen:

Afstanden fra én bglgetop til den naeste Udsving
kaldes bglgens bglgelaengde. Som symbol T ek

for bglgeleengde bruges det graeske 2 g
(lambda = greesk /). Bglgelaengden males i vl/ \/ \/ \
meter.

Det maksimale udsving fra ligevaegt til top
(og til bund) kaldes for amplituden

Grafen viser udsvinget som funktion af stedet

Hvis man betragter et fast Udsving .
T vingingstid (sek)

punkt pa bglgen, vil man /ﬁo\
opdage, at det star og /\ /
' svinger op og ned. Den tid \’l/ \/
det tager fra punktet er helt . , ) )
Grafen viser udsvinget som funktion af tiden.

. _ i top, til det er tilbage i top- Svingningstiden betegnes med T og méles i
stillingen igen, kaldes bglgens sekunder.

svingningstid.

Ovelse 1.1

a) De to grafer ser ved fgrste blik helt ens ud, men kig ngjere efter og forklar
forskellen.

b) Hvis det fx er bglger i vand, hvilken af de to grafer repraesenterer sa et grafisk
billede af det vi ser.

Definition.
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Ved bglgens frekvens, f forstar vi: Det antal hele svingninger, der forlgber pr sekund.

Hvis der pd 1 sekund er f svingninger, der hver varer et tidsrum pa T sekunder, sa far vi
ligningen:
f-T (sek) =1 (sek)

der giver os fglgende sammenhaeng mellem svingningstid og frekvens:

f :% . Frekvensen males i enheden Hertz (Hz) og 1Hz = 1sek™.

Betragter vi stadig det faste punkt fra far, vil der i Igbet af én svingningstid vaere
"passeret en bglgelaengde” igennem det. Bglgens form har med andre ord bevaeget sig
en bglgeleengde pa en svingningstid. Vi kan derfor beregne bglgens udbredelsesfart, v
ved: v -bolgelengde _A_; 1_; ¢

tid T T

og vi far derved en af de vigtigste formler for bglgelaeren:

For en bglge med udbredelsesfart v, bglgelaengde 1, svingningstid T og

frekvens f har vi fealgende sammenhaeng: V= % =A-f

Qvelse 1.2
Argumenter omhyggeligt for de ovenstdende formler.

Ovelse 1.3
Lydens fart er ca. 340 m/s.

a) Beregn bglgelaengden for en tone med frekvensen 440 Hz
b) Hvilken frekvens har en tone, hvis bglgeleengden er 2,0 meter?

Mennesker kan generelt hgre frekvenser mellem 20Hz og 20.000 Hz.

c) Beregn laengden af de korteste og laengste bglgelaengder, mennesker kan hgre
d) Find p3 nettet, hvilke frekvenser en hund kan hgre og beregn tilsvarende den
maksimale og minimale bglgelaengde, en hund kan hgre

Ovelse 1.4
En bglge har udbredelsesfarten v =2,5 m/sog bglgelaengden A=0,65m

a) Hvor langt bevaeger bglgen sig pa 15 sekunder?
b) Beregn bglgens frekvens.
c) Beregn bglgens svingningstid.

Ovelse 1.5
Radiobglger er ligesom lys elektromagnetisk straling. En bestemt radiobglge har
bglgelsengden A =25,0km og en frekvens pa8 f = 12000Hz

a) Beregn udbredelsesfarten af bglgen.

11



b) Bestem bglgens svingningstid.
c) Hvilken bglgelaengde far bglgen hvis frekvensen andres til £ = 20000Hz ?

1.3 Interferens

Hvad sker der hvis to bglger stgder sammen? Det

kan man undersgge ved at sende bglger mod N 2 a\
. o . . . / \ \ / \

hinanden pa en snor eller i et vandbassin. Det viser 1)\ / \ / N

sig, at bglgernes udslag bliver lagt sammen som o X'/
funktionsgrafer. \/ \\V4
Det er skitseret pa figurerne her nedenfor:

Fgrst tegner vi bglgerne hver for sig som om den Konstrukiv Konstrukiiv
anden bglge ikke eksisterede. Sa lsegger vi o~ ~
bglgernes udslag sammen som funktioner og .
finder derved den bglge (vist med grgnt) vi - . fL

/ mterferens

observerer i virkeligheden: 1 X f / \

7\ 2 N

De steder hvor de to oprindelige bglger har udslag ! \ , v |
til samme side vil de derfor forstaerke hinanden \Y S \ /]
og give et samlet hgjere udslag i den bglge vi rent 7 /
faktisk ser. Det kalder vi konstruktiv interferens.

Omvendt vil de to bglger svaekke hinanden sa den resulterende bglges udslag bliver
mindre, nar de to oprindelig bglger har udslag i modsat retning. Dette kalder vi
destruktiv interferens.

Dette vigtige princip, at den bglge, man observerer, fremkommer ved at laegge alle
bglgeudslagene sammen, giver anledning til at indfgre fglgende betegnelse:

Superpositionsprincippet: Nar en eller flere bglger stgder sammen bliver det totale
udslag i mediet i hvert punkt, lig med summen pa det pagaeldende sted af de enkelte
bglgers udslag.

N&r bglgerne pd denne made pavirker hinanden og skaber en “sumbglge” siger man,
at der er interferens.

Ovelse 1.6

P& figuren er vist to bglger, der mgder hinanden pa en snor. P& et tidspunkt vil de to
bglger “vaere inde i hinanden” s& A’ ligger oven i A og B’ ligger oven i B.

a) Find ved hjeelp af

superpositionsprincippet det
resulterende udslag af snoren i
forskellige punkter i denne situation og

tegn den bglge der fremkommer. 1 + \/

12




TRAK VIRKSOMHEDERNE IND | UNDERVISNINGEN

2.
Trigonometriske funktioner

Vi leerer farst om de trigonometriske funktioner sinus og cosinus i forbindelse

med geometriske problemer: at bestemme ukendte sider og vinkler. Men de

har langt videre anvendelser, som funktioner der kan modellere alt, der svinger.
Det er ret overraskende, indtil man ser en tegning som den ovenfor. Nar et
punkt bevaeger sig med jaevn fart rundt pa en cirkel, sa generer y-koordinaten
kurven, vi i dag kender som en sinuskurve. Vi ser ogsa, at vinkler er oversat til
almindelige tal, som vi kalder for radianer, nar vi ikke har en bestemt enhed. Vi
undersgger funktionstyperne h(x) = A - sin(w - x + ¢) + B og leerer at differentiere
sinus og cosinus.

; SB
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2. Trigonometriske funktioner

2.1 Grader og radianer

De trigonometriske funktioner har vi lzert om i forbindelse med geometriske problemer
om at beregne ukendte sider og vikler. Sinus og cosinus bliver her defineret som
koordinaterne til vinklens retningspunkt pa enhedscirklen:

Ay
1

sin(v) @-----

) i
\ T cocsj(v) } 1 > \ T co?(v) / 1

Nar punktet P, gennemlgber cirklen, gennemlgber vinklen v intervallet [0; 360°], og

v><

funktionerne sinus og cosinus varierer inden for intervallet [-1; 1].

Men ndr man betragter de grafiske billeder af sinus og cosinus, s& opstar naturligt den
tanke, at disse funktioner ma kunne anvendes i en beskrivelse af bglger og svingninger.
Nu er de uafhaengige variable i geometriske problemer sider eller vinkler. Men nar vi
taler om bglger i havet eller lydbglger, sa giver det ingen mening at tale om vinkler og
gradtal.

Det problem har imidlertid en meget elegant Igsning — se de to tegninger ovenfor:

Til venstre er markeret en vinkel, afsat i Origo, og med angivelse af retningspunktet P, .
Her har vi samtidig markeret cirkelbuen b tegnet fra (1,0) op til P,. Det kan vi gagre for
enhver vinkel, og derved ser vi, at der er en 1-1 sammenhang mellem vinklerne i
intervallet [0; 360°], og de reelle tal, der kan veere buelaengder til vinkler i dette
interval.

Det er en enhedscirkel, 360°er vinklen hele vejen rundt — som altsa svarer til
buelaengden af hele cirklens omkreds. Men vi ved jo, at cirklens omkreds er 2.7 -r, 0g
med r =1 far vi derfor, at 360°svarer til en buelaengde pa 2-x

Lengdeenheden kan vaere hvad som helst, 1 nanometer eller en kilometer eller... For at
komme udenom det lille problem har man indfgrt som konvention at buelaengden
angives uden enheder, og dertil er indfgrt et nyt navn: radianer. 2z radianer svarer

saledes til 360°

@velse 2.1 Oversaettelse mellem radianer og grader
Radiantallet til en vinkel v er lig med laengden af den bue b som vinklen spaender over
pd enhedscirklen. Specielt er: 360° = 2 radianer, og 180° = x radianer.

Heraf kan vi finde et udtryk for 1° og for 1 radian.
a) Omregn fglgende gradtal til radianer: 90°, 45°, 60°, 30°, 15°.

b) Omregn fglgende radiantal til grader: %,E,E,Z,S'—H, 3'—ﬂ.



Praxis: Omregning mellem gradtallet og radiantallet

I) Fra grader til radianer: 1° = % radianer, eller 1°= % radianer, og deraf:

. JT .
ve svarer til v-—— radianer
180

180°

IT) Fra radianer til grader: s radianer = 180° og derfor: 1 radian(er) = . Heraf :

LEe (grader)
Jr

Nar vi regner i grader, holder vi os normalt inden for intervallet [0;360].

b radian(er) svarer til b-

N&r vi regner i radianer, har vi ingen sddanne begraensninger, men kan fa et s3 stort
radiantal, vi gnsker ved at foretage flere omdrejninger. Radiantal regnes med fortegn
afhaengig af, om vi beveeger os i den positive eller negative omigbsretning.

Bemeerkning: Et matematikprogram er typisk indstillet til enten at regne i grader eller i radianer.
Find ud af hvordan dit eget vaerktgjsprogram handterer grader og radianer.

2.2 Periodiske egenskaber og andre symmetrier

Vi vil nu kigge naermere pa de trigonometriske funktioner. Fgrst vil vi udfolde grafen for
sinusfunktionen. Nar et punkt bevaeger sig jaevnt pa en cirkel (lidt ligesom en
ballongynge) bevasger hgjden, dvs. sinus, sig regelmaessigt op og ned. Flytter vi den ud
langs x-aksen og kombinerer den jaevne bevaagelse langs x-aksen med den lodret
svingende bevaegelse fra cirklen fas netop grafen for sinusfunktionen.

Eksempel: Udfoldning af grafen for sinus

18

t=0.73044 2 y

Sinuskurven ligger i en vis forstand gemt pa enhedscirklen, og den fglgende
konstruktion folder grafen for sinus ud af enhedscirklen. Prgv selv at konstruere en
tilsvarende tegning i dit matematikprogram. Alternativt:

Ga ind p& denne GeoGebra-filen: https://www.geogebra.org/classic/gmztdfhq og traek i
punktet P.
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N&r vi traekker i cirkelpunktet P vil grafpunktet gennemlgbe sinuskurven og vi kan fx
aflaese sammenhgrende veerdier af bueleengder og sinus.

@velse 2.2 Sinus funktionen er periodisk

Der er ingen begreensninger pa radiantallet. Efter én omgang er punktet P tilbage
samme sted. Argumenter for, at:

a) Den samlede bueleengde, der er gennemlgbet er nu t +2- .
Punktet R fortseetter med at tegne grafen. Argumenter for, at:
b) sin(t) =sin(t +2-x), samt: sin(t)=sin(t+n-2-x) for alle hele tal n

Vi siger ud fra gvelse 2.2, at sinus-funktionen er periodisk.

@velse 2.3 Overgangsformler for sinus og cosinus
Argumenter ud fra

tegningen for, at der

geelder fglgende formler: P,*§=(cos(t+§), sin(t+2)

—sin(t)

. JT
cos(x) = sin(x + —
(x) (x + 2) P, =(cos(t), sin(t))

sin(x) = cos(x — g)

Den fgrste formel siger, at
grafen for cosinus
fremkommer ved at

-sin(t)

forskyde sinus-grafen z
2 P,._=(cos(t+n), sin(t+m))

t+1

mod venstre .

Formuler selv, hvad den
anden formel siger om
sammenhangen mellem
graferne.

Disse er blot to ud af mange formler, der kaeder sinus og cosinus sammen. Du kan her
(link til 2-a) finde et dokument, der praesenterer og beviser alle.

Pt_% =(cos(t-g), sin(t-g))

sin(t)

@velse 2.4 Verificer, at formlerne er korrekte, ved at tegne graferne

Tegn i samme koordinatsystem graferne for sin(x), og for cos(x—g).

’ f(x) = sin(x) g(x) = cos(x)

N SN\

1. De to grafer er ens i form, og den eneste forskel er, at den ene er forskudt % [

forhold til den anden:

16



2. Bade cos og siner periodiske funktioner med perioden 2 -, dvs.:
cos(x+n-2-m)=cos(x) og sin(x+n-2-x)=sin(x), for alle hele tal n

2.3 Den harmoniske svingning
Sinusfunktionen er en velegnet funktion til beskrivelse af periodiske faanomener, men
grafen for f(x) =sin(x) har jo den “ulempe”, at den altid har en periode pa 2r og altid

svinger mellem funktionsvaerdierne -1 og +1. Vi udvider derfor funktionsforstaelsen lidt
via de sakaldte harmoniske svingninger, der er en familie af vigtige funktioner af typen:

h(x)=A-sinflw-x+¢)+B

hvor A, B, w 0g ¢ er konstanter. Herunder vil vi undersgge, hvilken betydning
konstanterne har for det grafiske forlgb.

@velse 2.5 Betydningen af konstanterne i en harmoniskm svingning
Ga ind pa fglgende GeoGebra-hjemmeside: https://www.geogebra.org/classic/mkcuf9y9

Leg med skyderne for A, B, w og ¢ Formulér betydningen af hver af konstanterne A, B,
@ 0g @. Prgv at veere s3 praecis som muligt i din beskrivelse. HUSK VARIABELKONTROL

- dvs. andr kun p3 én variabel ad gangen! Nogle hjeelpespgrgsmal, der maske kan lede
dig pa vej:

a) Hvad er sammenhangen mellem A og funktionens maks- og min-veerdi?

b) Hvor mange svingninger er der i intervallet [0;2x], nar w = 2?

c) Hvor mange svingninger er der i intervallet [0;2x], ndr w = 3?

d) Hvor mange svingninger er der i intervallet [0;2x], nar w = 1/2?

e) Hvad er svingningens periode, ndr w = 2? Nar w = 3? Nar w = 1/2?

f) Hvad er svingningens periode generelt udtrykt vha. w?

g) Hvordan forskydes grafen, ndr du sendrer pa B-vaerdien?

h) Hvordan forskydes grafen, nar du andrer pa ¢?

@velse 2.6 Konstanternes betegnelser
Konstanterne A, B, w og ¢ kaldes ofte for:

e A: amplituden

e B: ligevaegtsforskydningen
e ®: vinkelhastigheden

e ¢: faseforskydningen

Kan du forklare disse betegnelser?

@velse 2.7 Angiv konstanterne ud fra forskriften
a) Angiv de fire konstanter for hver af de tre fglgende harmoniske svingninger:
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1) h(x)=6-sin(2-x-3)+1 2) h(x)=3,7-sin(0,3-x-1,5)-2
3) h(x)=5-sin(1,1-x-4)+6

b) Tegn i et vaerktgjsprogram graferne af hver af funktionerne og bestem ved
aflaesning funktionens periode (svingningstid), idet du aflaeser afstanden mellem

to bglgetoppe.

Vi opsummerer vores undersggelser af den harmoniske svingning i fglgende:

Sadan bestemmes konstanterne i en harmoniske svingning
For en harmonisk svingning af typen h(x) = A-sin(w- x + @) + B kan konstanterne

findes ved grafaflaesning og fglgende praksis:

Amplituden, A: / \ / \
... viser, hvordan sinuskurvens lodrette skalering er i | -& ,-"

forhold til x-aksen, og dermed hvor store lodrette udsving
sinuskurven har fra sin ligevagtsstilling. Formlen for A er:

A — hmax _hmin = ymax _ymin \ / \. ,f \

2 2

Ligevaegtsveerdien, B:
... viser, hvordan sinuskurvens lodrette forskydning er i forhold til x-aksen. Formlen
for B er:

Vinkelhastigheden, w: I\ N\
... regulerer sinuskurvens vandrette skalering i forhold til y-aksen. ,-“" \ f
Sammenhangen mellem vinkelhastigheden w og perioden T er f ‘I\

givet ved formlen: | L"\.

a=— | I‘a\ ‘/ I

Faseforskydningen, ¢:
... viser, hvordan sinuskurvens vandrette forskydning er i forhold N\
til y-aksen. I praksis aflaeses den ud fra x-koordinaten til det '

forste maksimumspunkt til hgjre for y-aksen Xx,,, og brug af

formlen: ¢ =Z-w- Xy, \ | \ ]

Qvelse 2.8
Nedenfor er vist graferne for nogle harmoniske svingninger med forskriften:

h(x)=A-sinflw-x+¢)+B
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Benyt grafaflaesning og den angivne praksis ovenfor til at bestemme konstanterne: A, B,
® 0g ¢ i fglgende tre opgaver.

LA

-2

-

o

@

&

w

o

b

c)

I kapitel 5 kan du finde nogle eksempler pa anvendelser af trigonometriske funktioner i
en matematisk modellering af faenomener, der har en eller anden periodisk karakter.

2.4 Differentiation af sinusfunktionen

Funktionerne sin(x) og cos(x) er differentiable overalt. Det er ikke overraskende, nar vi
ser de pane glatte grafer uden 'knzek’ og spring’. Men hvad er de afledede funktioner?

Saetning
De afledede funktioner for de trigonometriske funktioner sinus og cosinus er fglgende
sin'(x) =cos(x) og cos'(x)=-sin(x)

Ovelse 2.9
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Vi beviser nedenfor den fgrste af de to formler vha. tretrinsreglen. Redeggr for hvert trin
i omskrivningerne:
f(x, +h)—-f(x,) sin(x, + h)—-sin(x,)
h - h
Vi udnytter nu et par smarte geometriske betragtninger. Se fglgende tegneserie, og
prgv selv at forklare, hvad de sker i hvert billede - og lees sa forklaringerne neden for
1) 2) ]

Vi starter med at opskrive sekanthaldningen:

sin(x0+h)-sin(xo)

1) Tegn enhedscirklen i fgrste kvadrant samt retningspunktet Py for vinklen v.
Buestykket malt i radianer, som vinklen v spaender over, kalder vi xo .

2) cos(x,) aflaeses pd x-aksen, og sin(x,) afleeses pd y-aksen. Herved dannes den orange
retvinklede trekant med katetelaengderne cos(x,) 0g sin(x,) samt hypotenuselaengden 1.
Trekantens vinkler er: x,, g— Xy 0g % (g rad = 90°).

3) Vi gar nu buestykket h laengere frem og (i positiv omlgbsretning) p@ enhedscirklen til
punktet P;. xo h 0g xo+h er derfor alle bueleengder pa enhedscirklen. Da h er infinite-
simal, er buelaengden fra xp til xpo+h tilnaermelsesvis et ret linjestykke (dette resultat
kreever et bevis, som vi dog ikke tager med her)

4) Der tegnes nu en gul retvinklet trekant med h som hypotenuse. Den gule trekant har
katetelaengder: sin(xo + h) - sin(xo) 0g cos(xop) - cos(xo + h) og vinklerne: w, g— w 0g g Da
h er infinitesimal, star linjestykket fra xo til xo+h vinkelret pa hypotenusen i den orange
trekant (en cirkeltangent star altid vinkelret pa radius). Det betyder ogsa ngdvendigvis, at
vinkel Z—w i den gule trekant og vinkel Z~—v i den orange trekant er preecis lige store.

De to trekanter er altsa ensvinklede!
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Men hvis den orange og den gule trekant er ensvinklede, ma skalafaktoren veere h, og vi
kan skrive:

cos(xy) + h = sin(xy + h) — sin (x)
Ved division med h pa begge sider fas:

sin(xo+h;—sin(x0) — cos (xy)

Hvorved det gnskede er vist!

Ovelse 2.10
Benyt tilsvarende argumenter til at bevise, at (cos (x))" = —sin (x).

Ovelse 2.11
a) Bestem de dobbelt afledede cos” (x) og sin”(x).
b) Bestem stamfunktionerne til cos(x) og sin(x).

Beviset, vi her har gengivet, kan man finde variationer af mange steder, s& man kan
sige, det er klassisk. Det bygger pa vores intuition, og det er ofte et godt udgangspunkt.
Det repeterer samtidig en raekke vigtige ting omkring differentialkvotienter.

Men beviset indeholder en raekke problemer, som ikke er lette at reparere. Fx det enkle
spgrgsmal - hvordan maler vi laeengden af en krum kurve, som en buelaengde? Det
indgar jo i overvejelserne. Det er der ikke et let svar pa, for hvis man blot henviser til
kendskabet til omkredsen af en cirkel, sa er det naeste spgrgsmal, hvor har vi den
formel fra? I matematik vil vi gerne have fast grund under fgdderne, og det viser sig
ved naermere undersggelser, at omkredsen af en cirkel udregnes ved hjzelp af
integralregning. Og den funktion, vi i sidste ende skal finde stamfunktion til her, er
sinus. Men den kender vi jo kun, fordi vi ovenfor har en saetning om differentiation af
sinus og cosinus. Sa vi gar i ring.

Lgsningen pa dette problem er lidt subtil: Vi er ngdt til at starte med den omvendte
funktion til sinus, som vi kalder for arcussin(x). Den kan vi h&ndtere og differentiere, og
sa kan vi ogsa differentiere dennes omvendte funktion - som er sinus. Du kan laese
mere om dette, som ogsa handler om matematikkens grundlag her (link til 2.b)
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TRAK VIRKSOMHEDERNE IND | UNDERVISNINGEN

3.
Overtoner, staende bolger

0g svavning

bug bug bug
knude ¢ knude ¢ knude knude

P

yvibrator

Tilfeeldige lyde kan have en hvilken som helst frekvens og bglgelaengde og
svingningstid. Sadan er det ikke med den lyd, der frembringes af musik-
instrumenter. En guitarstreng har en bestemt laengde - den kan vi godt nok
regulere med fingrene, men det giver bare en anden lzengde. Orgelpiber
og blokflgjter har tilsvarende bestemte laengder, hvor luft sgjlen svinger.

De svingninger, der her frembringes, kaldes for staende bglger, og de er
forudsaetningen for toner og musik. Den rene sinussvingning til en bestemt
frekvens giver ikke oplevelsen af musik. Nar instrumenterne gor det, er det
fordi der sammen med grundtonen frembringes en raekke overtoner.

Hvilke overtoner, og hvordan toner med forskellig frekvens spiller sammen,
det dykker vi ned i i dette kapitel.

U

| 4

matematik
i arbejde

A
CE



3. Overtoner, staende bglger og svaevning
3.1 Stdende bglger

N&r man saetter en streng i svingninger, sa vil strengen vibrere og sende bglger frem og
tilbage (refleksion) mellem strengens faestningspunkter. Det gaelder en guitarstreng,
eller et tov, som to personer holder og saetter i svingninger, som du vil se nedenfor, og
det samme gaelder for en luftsgjle i en orgelpibe eller en almindelig flgjte. Disse baglger
vil interferere og deres udsving leegges sammen efter superpositionsprincippet. Det
betyder, at nogle af bglgerne vil dg ud, mens andre vil forstaerkes. Hvis strengen eller
luftsgjlen vibrerer med en ganske bestemt frekvens, en sakaldt resonansfrekvens, vil
den forstaerke sig selv og give anledning til en st§ende bglge. Bestemte steder pa
strengen fremkommer der da store udsving (kaldet buge, jfr. haengebugen pa et svin),
mens der andre steder intet udsving er (kaldet knuder). Antallet af buge afhaenger
naturligvis af strengens (vibrations-)frekvens.

bUg bug bug Grundsvingning:
knude knude knude knude % bplgeleengde

1. oversvingning:

1 bglgelaengde
vibrator 2. oversvingning:

1% bglgelengde

Den svingende streng illustrerer meget fint, hvordan lydbglger udvikler sig. Hvis vi ser
pa en tone og dennes harmoniske overtoner, sa vil grundtonen svare til, at vi ser én
bug (svarende til denne tones frekvens), mens overtonerne svarer til svingninger med
flere buge. Nar strengens frekvens fx fordobles, vil der fremkomme 2 buge, og denne
svingning svarer til 1. overtone. Nar strengens frekvens tredobles, vil der fremkomme 3
buge, og denne svingning vil svare til 2. overtone osv. Laeg meerke til, at grundtonen
netop svarer til en halv bglgelaengde /2.

En hel bolgelaengde, svarende til 1.
overtone

7

Du kan her se en kort video, der illustrerer
svingningsmgnstrene for en streng, og nedenfor andre
svingende strenge.

< http://www.youtube.com/watch?v=-nldirycvj4&feature=related>

Guitarstreng - slowmotion:

. ]
http://www.youtube.com/watch?v=gFrnQq8RZIQ&feature=related 172 bolgeleengde, svarende til 2. overtone

Violin — slowmotion:
http://www.youtube.com/watch?v=kgpU1t2cCxk&feature=related
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Lydbglgerne interferer med hinanden, og kun de
lydbglger, der giver anledning til stdende bglger,
har betydning for den lyd vi hgrer, fordi de andre
dgr ud. Der findes altsa en samling stdende
bglger, som tilsammen frembringer lyden af de
toner / den musik som guitaristen spiller
Grundtonens og overtonernes amplituder
afhaenger af, hvordan strengen anslas - bade hvor
pa strengen og kvaliteten af anslaget (let/hardt etc.). Frekvenserne af lydbglgerne vil
veere de samme som frekvenserne af bglgerne pa strengen.

Vi vil nu prgve at forstd matematikken bag de stdende bglger narmere.

3.1.1 Frekvenserne af overtonerne
Den matematiske model for svingningen af en streng er f(x)=A-sin(2x-f - x). Her er

det ikke sa meget A, der er i fokus. Vi vil undersgge de mulige frekvenser af en
svingende streng med laengden L. Vi ser af det foregdende, at en stdende svingning ma
have knudepunkter i x = 0 og x = L. Den fgrste betingelse er automatisk opfyldt, idet
sin(0) = 0. Den anden betingelse giver ligningen:

A-sinRQm-f-L)=0,

@velse 3.1 De mulige frekvenser for overtoner
a) Vis, at denne ligning giver folgende betingelse pa f:

2x-f-L=n-a, hvor n er et naturligt tal.
b) Vis heraf, at de mulige frekvenser er:

f =n-2—1L, hvor n kan veere 1, 2, 3, 4, ....

n =1 svarer til grundtonen, og n=2,3,4,... svarer til overtonerne.

c) Kald grundtonens frekvens f,. Vis at overtonernes frekvenser er:
2-f,,3-f,,4-f, ..

@velse 3.2 De mulige bglgelaengder for overtoner

Frekvensen f angiver antal svingninger pr sekund. Lad A O

angive bglgelaengden af en svingning.
a) Argumenter for, at f- A =v, hvor v er den hastighed
hvormed bglgen udbreder sig.

b) Se nu pa situationen med overtoner. Lad f veere <>1,4<><><>

frekvensen for den n'te overtone, og lad A, vaere

12

1/3

bglgelaengden for den n'te overtone. Argumenter for, at
produktet: f -A, er det samme tal for alle n. s e e e e e e
c)Vis,at A, =1.2L=1.A —r

Resultatet er illustreret p§ vedlagte tegning, I18nt fra wikipedia .
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c)Vis,at A =1.20=1.)
Resultatet er illustreret p§ vedlagte tegning, I18nt fra wikipedia .

3.2 Additionsformler og de logaritmiske formler

Vi far i det folgende brug for nogle af de bergmte formler inden for de trigonometriske
funktioners verden, henholdsvis additionsformerne og de logaritmiske formler. De
spillede en stor rolle i praktiske beregninger fgr vi alle fik adgang til
matematikprogrammer pa computere. Men de spiller stadig en rolle i teoretiske
overvejelser og i at bevise at forskellige sammenhange galder generelt.

Saetning 1: Additionsformlerne for sinus
For alle vinkler u og v geelder:
sin(u +v) = sin(u) - cos(v) + cos(u) - sin(v)
sin(u —v) = sin(u) - cos(v) — cos(u) - sin(v)
Bemeaerkning: Der findes tilsvarende formler for cosinus. Disse og beviser herfor kan findes her (link til 3-a)

Bevis: (bygger p8 kendskab til vektorregning. Der findes et geometrisk bevis for den forste formel, som
du kan finde her (link til 3-b))

Koordinatsystemets centrum (Origo) kalder vi C, Lad os definere retningsvektorer til

punkterne P(cos(v),sin(v)) og Q(cos(u),sin(u))ved
1fJu

= _ [c9s(v)j 0g T - [c9s(u)j -
Y sin(v) “ sin(u) Ty

Tegn selv situationen. Vinklen mellem r, til r, er u-v grader. Ud fra 1
vores kendskab til determinanter far vi sa:

det(Fv',Fu') =|r|-Ir.|-sin(u -v)
cos(v) cos(u) _ 1-1-sin(u-v)
sin(v) sin(u)

sin(u) - cos(v) —sin(v) - cos(u) = sin(u —v)
sin(u) - cos(v) — cos(u) - sin(v) = sin(u —v)

Dermed har vi den ene af de to regler.

Da der ikke er nogle krav til fortegnene for vinklerne, kan vi bruge denne regel pa u og
-v i stedet for pa u og v. Det giver os fglgende:

sin(u) - cos(-v) — cos(u) - sin(-v) = sin(u — (-v))
sin(u) - cos(v) + cos(u) - sin(v) = sin(u +v)
Her har vi brugt, cos(-v) = cos(v)og at sin(-v) = —sin(v).

Dermed er anden del af satningen bevist.

Saetning 2 Den Logaritmiske formel for sinus
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: . 5 e[ XYY X-y
sin(x) +sin(y) =2 sm( > )cos(—z j

Logaritmerne blev opfundet af den skotske godsejer Napier fgrst i 1600-tallet. En ven af
ham var i slutningen af 1500-tallet i Danmark, og matte her forlaenge opholdet, da
vinteren var s hard, at baelterne frgs til. Han fik blandt andet tiden til at g@ med at
besgge Tycho Brahe pa Hveen, og her lzerte han, at der 13 et enormt regnearbejde bag
de astronomiske tabeller, Tycho Brahe udgav. Et af hans hjzelpemidler var brugen af de
logaritmiske formler, der omformer gange til plus. Men det var alligevel et meget
besveaerligt arbejde, som han havde en del ansatte til at udfgre. Da Napier fik den
beretning, satte han sig for at konstruere en enklere made at omforme gange til plus -
og det var sadan den naturlige logaritme blev fgdt.

Der er flere logaritmiske formler i trigonometrien, men her har vi kun brug for denne.

Bevis for den logaritmiske formel

Vi adderer venstresiderne og hgjresiderne i de to additionsformler, vi lige har bevist:
sin(u +v) = sin(u) - cos(v) + cos(u) - sin(v)
sin(u —v) = sin(u) - cos(v) — cos(u) - sin(v)

sin(u+v)+sin(u-v) =2sin(u)-cos(v) *)
I stedet for u+v vil vi gerne have x og i stedet for u-v vil vi gerne have vy.
Vi definerer derfor

u+v=x

u-vs=y

@velse 3.3 Lgsning af et ligningssystem
Las ligningssystemet ved fgrst at addere de to ligninger, dernaest at subtrahere dem,

saledes at du far udledt udtryk for u og v.
X+y X-y
=22 og v="—-—2L
> ¥ 2

Indseet i (*), sa har du vist den logaritmiske formel.

Du skal fa : u
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3.3 Svaevning og stgdtoner |
Vi vil nu anvende den logaritmiske formel til at opna Y
indsigt i et specielt musikalsk faenomen, der kaldes
sveevning.

Hvis to toner ligger teet pa hinanden opstar et
interessant akustisk faenomen, der kaldes svaevning stad stod stad
eller stgdtoner. De to forskellige toner hgres som én
tone, men denne tone stdr og "stgder”, dvs falder og
stiger hurtigt i styrke.

Der geaelder fglgende matematiske saetning om
svaevning:

Saetning 3: Svaevning og stgdning.

To toner, der liger teet pd hinanden, klinger som én tone med en frekvens, der er
gennemsnittet af de to frekvenser, og med en varierende amplitude, der hgres som
om tonen "stgder". Antal stgd pr sekund svarer til frekvensforskellen

Lad os fgrst se pa anvendelsen heraf: Hvorfor hgres to toner taet pa hinanden som én
tone, der stgder. Hvis vi forestiller os to strenge, der svinger som sinustoner med
frekvenser, der ligger meget teet — den ene med 440 Hz og den anden med 443 Hz - s
vil disse iflg. reglen ovenfor sammen svinge med gennemsnittet 441.5 Hz. Og samtidig
vil vi hgre, at tonen “stgder” 3 gange i sekundet.

Tonen med frekvensen 443 Hz svarer matematisk til sinussvingningen sin(2z - 443 -t).
Tonen med frekvensen 440 Hz svarer matematisk til sinussvingningen sin(2x - 440 - t)
N&r begge toner anslds samtidigt, sa vil den matematiske model herfor vaere:

sin(2m -440 -t) + sin(27 - 443 - t)

Men det kan vi omskrive ved at benytte den logaritmiske formel for sinus:
sin(2mr - 443 -t) + sin(2x - 440 - t)

21-443 -t -271-440-t . (2m1-443 -t +271-440 -t
=2.Cos -sin =

e e
:z.cos(zﬂ.w.tj.sm(zﬂ.@.tj

=2.cos(2m-1,5-t)-sin(271-441,5t)

Vi ser, at den sidste faktor er en tone

1
med en frekvens pd 441.5Hz. Den
fgrste faktor er i princippet en tone,
der svinger med en frekvens pa
i 1 1B

1.5Hz, men det er alt for langsomt til,
at vi hgrer det som en tone. Vi hgrer
det som 3 stgd pr sekund, fordi P

1 sekund
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svingningen gennemlgber 3/2 perioder, og fordi der i hver periode er to "toppe” eller to
"dale", og dermed to stad.

Nar vi hgrer to toner der ligger teet pa hinanden kan man altsa ikke bedgmme om de
stemmer ud fra om tonen lyder "paent”. Det, vi lytter efter, er om de to strenge
tilsammen “stgder”. Jo langsommere "stgdene” er jo bedre stemmer strengene. Det er
oftest den teknik man benytter for at stemme en guitar eller en bas.

@velse: Prov om du kan hgre det pa en guitar. Stem to guitarstrenge sd de stemmer
rigtig godt. Kan du hgre stgd? Hvis du ikke kan sa skru ganske lidt pa den ene streng.

Hvorfor stoder en kvint, der ikke er helt ren?

Dette afsnit inddrager begreber fra musik, som du m8ske ikke kender, men du kan godt gennemfore det
alligevel og du kan godt hente tonegeneratoren og selv eksperimentere med sveaevning og stgd. De
musikalske begreber og stemning af fx et klaver er emnet for naeste kapitel

Hvis stgdtoner er et faanomen, der beskriver toner taet pa hinanden, hvorfor kan vi sa
0gsa tale om at to toner, der naesten har en kvint mellem sig, ogsa stgder? Og hvis den
stgder, hvad forteeller antal stgd s@ om afvigelsen mellem de to toner? For at kunne
forstd det, bliver vi ngdt til at se pd overtonerne for de to toner

Hvis vi har stemt a, = 440Hz s3 skal den ligesvaevende kvint over - tonen e, -

stemmes som 7 halvtoner over, og det er 440.2% = 659,26Hz.

| ] i

440 2a0 1320 17E0

N

I I

E59.3 1385 1977.¢

Tonen a har partialtonerne 440 Hz - 880 Hz - 1320 Hz -1760 Hz -2200 Hz ...
Tonen e har partialtonerne 659.3 Hz -1318.5 Hz - 1977.8 Hz -2637.0 Hz ...

P& grafikken ovenfor er situationerne anskueliggjort. Ser vi pa tonerne og deres
overtoner, sa ser vi, at sammenstgdet kommer mellem 3. partialtone for a’et, der ligger
pa 440-3=1320 Hz og den 2. overtone for e’et, der ligger pa 659.26-2=1318.52 Hz

Da forskellen mellem de to frekvenser er 1320-1318.5=1.52 Hz vil der altsa vaere ca 1.5
stgd pr sekund

Man stemmer altsa kvinten ao-e; sa kvinten er lidt for lav. Den skal veere
preecis sa lav at kvinten stgder 1.5 gange i sekundet.
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Bemaerk at antallet af gange kvinten stgder andrer sig med tonen. Oktaven over vil
kvinten a, —e, stgde 3 gange pr sekund idet alle frekvenser er fordoblet og dermed er

afvigelsen altsa ogsa fordoblet.

Gvelse 3.5
Hvis du har stemt a, = 220Hz, og du vil stemme kvinten over - tonen ¢, -

ligesvaevende i forhold til denne tone, hvad bliver sa frekvensen? Hvor mange gange
skal kvinten a, — ¢, stgde i sekundet?

Du kan hente en tonegenerator, der hedder Monochord, hvor du kan
eksperimentere med disse ting, her - link til 3c-Monochord. Eller direkte fra adressen
her:

http://www.frborg-gymhf.dk/gj/lyd/Monochord/Monochord.zip

Nar tonegeneratoren er hentet, skal zipfilen pakkes ud, fgr den virker. Du far
muligvis nogle sikkerhedsadvarsler, nar du vil downloade den, fordi der er en exe-fil
inde i zipfilen. Dem skal du ignorere.
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TRAK VIRKSOMHEDERNE IND | UNDERVISNINGEN

4.
Matematik og musik

Fra middelalderen og langt op i renaessancen skulle alle der gik pa et
universitet igennem det sakaldte quadrivium. Det var en slags basiskursus

i de 4 grundlzeggende naturvidenskaber, aritmetik, geometri, musik og
astronomi. Selv om det maske er overraskende i dag, at placere musik i
denne sammenhazng, sa var det helt naturligt, fordi forholdet mellem tonerne
er matematisk defineret. Det er emnet for dette kapitel, der dykker ned i,
hvorfor det ikke kan lade sig gore bade at arbejde med simple matematiske
forhold og at skabe velklang, der trods alt er det vigtigste. Der er ikke et svar
der er det korrekte — og derfor har stemningerne andret sig fra oldtiden og
op til at ikke mindst Bach lagde grundlaget for den stemning, vi nu bruger.

A

2 <y

" matematik
i arbejde



4. Matematik og musik

Dette kapitel er en sanmen-redigeret version af nogle af kapitlerne i Gert Uttenthal Jensens Hvad er
Matematik — og Musik L&R Uddanelse, 2019. Hele bogen findes her - (link til 4a)

4.1. Intervaller og frekvensforhold

I vores tonesystem er der 12 forskellige toner. P& klaveret nedenfor ses hvordan vi
skifter mellem sorte og hvide tangenter, sa vi efter 12 toner har haft 7 hvide og 5 sorte.
Den 13’ende tone vil lyde lige som den fgrste bare lysere i klangen. Den er en oktav
over. Tonerne har faet navne ud fra de hvide tangenter, Sa de hvide tangenter hedder
¢, d e, f, g aog h. De sorte tangenter er navngivet ud fra de hvide. Hvis der tilfgjes et
# (kryds) efter tonen betyder det, at tonen ligger en tangent til hgjre for (vi siger
normalt over) og tilfgjes et b betyder det, at tonen ligger en tangent til venstre for (eller
under). Den eneste undtagelse er at tonen under h (desveerre) ikke hedder hb, men
bare b

1 2 3 4 5 4 7 & 9 1011 12 13 14 153 16
é.'f.',.l.l-z,b.l.l.|ﬁ.s.|.|:.'s-|a|-=‘b-|-|-|=-=-|-|--|

Den oktav, der starter ved "ngglehuls-c’et kalder vi i denne fremstilling for co, do osv
mens oktaven over kaldes c; ... og oktaven under kaldes c-1

Vi taler i musik om intervallet mellem to toner, som et udtryk for

afstanden mellem de to toner. Normalt bestemmer vi intervallet

mellem to toner, ud fra antallet af tangenter mellem dem. 7 —
Mellem tonen ¢y og tonen go er der 7 halvtonespring og intervallet

kaldes en kvint. Kvint

Hvis vi skal veere lidt mere preecise, sa er intervallet defineret som frekvensforholdet
mellem de to toner. Der er nogle meget enkle sammenhange mellem bglgelaengde,
frekvensforhold og intervaller. Fra fysik ved vi, at bolgelaengden og frekvensen er
omvendt proportionale. Ser vi pa en svingende streng, sa er leengden af strengen lig
med den halve bglgelaengde. Dermed gaelder ogsa, at streng-laangden er omvendt
proportional med frekvensen:

c

frekvensen =
streng — laengden
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De "paene” intervaller, vi plejer at bruge, er knyttet til “paene” frekvensforhold:

De rene*) intervaller Strenglaengde Frekvensforhold
L = hele strengen
Oktaven 1L 2
Kvint 2L 3
Kvarten 2.0 3
Stortertsen 2L 2
Lilletertsen 2-L g
*) Normalt bruger vi fx ren kvint som alternativ til formindsket eller forstgrret kvint.
Her bruger vi det imidlertid i betydningen den mest perfekte eller mest rentklingende
kvint. Hvorfor dette er tilfaeldet, vender vi tilbage til

Kendskabet til disse proportioner gar tilbage til antikken. (Se evt her - link til 4a)

@velse Intervaller og trengleengder pa en guitar

P& en guitar finder vi kvinten pa 7. band.

a) Mal laengden af hele strengen og afstanden fra 7. band til
stolen. Hvad er forholdet mellem de to laeengder? Passer det,
at kvinten kun har en strenglaengde der er 2/3 af den fulde
leengde?

b) Hvad er forholdet mellem afstanden fra 4. band og til
stolen og hele strengleengden? Hvilket interval er vi gaet op,
nar vi er gaet 4 halvtoner op? Passer det med skemaet?

c) Hvad er forholdet mellem afstanden fra 5. band og til
stolen og hele strenglaengden? Huvilket interval er vi gdet op nar vi er gaet 5 halvtoner
op? Passer det med skemaet?

d) Hvad er forholdet mellem afstanden fra 12. band og til stolen og hele strenglaengden?
Passer det med skemaet?

I stedet for at se pa et intervals frekvensforhold ser man ofte pa intervallets cent-vaerdi.

Man omregner fra frekvensforholdet ;—1 til centveerdien ved at udregne
2

fy

p log,, £
cent(—lj =1200. —~ 2~/
f, log,, (2)

Centfunktionen er med andre ord den funktion, der udregner centvaerdien ud fra
frekvensforholdet, og den har forskriften
I
cent(x)=1200- M
log, (2)
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Cent-funktionen er, som vi vil se nedenfor, i virkeligheden en logaritmefunktion.

Den omregner et frekvensforhold og dermed et interval til et antal halvtoner. Fx er
cent(1.19)=301.2 og det betyder, at frekvensforholdet 1.19 svarer til 3.012 halvtoner
altsd meget taet pa en lille terts.

Cent(1.22)=344.3 og dermed svarer frekvensforholdet 1.22 til 3.44 halvtoner dvs midt
mellem en lille terts og en stor terts. De halvtoner, der her er tale om, er det vi senere
vil kalde ligesvaevende halvtoner, hvor vi deler oktaven ind i 12 toner, der hver har
samme afstand indbyrdes.

Saetning 1: Cent-funktionen er en logaritmefunktion
log,, (x)
log,, (2)

1 1 X X
21200 og er dermed den omvendte funktion til g(x) = (21200) = 21200

Cent-funktionen cent(x) =1200- er en logaritmefunktion med grundtallet

Bevis: Lad os vise at cent(x) og g(x) er modsatte funktioner dvs cent(g(x)) = x

o X log,, Zﬁ
cent(g(x))=1200- % =1200- %(2)}

X
1200] ‘ IOglO (2) — 1200 X . /0910 (2)

=1200- |0910 (2) ' 1200 /Ogm (2)

Nar funktionen cent(x) saledes er den omvendte til en eksponentialfunktion, er det selv

1
en logaritmefunktion, og naturligvis med samme grundtal 212 som sin

eksponentialfunktion. Hermed er saetning 1 bevist.

Dermed ved vi nu ogsa at cent funktionen opfylder den almindelige regneregel for
logaritmefunktionen

cent[:—lJ = cent(f,) - cent(f,)

2

Vi kan omformulere dette til en praktisk regel:

Praxis: At bestemme centveerdien for et interval
Nar vi skal bestemme centvaerdien for et interval kan vi bestemme det som
forskellen mellem centveerdierne for de to toners frekvenser.

Eksempel: Centvaerdien for den rene kvint
Vi har allerede omtalt, at den perfekte eller den rene kvint svarer til frekvensforholdet
3/2. Centveerdien for den rene kvint bliver dermed
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3

|0910( J
cent(zj ~1200.— %) _702
2 log,, (2)

Det betyder at den rene kvint svarer til 7.02 "tangenter” pa et almindeligt stemt klaver!
Hvordan dette giver mening, vender vi tilbage til i den ligesvaevende stemning.

@velse: Udregning af cent-vaerdier

Bestem centvaerdien for en ren storterts. Hvor mange "tangenter” svarer en ren
storterts til?

Bestem centvaerdien for en oktav. Hvor mange "tangenter” svarer en oktav til?

Ovelse:

En guitar har staet noget tid sa de to dybeste strenge er ikke helt i stemning. Med en
app til sin mobil maler Egon frekvensen af de to dybeste strenge til 160Hz og 210Hz.
Hvis guitaren ikke skal stemme med andre instrumenter, er det kun vigtigt om de to
strenge stemmer med hinanden - dvs at der er en kvart mellem den dybe E-streng og
den lysere A-streng. Bestem centveaerdierne for de to frekvenser. Bestem centvaerdien
for frekvensforholdet. Hvis Egon vil stemme A-strengen efter E-strengen, skal den sa op
eller ned?

4.2 Tonesystemer og klaverstemninger

N3r man stemmer et klaver, har man den udfordring, at hvis instrumentet forst er
stemt, sa kan man ikke justere pd tonen, mens man spiller, som man kan pa en violin.
P& blaeseinstrumenter har man ogsa mulighed for at presse tonen lidt op eller ned, sa
man selv kan justere den stemning, der umiddelbart ligger i instrumentet. P&
tasteinstrumenter er tonen imidlertid fast og det giver en raekke udfordringer. En af dem
er, at de frekvensforhold vi allerede har omtalt for oktaver, kvinter, kvarter og tertser
ikke passer sammen!

De tidligste musikteoretiske kilder tager udgangspunkt i at de to vigtigste intervaller -
oktaven og kvinten - skal vaere rene. Dette leder frem til et stemningssystem der
kaldes det pythagoreeiske. Det er maske snarere et zestetisk ideal, end det er en

praktisk anvendt klaverstemning. Det viser sig nemlig at —

vaere en stemning, der er umulig at bruge i flerstemmig ot ¢ ;

musik, men samtidig er stemningen det system, som alle " g he

andre stemninger forsgger at reparere pa. S b & d .
) ) eb o

I den pythagor=ziske stemning stemmes alle oktaver ! \

og kvinter rene. L;b g e v

Grafisk kan det illustreres sdledes: Lc# " h

De "knaekkede pile” viser hvor vi har de rene kvinter. db '\/gb -/

Som man kan se, sa fortsaetter kvint-cirklen eller snarere
kvint-spiralen i det uendelige.
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Da vi ikke har bade en tangent hgrende til tonen d# og en anden hgrende til eb, s&
veelger vi, i det system der grafisk er skitseret her at stemmme tangenten som et eb. Men
problemet er, at sa er der ikke en ren kvint mellem g# og eb. (Man kunne valge at
skifte ved ab-c# i stedet for ved eb-g#)

I den pythagoraiske stemning far vi en meget lille kvint mellem eb og g#. Den
kaldes ogsa for ulvekvinten. Det er den der er markeret med rgdt pa tegningen.

Selvom ulvekvinten i den Pythagoraeiske stemning ligger et stykke fra den rigtige kvint,
sa kraever det et godt gre og at man er opmaerksom pa hvad man skal lytte efter for at
kunne hgre den.

For at vise dette begynder vi at udregne forskellen i centvardierne for tonen ¢o og for
de gvrige toner i oktaven mellem ¢ 0g c:

Vi har allerede set at, den rene kvint er pa 702 cent og dermed ved vi at go ligger 702
cent over co.

En kvint over go ligger di1 og den ligger dermed 1404 cent over ¢o . Heraf fglger at do
ligger 1404-1200=204 cent over co.

En kvint over do ligger ao og den ligger dermed 204+702=906 cent over ¢o .

En kvint over ag ligger e; og den ligger dermed 906+702=1608 cent over ¢, . Heraf
falger at eo ligger 1608-1200=408 cent over co

P& samme made kan vi bestemme tonerne h, f#, c# og g#

Pythagoraeisk stemning

c# |d eb |e f f# | g g# |a b h

Afstand til C malt i

114 | 204 408 612 | 702 | 816 | 906 1110
cent

En kvint under ¢y ligger f.1, og den ligger dermed 702 cent under ¢o. Heraf fglger at f
ligger -702+1200=498 cent over ¢

En kvint under fy ligger b-1 og har dermed centvardien 498-702=-204. Heraf fglger at
bo ligger -204+1200=996 cent over co

Fortsaetter vi sadan far vi at hele skemaet bliver

Pythagoraeisk stemning

c# |d eb |e f £ |g g# |a bb | h

Afstand til C malt

i cent 114 | 204 | 294 | 408 [ 498 | 612 | 702 | 816 | 906 | 996 | 1110

Ovelse: Bestemmelse af centvardier -
Forklar hvordan vi bestemmer centvaerdien for ebo, ho, C#0, g#o
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GOvelse: Ulvekvinten

Ulvekvinten i denne stemning er intervallet mellem fx g#o og d#1 .
Problemet er, at nok har vi stemt alle kvinter rene, men tangenten
hgrende til d# er stemt som et rent eb, men det er selvfglgelig den
samme tangent vi skal bruge. Forklar hvordan vi regner den ud og vis
at den er naesten ¥ halvtone for lav. NB! Du skal fgrst bestemme
centvaerdien for d#; og sa traekke centvaerdien for g#o fra

En svaghed ved den pythagorzaeiske stemning er at tertserne ikke er seerlig paene. Vi har
allerede set, at en ren storterts svarer til frekvensforholdet 5/4 og dermed til
centvaerdien cent(5/4)=386 cent. Men afstanden mellem ¢y 0g eo i den pythagoraeiske
stemning er meget stgrre. Den er 408 cent. Den pythagoraeiske storterts er dermed
408-386=22 cent for stor, og det er naesten en kvart halvtone!

Den pythagoraeiske stemning er alts@ en stemning, hvor kvinterne lyder smukt, men
tertserne er grimme. Det er grunden til, at den aldrig er brugt som en praktisk
stemningsanvisning for et klaverinstrument.

Igennem renaessancen udvikles forskellige stemninger med mere eller mindre rene
tertser, og med kvinter der sa tilsvarende ikke er rene. Feelles for dem er, at de ogsa
har en ulvekvint — dvs et sted hvor kvinten er saerlig grim. Derfor kan disse stemninger
kun bruges til at spille i tonearter, der ligger langt fra denne ulvekvint, og det vil i
praksis sige tonearter med fa faste fortegn. Disse stemninger kaldes under et for ikke-
tempererede stemninger.

Lyt fx her:

https://soundcloud.com/jaja-2/pythagoraeisk-gisdur

https://soundcloud.com/jaja-2/pythagoraeisk-gdur

I barokken indfgrer man stemninger, hvor bade tertser og kvinter er justerede mere
eller mindre, men fzelles for dem er, at man undgar, at der opstar en ulvekvint. Disse
stemninger kan benyttes i alle tonearter. De lyder ikke helt ens i de forskellige
tonearter, men der er ikke nogen tonearter, der slet ikke kan benyttes. Disse
stemninger kaldes under et for de tempererede stemninger.

Den stemning, vi benytter i dag, er den ligesvaevende stemning, og det er en
tempereret stemning, der er karakteriseret ved, at alle kvinter er "lige sveevende” =
"lige falske”. Dermed er ikke bare alle kvinter lige store, men ogsa fx alle halvtoner er
lige store. Der er altsa samme frekvensforhold mellem c-c# som mellem c#-d og d-eb
oSV.

Eftersom oktaven mellem c¢o 0g ci svarer til frekvensforholdet 2 og eftersom der er 12
lige store halvtoner indenfor oktaven, s& ma frekvensforholdet mellem k toner opfylde

k2 =26 k="42=2Y12
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Kvinten pa klaveret bliver sd k7 = (21/12)7 = 27/12 = 14983

Dette kaldes den ligesvaevende kvint. Vi ser, at hvis alle halvtoner skal veere lige store
og hvis oktaven skal vaere ren (og det skal den!), sa bliver kvinten en lille smule for lav.

Den ligesvaevende stemning kan grafisk beskrives ved
e S S T S TP TS e T S ", e S e
eb b f c o] d a € h f# c# g#
% Ligesvevends kvint

I den ligesvaevende stemning er alle kvinter lige store. De er lidt mindre end den rene eller perfekte kvint. I
denne stemning er der ingen forskel p§ tonen g# og ab.

@velse: Kvarter og Stortertser
Udregn pa samme made den ligesvavende kvart og den ligesvavende storterts.

Vi kan ogsa vha. centvaerdierne beskrive den ligesvaevende stemning ud fra afstanden
for de enkelte toner ned til tonen ¢

Ligesvaevende stemning

c# |d eb e f f# g g# |a bb h

Afstand til C malt

i cent 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600 | 700 | 800 | 900 | 1000 | 1100

Afstanden malt i cent mellem to tangenter er 100, og dermed har de ligesvaevende
intervaller nogle meget paene centvaerdier.

Ligesveevende intervaller centveerdi
Lille sekund 100
Stor sekund 200
Lille terts 300
Stor terts 400
Kvart 500
Kvint 700
Lille sekst 800
Stor sekst 900
Lille septim 1000
Stor septim 1100
Oktav 1200
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@velse: Hvor mange cent afviger den ligesvaevende storterts, lilleterts, kvart og kvint
fra de rene (eller de perfekte) intervaller

Perfekte Centveerdi af det | Centvaerdien af | Afvigelse
Frekvensforhold | perfekte den
frekvensforhold ligesvaevende
udgave af
intervallet
Oktav
Kvint
Kvart
Storterts
Lilleterts

@velse: Centvaerdier for kvint og storterts

Bestem centveerdien for den ligesveevende kvint. Hvor mange cent afviger den fra den
rene? Bestem centveaerdien for den ligesvaevende storterts. Hvor mange cent afviger den
fra den rene?

Hver gang vi gar et band op pa en guitar svarer det til at
frekvensen ganges med den faktor, der svarer til k, = '3/2

Dermed er frekvensen for tonen pa n’te band lig med
frekvens(n) = ¢, - k"

Da strengleengden er omvendt proportional med frekvensen, s

ma vi have at leengden fra n’te band til stolen ma opfylde

strengelaengde(n) = c, - (ki)"
1

Strengelaengden skal altsa veere en eksponentielt aftagende

funktion af bAndnummer. Grundtallet skal vaere %

@velse: Sammenhaeng mellem bandnummer og strenglaengde

Mal nu sammenhangen mellem bandnummer og strenglaengde. Bandnr. 0 svarer til
hele strengen. Lav eksponentiel regression pa talmaterialet. Vurder om grundtallet
passer med det der er angivet ovenfor.

Lytteeksempel: Lyt til de to udgaver af I gsten stiger solen op. Den ligesvaevende
stemning er god i alle tonearter. Her er alle problemer fordelt jeevnt ud. Indspilningen i
gis-dur lyder lige s& godt som indspilningen i g-dur.
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Q-I_(Z)sten. Stiger Solen Op - Ligesvaevende stemning - Gdur

O-I_(Z)sten. Stiger Solen Op - Ligesvaevende stemning -Gisdur

Sammenlign med eksemplerne for pythagoraeisk stemning pa side 36

Du kan ogsa hente en tonegenerator der kan afspille treklange i forskellige
stemninger her:

http://www.frborg-gymhf.dk/gj/lyd/stemning/tonesystem.zip

Du kan hente en lille vejledning her:
http://www.frborg-gymhf.dk/gj/talogtangenter/TonegeneratorTonesystem-vejl.pdf
Nar tonegeneratoren er hentet skal zipfilen pakkes ud fgr den virker

4.2.3 Middeltonestemningen eller den praetorianske stemning.

I det foregdende har vi set pd den pytagoraeiske stemning, der repraesenterer et ideal,
men aldrig har veeret anvendt som et konkret svar pa problemet med at stemme et
klaver. Vi har ogsa set pa den ligesvaevende stemning, der bruges i dag, hvor alle
tonearter er gjort lige gode. Der er andre stemninger, der gennem tiden har vaeret
brugt som et bud pa en Igsning. Den mest interessante er den renaissancestemning, der
hedder middeltonestemningen eller den Praetorianske stemning (opkaldt efter Michael
Praetorius (1571 - 1621), der er komponist, musiker og musikteoretiker).

Den Praetorianske stemning repraesenterer en af de eneste ikke-tempererede
stemninger, vi i dag bruger fx p& gamle orgler. Det er denne stemning, som J.S.Bach og
andre i hans samtid har gjort op med, og vi kan pavise, hvordan en del af Bachs vaerker
ikke kunne vaere komponeret i renaessancen, simpelthen fordi stemningen lyder for
grimt i de tonearter Bach komponerer i. Den Praetorianske stemning lyder godt, nar
man spiller med fa eller ingen fortegn, men jo leengere veek man kommer fra C-dur jo
stgrre bliver problemerne.
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en pretoriansk

Princippet i den Preetorianske stemning eller ¢ N kvint

middeltonestemningen er, at de store tertser skal veere V.-

rene eller perfekte. Ser vi pa et udsnit af kvintcirklen har d'

vi, hvis vi gar fire kvinter op fra co s@ kommer vi gennem

tonerne tfrtns a v
Co—go - di - a1 - & \

Hvis den Praetorianske kvint svarer til frekvensforholdet k,
sa ma frekvensforholdet mellem co 0g e, vaere k° , men
samtidig ved vi jo at tertsen c-e skal vaere ren, dvs svare til frekvensforholdet 5/4 og
dermed er der mellem ¢co0g e; en ren storterts og to rene kvinter, og det svarer til

£.2.2-5

Vi skal altsa Igse: k* =5 < k =45 ~1,4954
k*=5

k = V5 = 1.4954
Den preetorianske kvint svarer altsa til en faktor lige under 1.5

Vi kan grafisk skitsere den praetorianske stemning ved

eb b f c g d a € h f# c#  g#

SIS S SIS SIS ISL s S

Ren storterts

I den praetorianske stemning styres stemningen af at (mange af) tertserne er rene. Men bemeerk at tertsen
fx tertsen ab-c ikke er ren. Tonen as er nemlig ikke med. Det er derimod tonen g#

Ovelse: Centvaerdien for den Pratorianske kvint

Vis, at centvaerdien for den Praetorianske kvint er 696.58, og centvaerdien af den rene
storterts er 386.31. Hvor store er afvigelserne fra de perfekte intervaller for kvinten og
stortertsen?

Dermed har vi ogsa bestemt centvaerdien for tonerne e og g i skemaet nedenfor.

Iflg grafikken er der en ren storterts mellem g og h, sa for h bliver centvaerdien
386.31+696.58=1082.89

Tonen eb ligger en ren storterts under tonen g, s& den har centvaerdien 696.58-
386.31=310.27

Tonen d ligger en praetoriansk kvint over g, og far dermed centvaerdien 696.58+696.58-
1200=310.26. De 1200 traekker vi fra, fordi vi ogsa skal g& en oktav ned.
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Preetoriansk stemning

c# d eb e f f# g g# a bb h
Afstand
:Ir:é’aclti 76.05 | 310.26 | 310.27 | 386.31 | 503.42 | 579.47 | 696.58 | 772.63 | 889.74 | 1006.84 | 1082.89
cent

@velse: Bestemmelse af centvaerdier - 2
Forklar hvordan man bestemmer centvaerdierne for c#, f,g#,a og bb

Lytteeksempel: Lyt til de to udgaver af I gsten stiger solen op. Den Praetorianske
stemning er god i tonearter med fa faste fortegn. Tertserne er helt rene. Til gengzeld er
der en meget voldsom ulvekvint mellem gis og es.

https://soundcloud.com/jaja-2/praetoriansk-gdur
https://soundcloud.com/jaja-2/praetoriansk-gisdur

Oplaeg til SRP: Hvorfor blev de tempererede stemninger indfgrt i barokken.

I et lidt stgrre tvaerfagligt projekt i matematik og musik, kan man se pa fx Bach’s
praeludier og se pa form og stiltraek ud fra en musik-synsvinkel og se pa betydningen af,
at man indfgrer de tempererede stemninger i barokken.

Konkret kan vi pavise, at udviklingen af de tempererede tonearter var helt ngdvendig
for at Bach kunne skrive musik i sa8 mange forskellige tonearter. Som et eksempel kan
vi se pa, hvorfor et af hans praeludier i H-dur ikke kan spilles i Praetoriansk stemning,
men sagtens ville kunne vaere spillet, hvis det var transponeret til C-dur.

link til 4-b, og 4c1 og 4c2

Et svaert spgrgsmal at besvare er om den preetorianske stemning lyder bedre omkring
C-dur, fordi tertserne er renere. Det har der helt sikkert vaeret delte meninger om, men
generelt foretrak man altsd i renaessancen stemninger med rene tertser frem for rene
kvinter. Nar man ikke stemte tempereret, var det ikke fordi, man ikke kendte
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tempererede stemninger, men fordi man ikke synes, de Igd sd godt. Prgv selv at lytte til
eksemplerne nedenfor og vurder om du kan hgre forskel i de to stemninger i C-dur. Det
er ikke sa let. Det kan selvfglgelig ogsa skyldes, at det lydkort der er brugt til
indspilningen, ikke er optimalt.

links?

Lytteeksempel: Lyt til de 4 stemninger/tonearter vi har analyseret

Hvad Er Matematik?

WTC 1 - Praeludie i Hi ligesvazvende stemning

https://soundcloud.com/hvad-er-musik/wtcl-h-lige

Hvad Er Matematik?

WTC 1 - Presludie i C i ligesveevende stemning

https://soundcloud.com/hvad-er-musik/wtcl-c-lige

Hvad Er Matematik?
WTC 1 - Preeludie i H i praetoriansk stemning

https://soundcloud.com/hvad-er-musik/wtcl-h-praet

R

Hvad Er Matematik

WTC 1 - Preeludie i C i prestoriansk stemning

https://soundcloud.com/hvad-er-musik/wtcl-c-praet

Hvad kan vi hgre forskel pa?
Kan du hgre at den rene treklang lyder bedre end treklange i alle andre forskellige

stemninger? Nogle af dem er meget lette at hgre forskel pa (hvilke?), mens andre er
sveerere.

Hvis der er store fejl i akkorden, sd lyder den bare grimt, men ved ganske sma
afvigelser, skal vi snarere lytte efter om klangen “star stille” eller om den star og
"sitrer” eller "stgder”, som vi kender det fra fx en harmonika.
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https://soundcloud.com/hvad-er-musik/cisdur-pyt-ren

https://soundcloud.com/hvad-er-musik/cisdur-praet-ren

https://soundcloud.com/hvad-er-musik/cisdur-lige-ren

https://soundcloud.com/hvad-er-musik/cdur-pyt-ren

https://soundcloud.com/hvad-er-musik/cdur-praet-ren

https://soundcloud.com/hvad-er-musik/cdur-lige-ren

Mens den Pythagoraiske stemning ligger som et ideal, men ikke som et
stemningssystem, der har vaeret brugt i praksis til tasteinstrumenter, sa repraesenterer
middeltonestemningen og den ligesvaevende stemning to eksempler pa konkrete
stemningssystemer, der har vaeret og stadig er i brug. Samtidig repreesenterer de ogsa
dels et ikke-tempereret system og et tempereret system. Der er et (eller flere)
stemningssystemer, der ogsa omtales, som ligesom den pythagoraeiske stemning
primart repraesenterer et ideal, og det er stemningssystemer, hvor man prgver at
stemme de hvide tangenter, sa vi far en skala, der er bygget kun pa rene eller perfekte
intervaller ... bare i C-dur.

Hvis vi til en start stemmer alle de hvide tangenter s3 intervallerne til c bliver paene, s
har vi fastlagt de hvide tangenter pa e, f, g og a. Den rene storsekst svarer til at ga en
oktav op og ga en lille terts ned, dvs gange med 2/1 og dividere med 6/5

26 25 5
1’5 16 3
og derved far vi
1 5/4|4/3|3/2 |5/3
Tilfgjer vi oktaven over har vi:
1 s/a|a/3 |3/2 | 5/3 2 5/2|8/3| 3 |10/3

Bemaerk at intervallet fra e op til a er en perfekt kvart, fordi (5/3):(5/4)=4/3, og at
intervallet fra a op til e er en perfekt kvint, fordi (5/2):(5/3)=3/2.

Vi kan nu tilfgje tonen h ud fra, at tertsen til g skal veere ren: (3/2)*(5/4)=15/8. Vi
kunne ogsa veelge at sige, at vi gnskede kvinten til e ren: (5/4)*(3/2)=15/8 , altsa
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samme tone. Heldigt! Nu har vi placeret alle toner undtagen tonen d ... og her kommer
problemerne:

1 |9/8|5/4|4/3|3/2|5/3 |15/8 8/3| 3 |10/3|15/a

Tonen d vil vi gerne have, sd kvinten til g er ren altsd med et frekvensforhold pa
(3/2)*(3/2)=9/4 og for oktaven under dermed 9/8. Dermed er G-durakkorden ren -
dominanten. Men hvad nu med afstanden til a? Hvis d skal bestemmes, sa den ligger en
kvint under a (og dermed s& subdominantparallellen D-molakkorden bliver ren), sa skal
frekvensforholdet vaere (5/3):(3/2)=(5/3)*(2/3)=10/9. Vi kunne ogsa sige at d skulle
ligge en kvart over a hvilket ville give (5/3)*(4/3)=20/9 og dermed 10/9 i oktaven
under.

Vi kan altsa ikke stemme de hvide tangenter sa bade dominanten G eller
subdominantparallellen Dm bliver rene. Og samtidig er de rene treklange dem, vi hele
tiden sammenligner med, nar vi skal vurdere en stemning.

Men det er ikke det eneste problem. Ser vi pa en helt almindelig II-V-I kadence, sa er
det klart at vi gerne vil have rene kvinter mellem grundtonerne d - g - ¢, og det
betyder at tonen d skal stemmes som 9/8.

f) 2
o ]
#ﬁ - [ E -
LA [,
D) “ |

Men vi vil selvfglgelig ogsa have rene kvinter indenfor hver :
akkord, og for Dm-akkorden betyder det, at kvinten d-a cent| —1 884359
skal veere ren, og dermed at tonen a skal have \
frekvensforholdet 27/8 i stedet for 5/3. Forskellen pa disse
to udgaver af tonen a er ca 21 cent dvs. omkring en kvart
halvtone

Lad | Lk
. o

-y

cent| = | 905.865
16

-

@nsket om at spille i helt rene stemninger leder altsa meget hurtigt til problemer. En af
Igsningerne har vaeret at lave enkelte tangenter i to udgaver (!), men det er stadigvaek
kun lappelgsninger. Drgmmen om det rene er under alle omstaendigheder en drgm.

En mere radikal made har vaeret at deleoktaven op i fx 41 lige store spring, s& man pa
den made fx fik mulighed for at finde en “tangent” der var teet pa 884.4 cent og en
anden, der var teet pd 905.9 cent. mere om det senere
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4.3 Den svingende streng — nu med toner

N&r en streng svinger hgres en tone, der fgrst og fremmest er bestemt af strengens
lengde, den opstramning, dens materiale og de materialer, strengen evt seetter i sving.

Det sidste hgres fx nar vi slar en streng sldet an pd en akkustisk guitar og pa en

elektrisk guitar med masiv krop. Vi hgrer det som om strengen klinger meget svagere
o - o . . - - - o
pa el-guitaren, men det er sadan set ikke rigtigt. Strengen klinger lige sa meget. Der er

bare ikke den samme resonansbund, og derfor forstaerkes tonen ikke lige meget.

Men lad os se bort fra de andre parametre og se bare pa strengen og se pa hvilke

svingninger der opstar.

Lad os igen forestille os en streng

med laengden L og lad os satte frekvensen til f

1. partialtone

N3r vi sld strengen an hgrer vi tydeligst den
tone, der har bglgelaengden 2*L. Dette
kaldes 1. partialtone eller grundtonen.

Bglgelaengde = 2*L Frekvens = f

2. partialtone

Samtidig vil en del af strengen sta og svinge
med en enkelt knude p& midten. Den klinger
lige som en streng med den halve laengde -
dvs en oktav over.

Bglgelaengde = L Frekvens = 2*f

3. partialtone

Samtidig vil en del af strengen sta og svinge
med to knuder. Den klinger lige som en
streng med 2/3 strengelaengde af 2.
partialtone og dermed en kvint over den
anden partialtone. Den er dermed en
oktav+kvint over grundtonen.

Bglgeleengde = 2/3*L Frekvens = 3*f
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4. partialtone

- Samtidig vil en del af strengen std og svinge
med tre knuder. Den klinger lige som en
streng der er halvt sa lang som strengen
hgrende til den 2. partialtone og dermed en
oktav over den anden partialtone. Den er
dermed en to oktaver over grundtonen.

Bglgelaengde = 1/2*L Frekvens = 4*f

5. partialtone

T Samtidig vil en del af strengen std og svinge
med fire knuder. Den klinger lige som en
streng der er 4/5 sa lang som strengen
hgrende til den 4. partialtone og dermed en
storterts over den fjerde partialtone. Den er
dermed en to oktaver+storterts over
grundtonen.

Bglgelaengde = 2/5*L Frekvens = 5*f

6. partialtone

T Samtidig vil en del af strengen sta og svinge
med fem knuder. Den klinger lige som en
streng der er halvt sa lang som strengen
hgrende til den 3. partialtone og dermed en
oktav over den tredie partialtone. Den er
dermed en to oktaver+kvint over
grundtonen.

Bglgeleengde = 1/3*L Frekvens = 6*f

I det ovenstdende har vi brugt billedet med en streng, fordi den er sa dejlig konkret,
men det er samme princip for blaeseinstrumenter, hvor det ikke er en streng der svinger
men en luftsgjle der skaber tonen med dens partialtoner. Et saerlig simpelt instrument
er naturtrompeten, som vi nu skal se pa.

Naturtrompeten

Den trompet, vi kender i dag, er ventiltrompeten, og den er udviklet omkring 1830. Fgr
det havde man den sdkaldte naturtrompet, der en trompet uden ventiler, der mest af alt
minder om jagthorn eller signalhorn. Derfor er alle de trompeter, der indgar i Mozarts
symfonier naturtrompeter.
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Naturtrompeten spiller i princippet kun pa partialtoneraekken. De to dybeste toner kan
som regel ikke spilles, sa vi har tonerne fra 3. til 16. partialtone, og de giverfor en
trompet stemt i C fglgende tonemateriale:

=

0 . o o o fo —
)" [ Fa™ [ & ]
F bha [ ] —
| . | s Ll
B o

o R~

=

Nogle af tonerne i overtoneraekken passer ikke helt, og de skal presses op eller ned med
leberne - de er markeret med sorte hoveder ovenfor.

Udregner vi frekvensforholdet i forhold til co, sa er det for de indgdende toner altsa

g-|co |e |go |bo |c1 |di |e1 f1 g1 ai b1 h1 C2

frekvensforhol |3 |4/ |5/ |6/ |7/ |8/ |9/ |10/ |11/ |12/ [13/ |14/ |15/ |16/
d 4 |4 |4 |4 |4 |4 |4 4 4 4 4 4 4

@velse: Vis at treklangene c-e-g og g-h-d begge er helt rene.

Ovelse: Beregninger pa naturtrompeten

Hvad skulle frekvensen for f vaere, hvis kvinten f-c skal vaere ren? Hvor mange cent
afviger den tone i naturtrompeten, der svarer til f, fra den rene? (Heldigvis kan
trompetister presse tonen lidt op eller ned)

Hvad skulle tonen a veere, for at treklangen f-a-c skulle vaere ren? Hvor mange cent
afviger den tone i naturtrompeten, der svarer til denne tone?

Denne begraensning fgrer til at trompeterne har en meget afdeempet rolle hos Mozart.
Lyt fx til 1. sats i Mozart symfoni nr 26 i C (kv 200).

NB! Hvis du ser i partiturer, sa star instrumentnavnene ofte pa italiensk: Trombe =trompet, Corni=horn.
Trompeten noteres altid i C men klinger i forskellige tonearter, fx er Trombe in Mib/Es en trompet stemt i
Es. Ofte benyttes do - re - mi - fa - so - la - ti i stedet forc-d-e -f-g -a - h til angivelse af den toneart
hornet er stemt i.

Lyttegvelse: Nedenfor er et lille simpelt nodeeksempel pa hvordan en trompet kunne
lyde, hvis den ikke var i stand til at presse tonen. hvor lyder det isaer darligt? Hvorfor?
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Hvad Er Matematik?
Maturtrompet

https://soundcloud.com/hvad-er-musik/naturtrompet
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TRAK VIRKSOMHEDERNE IND | UNDERVISNINGEN

5.
Modellering med
trigonometriske funktioner

Riim ] f-.'[-E'Fl [ Raset Mataram, Perd

De trigonometriske funktioner har en langt bredere anvendelse end alene i
musikken. | dette kapitel vil vi med rund hand demonstrere en raeskke eksempler.
Og selv om det ikke er sa overraskende, at tidevandsbevaegelser kan modelleres
som summer af svingninger, sa er det ikke let at se, hvordan det geres i praksis.
Men det gjorde den engelske fysiker og matematiker Lord Kelvin, og den Java-
applet der her er gengivet et billede fra, er en digital version af den maskine

han byggede. | kapitlet er der materialer til fx en SRP om dette. Modelleringen

af manen Callistos omlgb om Jupiter er matematisk mere ligetil, men i
videnskabshistorien maske en endnu stgrre begivenhed.

U

| 4

matematik
i arbejde




5. Modellering med trigonometriske funktioner
5.1 Omigbstiden for Jupiters mane Callisto

I dit veerktgjsprogram er der indbygget en sinusregression, der kan anvendes, nar vi
gnsker at modellere et dataseet med en harmonisk svingning.

Galilei var den fgrste,
der sa Jupiters maner, F

. RECENS HABITAF: 3
som ha n kaldte "M ed ICI dentalis proxima min. 2. abhac modonglb.uu“r)o:-
stjernerne” opkaldte oh A0 ¥ R ios:
efter den |edende cidentalior altera min: 10, erant pracist in Cadem re-
R {u{,"&m‘zgx')iu;‘din‘is'__xqul.lllit._ E i
sleegt i Firenze. bane Stclz, orientales duz, sc dux occidencaes in
Kikkerten var netop O = s ey e g g,
blevet (0] pr ndet/ Og "fif_'“ ad ynguem gﬁ.;}a I_i‘na-x difpofiza, vt in proxi-
han kunne se 4 af de et & Lo e ke ks o E

o occidentali min 4. hac ab o
mange maner. Ha n goituding crans ferd cquales

paclo minor appargbar, H N

praesenterer sine el e

opdagelser i et vaerk, O R s O

han kalder Budskabet it e e

fra Sternerne, ogheri || BEELEE LT

kan V| se den Dicfexez dux folummodo apparucsuat Stelle me- ] o
omfattende = ) 2 Jup_lte_r og de 4 maner, som
registrering af gt Galilei opdagede. De

relative stgrrelser er

manernes bevaegelser, )
korrekte, placeringen er

han foretog. Vaerket ort
kan hentes her (link til fiktiv. Fra oven er det: Io,
5al, hele veerket, i Europa, Ganymedes og
engelsk) eller her (link til 5a2, uddrag p8 dansk) Callisto,

Dag for dag, hvor der var klart vejr, noterede han i sin dagbog manernes positioner
(markeret som *) i forhold til Jupiter (noteret som et stort 0). Ori og Occ star for henh.
vest og @st.

Or1. * * O * Occ.

Prikkerne fulgte med Jupiter de fglgende dage og det stod hurtigt klart for Galilei, at
hvad det end var, s bevaegede de sig, men ikke vaek fra Jupiter, s& de matte vaere
knyttet til Jupiter. Jupiters maner blev studeret grundigt de falgende arhundreder bl.a.
med henblik pa at bruge dem som et globalt astronomisk ur. Det var en tid, hvor man
ikke havde noget, der stabilt kunne vise tiden, ndr man eksempelvis sejlede ud over
verdenshavene.

@velse 5.1 Jupiters manesystem som et kosmisk urvaerk
Kan du gennemskue, hvordan tabeller over Jupiters maners positioner kan anvendes
som en slags ur, som alle pd Jorden kunne "stille deres ur efter"?

Den danske astronom Ole Rgmer sa ogsa store muligheder heri, men i sit arbejde med
at observere og tabelleegge ménernes bevaegelser opdagede han, at "uret ikke gik
praecist". Manerne var ikke, hvor de skulle vaere ifglge de tabeller, han have til
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radighed. Da han opdagede, at det var en systematisk afvigelse, koblede han sine
observationer op pa, hvordan planeterne stod i forhold til hinanden, og i 1675 gav han
sit bud pd en Igsning: Det tager en vis tid for lyset fra Jupiter og dens maner at n3
Jorden. Han havde her gjort en af naturvidenskabshistoriens store opdagelse, opdaget
det, han selv betegnede som "lysets tgven". At lyset har en hastighed, er undersggt
neermere i undervisningsmaterialerne til Matematikken bag Power-to-X hos Topsoe.

Qvelse 5.2. Lysets tgven og det kosmiske urveaerk.
Kan du forklare, hvordan "lysets tgven" kan vaere en
forklaring pa, at Regmer observerede manerne i en anden
position, end de skulle veere ifglge tabellerne. Lav en
skitse over planternes placering som stgtte for din
forklaring.

Rgmer konstruerede et mekanisk apparat, der kunne
visualisere manernes beveaegelser. Apparatet er gaet tabt,
men man har en detaljeret beskrivelse af det, og der er
fremstillet en kopi pa@ det grundlag. Man kunne fx kigge
ind fra siden gennem et lille kighul, og ville da se
banebevaegelsen p& samme made som i en kikkert.
Kopien kan ses pa muset i Kroppedal.

Kopi af Ole Rgmers Jovilarium

Hvis man forestiller sig at manerne bevaeger sig i jaevne cirkelbevaegelser rundt om
Jupiter og at vi ser ind pa banebevaegelsen langs baneplanet, vil det, vi ser, derfor veere
harmoniske svingninger frem og tilbage i baneplanet. I kapitel 2, afsnit 2,2 er der en
illustration af dette feenomen: En cirkelbevaegelse, fx en mane rundt om Jupiter, opleves
af os som en bevasgelse op og ned eller frem og tilbage i baneplanet.

Vi vil nu undersgge data for denne svingning i manen Callistos afstand til Jupiter. Data
kan hentes her-link til 5b (udsvinget males i en enhed der er uden betydning for

13 | 14 | 15 |16 (17| 18

opgaven).
Tid(dage) |1 | 2 |3 | 4| 5|6 |7 [8]9]|10]|11] 12
Callls.tos 991182(239|262|248 199|123 |28 |-27|-157|-224|-260
udsving

-260(-223 | -155|-65 (35129

300
Nar vi afbilder data i et punktplot, ligner det en sinus-
svingning, der spander over lidt mere end en periode.

Udfgres en sinusregression fas som vist ligningen 1007

y =262.292-sin(0.376662 - x —0.003536) + 1.58025.

Callisto
o

Og vi ser, at sinus-grafen fglger punkterne perfekt. 1004

Vi kan udnytte vinkelhastigheden w =0.376662 til at
finde omlgbstiden for Callisto:

_ 27 _ 6.28319
o 0.37662

Callistos omlgbstid er altsa 16.7 dage.

-300

=16.6812
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Ovelse 5.3
a) Afbild data som et punktplot og prgv at afleese koordinaterne til
maksimumspunktet og minimumspunktet. Bestem her ud fra amplituden,
ligevaegtsvaerdien, perioden og begyndelsesfasen og sammenlign med det
resultat du finder ved at udfgre en sinusregression.
b) Kontroller pa internettet din omlgbstid mod den officielle astronomiske omlgbstid.

Kommentar om sinusregression.

Nar vi anvender sinusregression, er det afggrende at data er af en god kvalitet med et
rimeligt antal datapunkter per periode. Ellers kan vi risikere at fa et helt forkert resultat,
som fglgende illustration viser:

4y y =5sin(23.879-x)

DB )77
AT |

Den “ukendte” harmoniske svingning, vi her leder efter, er funktionen
y =sin(23.879 - x). Laeg meerke til at der kun er ca. en dataveerdi per periode. Hvis vi

anvender en sinusregression pa disse data finder vi derfor som vist et helt forkert
resultat y =sin(1.25374 - x + 3.14159). En sinusregression behgver sdledes ikke fgre til

den gnskede tilnaermelse og bgr derfor altid kontrolleres grafisk.

5.2 Modellering af dagens lesengde
Dagens laengde et bestemt sted pa kloden er et eksempel pa et periodisk faanomen.

I en model kan leengden af dagen i Anchorage Alaska som funktion af tiden beskrives
ved

f(t)=6,61-sin(0,0167-t-1,303)+12,2, 0<t<365

hvor f(t)betegner leengden af dagen (malt i timer) til tidspunktet ¢t (malt i dggn efter 1.
januar 2011).

a) Tegn grafen for f i det naevnte interval — hvorfor har intervallet netop den laengde?
b) Benyt funktionen til at beregne dagslaengden i Anchorage Alaska 100 dggn efter 1.

januar 2011, og sammenlign denne veerdi med den tilsvarende som kan afleeses pa
grafen.

c) Las ligningen f(t) =14 grafisk, og giv en fortolkning af de to Igsninger, du far.

d) Bestem ved aflaesning pa grafen det tidspunkt pa aret, hvor laangden af dagen i
Anchorage Alaska er stgrst.

52



e) Bestem f'(100) grafisk, og ggr rede for, hvad dette tal fortaeller om udviklingen i
dagslaengden.

Losning til 5.2 Modellering af dagens laangde
Prgv selv at svare pa ovenstaende spgrgsmal. Du kan hente en facitliste her - link til 5¢

p
5.3 Oplaeg til SRP: Modellering af tidevandets niveau
I 1800-tallet efter Napoleons nederlag ved Waterloo og frem til 1. Verdenskrig var
England den dominerende magt i verden. Det britiske imperium med Indien og Pakistan,
Australien og Canada og alle de afrikanske kolonier var det stgrste imperium verden
endnu havde set. At opretholde den position kraevede et omfattende militaerapparat og
en tilstedeveerelse overalt pa kloden, og det stillede store krav til moderlandet, der
hverken hgrte til de stgrste eller de mest folkerige i verden. England herskede ikke
mindst i kraft af sine investeringer i uddannelse og videnskab og sin altdominerende
flade. Allerede 100 ar fgr havde det engelske parlament investeret store summer i
udviklingen af palidelige ure, der var helt afggrende for at kunne navigere og bestemme
sin position pa havet. Nu stillede man nye opgaver til sine videnskabsmaend.

Som verdens fgrende sgmagtsnation var det fuldstaendigt afggrende at kunne fremstille
palidelige tidevandstabeller for de Engelske havne, Indiske havne, osv. I princippet er
vandstanden i en havn karakteriseret ved forholdsvis fa svingninger koblet til Solens og
Manens periodiske bevaegelser pa himmelkuglen. Men s3 let er det heller ikke.

Dels er der ikke nogen paene talforhold i astronomien set pa "den korte bane" mellem fx
drets laengde og hvor lang tid manen tager i sin bane rundt om Jorden. Men faktisk er
der en cyklus p§ 19 8r, hvorefter manens faser gentager sig pa dato. S& man kunne
foretage ngjagtige optegnelser i de vigtigste havne i Indien gennem 19 &r - s3 ville man
have de gnskede tabeller. Men 19 ar er
laznge, sa en anden metode skulle tages
i brug - og det blev en Fourieranalyse pa
betydeligt feerre data. Men
Fourieranalysen vil ideelt set kunne
afslgre mgnstret.

Og dels er kloden ikke bare daekket af
vand. Der er kontinenter, der spaerrer
for tidevandsbglgerne, der er dybhav og
lavvandede omrader, brede floder og en
Engelsk kanal der giver et helt andet
rodet billede. Stgrrelsen af Hejvande og lavvande i Port St. Ives, Cornwall, England.
tidevandssvingningerne varierer meget efter de lokale forhold, fx om havnen ligger i et
shaevert straede, inde i en kanal eller lignende. Tidevandsbglgen er saledes som en
grundtone, der suppleres med en raekke overtoner, hvor grundtonen styres af den
overordnede frekvens i solens og manens beveaegelser, og alle overtonerne bestemmes
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af andre detaljer i himmelmekanikken og af de szerlige lokale forhold. Hver eneste havn
har sin helt egen karakteristiske "klang". Men det betyder ogsa, at selv om man kunne
finde en overordnet beskrivelse, s& var man derefter ngdt til at regne detaljerne ud i
hver eneste stgrre havn.

Problemet med udarbejdelse af palidelige tidevandstabeller blev Igst af den engelske
matematiker og fysiker Kelvin. Ved at male vandstanden i en havn over en laengere
periode opdagede han nogle mgnstre der gav ham ideen til en Igsning.

5.3.1 Kelvin og The Tidal Commission

Kelvin, der havde faet i opdrag at finde metoder til at forudsige tidevandsbevaegelser,
kendte naturligvis til Fourieranalyse, og han formaede pa en meget kreativ made at
udnytte denne nye matematiske metode til at analysere grafiske optegnelser af
tidevandsbevaegelser, sd han kunne fa beskrevet det samlede svingningsmgnster for
tidevandet som en sum af rene svingninger.

Kelvins tidevandskurver

I 1882 holder Kelvin et stgrre foredrag, hvor han bla. beskriver malet med analyserne,
og hvor han fortaeller om sin konstruktion af en magelgs maskine, der kunne Igse det
omfattende beregningsarbejde. Samtidig far vi et indtryk af, hvor omfattende et projekt
dette var for imperiet:

The object of the harmonic analysis is to analyse out from the complicated curve
traced by the tide gauge the simplest harmonic elements. A simple harmonic
motion may be imagined as that of a body which moves simply up and down in a
straight line, keeping level with the end of a clock hand, moving uniformly round.
The exceedingly complicated motion that we have in the tides is analysed into a
series of simple harmonic motions in different periods and with different
amplitudes or ranges; and these simple harmonic constituents added together
give the complicated tides.

I hold in my hand the Reports of the late Tidal Committee of the British
Association with the results of the harmonic analysis—about eight years' work
carried on with great labour, and by aid of successive grants from the British
Association. The Indian Government has continued the harmonic analysis for the
seaports of India. The Tide Tables for Indian Ports for the Year 1882, issued
under the authority of the Indian Government, show this analysis as in progress
for the following ports, viz.: Aden, Kurrachee, Okha Point and Beyt Harbour at the
entrance to the Gulf of Cutch, Bombay, Karwar, Beypore, Paumben Pass, Madras,
Vizagapatam, Diamond Harbour, Fort Gloster and Kidderpore on the River
Hooghly, Rangoon, Moulmein, and Port Blair. Mr. Roberts, who was first employed
as calculator by the Committee of the British Association, has been asked to carry
on the work for the Indian Government, and latterly, in India, native calculators
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under Major Baird, have worked by the methods and forms by which Mr. Roberts
had worked in England for the British Association. The object is to find the values
of the different tidal constituents. We want to separate out from the whole rise
and fall of the ocean the part due to the sun, the part due to the moon, the part
due to one portion of the moon's effect, and the part due to another. There are
complications depending on the moon's position—declinational tides according as
the moon is or is not in the plane of the earth's equator—and also on that of the

sun...

Hele foredraget, hvor ogsd maskinen omtalt nedenfor gennemgas, kan hentes pa
hjemmesiden: http://zapatopi.net/kelvin/papers/the tides.html)

5.3.2 Kelvins magelgse maskiner til harmonisk analyse og syntese

Fouriers metode indebar, at
amplituderne til de enkelte rene
sinussvingninger beregnes som et
integral. Men hvis man ikke kender
funktionen, s&@ ma integralet
udregnes som et areal, og skal det
vaere ngjagtigt, er det
overordentlig tidkraevende. Kelvin
lgste som omtalt dette
beregningsproblem ved at bygge
en maskine, der kunne udfgre
integralerne mekanisk, nar man
fordrede den med en
tidevandskurve optegnet pa et
stykke papir.

Kelvins harmoniske analysator fra 1878. Den opbevares i dag pa

Science-museet i London.

Efter kgrslen kunne man pa en pamonteret skala til slut aflaese integralet. P& denne
made kunne Kelvin i 1878 bygge en maskine, der kunne analysere en tidevandskurve
for de fgrste 10 amplituder, hvilket var tilstraekkeligt til at frembringe brugbare
tidevandstabeller. Senere maskiner blev bygget til at kunne finde flere amplituder (30-

60).
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Hvis man omvendt kender
amplituderne og frekvenserne, sa
kan man, som vi sd ovenfor,
leegge sinussvingningerne
sammen og fa et billede af den
sammensatte svingning.

Ogsa dette Igste Kelvin mekanisk,
idet han byggede en maskine til at
udfgre harmonisk syntese, dvs.
tegne tidevandskurven hgrende til
de 10-20 mest betydningsfulde
frekvenser. Nedenfor kan du se en
animation, der gengiver
tidevandssvingninger i en raekke
havne verden over

P& American Mathematical Society, AMS' hjemmeside kan man finde inspirerende
materialer om naesten alt, man kan komme i tanker om. Fx om Kelvins kortlaegning af
tidevandsbevaegelser. Se her: https://www.ams.org/publicoutreach/feature-column/fcarc-tidesiii3

P& siden kan du finde denne applet, som er en digital version af Kelvins maskine

sl

9

A
VoV

M2 S2 N2 K1 o1 P1 K2
Run ] Step I Reset IMatarani, Peru Vl [SIOW vl
sted.

Versionen her har kun 7
frekvenser. Ligesom der i
musik er en grundtone og
dertil en raekke overtoner,
saledes ogsa her: Hjulet
leengst til venstre
repraesenterer den
grundlaeggende svingning,
som tidevandskraefterne
mellem Jorden, Solen og
Manen genererer, de andre
hjul repraesenterer alle de
bglgefaenomener, som
skyldes kontinenternes
saerlige geografi pagseldende

For en given havn havde man maske foretaget jeevnlige registreringer af vandstandens
hgjde gennem en periode, dvs man havde grafen over tidevandsbglgerne repraesenteret

ved en raekke punkter (dataveerdier).
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The following constituent amplitudes were used in the simulation:
o .
Pa grundlag af disse
K o f K M2 s2 N2 K1 01 P1 K2
punkter pa grafen kan Matarani, Peru ©.995 ©.274 8.225 0.514 0.279 0.167 0.101 ft
man ved brug af Yamato Wan, Kuril Islands ©.59 ©8.23 ©.11 ©.95 0.79 ©.31 0.86
: : : New York NY 2.104 0.437 ©.469 ©.321 0.170 0.104 9.127
numerisk integration e rer ,
Otomari, Sakhalin Island ©.656 9.312 ©.102 ©.719 ©.715 0.248 9.095
bestemme Cordova, Alaska 4.712 1.599 9.957 1.615 1.001 0.530 0.463
koefficienterne til den Ras at Tannura, Saudi Arabia 1.951 8.651 ©.416 ©.471 0.380 0.142 0.231
. . Recife, Brazil 76.2 27.5 5.3 4.3 5.9 1.4 8.1 cm
tilhgrende Fourierraekke.

@velse 5.5 Bestemme Fourierraekken ud fra datapunkter.

Du kan her - link til 5d - finde et mapleark, hvor du skal generere 100 datapunkter til
en given graf over en lidt kompliceret funktion. Med disse datapunkter i h&nden skal du
lade som om du ikke kender forskriften. I stedet skal du anvende de 100 datapunkter til
at bestemme de 15 fgrste Fourierkoefficienterne til den funktion, der ligger bag. Og
dette skal ggres ved numerisk integration.

Derved kan vi opskrive Fourierraekken og vi kan tegne grafen - og forhabentlig se, at
denne gar igennem de oprindelige datapunkter.

I tabellen her er for hver havn angivet de 7 vaerdier, der er knyttet til de 7 hjul i
appletten. Da han havde dem i hus, s3 tog Kelvin kontakt til en af datidens store
instrumentmagere, og fik ham til at lave ovenstaende Tide Predicter.

I 1910 byggede man i USA deres egen Predicter, som du nedenfor ser fotos af.
" 2 gl :‘ 1] -

1=

T

\h

o b

A\

s

L
K S\

De enkelte hjul indstilles. Tidevandsforudsigelser produceres.
Bemaerk h8ndtaget - og se Kelvins
trisse-apparat!

Maskinen havde 37 hjul!

Kelvins maskiner var en del af en stor bevasgelse i matematikken i 1700- og 1800-
tallet. Man var i stand til at Igse rigtig mange problemer - i princippet. Men der var ofte
et enormt beregningsarbejde tilbage. S3 tog man fat pa at mekanisere processen, sa
maskiner kunne overtage at integrere, Igse differentialligninger osv. Det var datidens
computere, men de var udtaenkt efter et andet princip. De var analoge og ikke digitale,
som vor tids computere.
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5.3.3 Tidevandets musik - hver havn har sin melodi

Den matematiske beskrivelse af tidevandsbevaegelsen sker ved hjalp af
sinussvingninger, kombineret i en Fourier-raekke. Hvert led i reekke har en frekvens og
kan derfor spilles, som var det et stykke musik! Hver havn har sin tidevandsmusik. G3
ind pa denne hjemmeside:
https://www.math.stonybrook.edu/~tony/tides/tidesounds.html

og prgv at afspille nogle af "musikstykkerne"!

5.3.4 En SRP om at skabe sig en sikker havn.

Historien om det engelske imperiums behov for at deres skibe, der "ruled the waves"
kunne anlgbe sikre havne, hvor end de var pa kloden er et spandende kapitel i nyere
historie. De investerede ikke alene i at uddanne folk til at styre kolonierne, sa godt det
nu kunne lade sig ggre, men ogsa stort i videnskab, og et af de punkter, hvor de var
andre konkurrerende nationer overlegne i 1800-tallet var netop pa evnen til at
mobilisere videnskaben til at understgtte imperiets mange behov. Historien om Tidal
Commission er et godt udgangspunkt for studieretningsprojekter mellem engelsk eller
historie sammen med matematik. Kelvins arbejde og hans taler, hvor et lille afsnit er
gengivet, men hvor han i hele fremstillingen ggr meget ud af at fortaelle om
tidevandskraefterne, giver et levende indtryk af, hvordan matematik naturligt spiller ind
i alt dette. Kan det virkelig lade sig ggre, det Kelvin fik i opdrag? Fagene kan bindes fint
sammen her.

5.4 Mangfoldigheden i modellering med £

trigonometriske funktioner

De fglgende opgaver, der alle handler om anvendelser af de trigonometriske funktioner i
en modellering, er vejledende eller rigtige eksamensopgaver stillet i 90'erne, 0'erne og
10'erne. De er naturligvis meget reducerede ift. rigtige anvendelser, men kan alligevel
give et indtryk af mangfoldigheden af anvendelser.

A) Vandstanden i en havn
I en model kan vandstanden i en bestemt havn beskrives ved funktionen
f(t)=0,71-sin(0,26-t)+1,12, 0<t<24
hvor f(t) betegner vandstanden (malt i meter) til tidspunktet t (malt i timer efter kl.
00.00).
a) Tegn grafen for f i det angivne interval — hvorfor er det netop dette interval?

b) Bestem vandstanden ved lavvande og ved hgjvande, og bestemt der ud fra hvor
stort et udsving vandstanden har i Igbet af det pageeldende dagn.

c) Bestem de tidspunkter pd dggnet, hvor vandstanden er 1,5 meter.
d) Bestem de tidsrum, hvor vandstanden er under 1 meter.
e) Bestem f'(18), og ggr rede for betydningen af dette tal.
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B) Gennemsnitstemperaturen et sted i Danmark
I en model kan udviklingen i gennemsnitstemperatur i 2011 et bestemt sted i Danmark
beskrives ved funktionen:

f(t)=9,34-sin(0,017-t-1,53)+11.12, 0<t<365
hvor f(t)betegner temperaturen (malti °C), og t betegner tiden (malt i dggn efter 1.
januar 2011).
a) Tegn grafen for f i det naevnte interval.

b) Benyt funktionen til at beregne gennemsnitstemperaturen d. 1. april 2011, og
sammenlign denne vardi med den tilsvarende, som kan afleeses pa grafen.

c) Lgs ligningen f(t) =10 grafisk, og giv en fortolkning af de to Igsninger, du far.
d) Hvilken del af aret var gennemsnits temperaturen over 10°C?

e) Bestem ved aflaesning pa grafen den dag pa aret, hvor man oplevede den hgjeste
temperatur.

f) Bestem vaeksthastigheden for temperaturen d. 1. maj 2011.

C) Tidevandets bevaegelser
P& grund af tidevandet andres vanddybden over en sandrevle. I et bestemt dggn er
vanddybden f(t), malt i meter, bestemt ved

f(t):7+55in[%t—1) 0<t<24

hvor t angiver antallet af timer efter middag.
a) Bestem den stgrste og den mindste vanddybde over sandrevlen i dggnets lgb.
b) Bestem f'(t) og bestem den hastighed, hvormed vanddybden zendrer sig, til
tidspunktet t =12.

(Kilde: Eksamensopgaver i matematik, gymnasiet, matematisk linje 3 8rigt forlgb til A niveau, 1999)

D) Omkostningsfunktion
Med O(x) betegnes de samlede omkostninger, angivet i mio. kroner, ved produktionen af

x enheder af en vare.
Funktionen Oer giver ved
O(x) =0,2x +100 + 30sin(0,006x) x [0;1000]

a) Vis at benytte O'(x), at O(x)er en voksende funktion af x.

Hver produceret enhed saelges for 0,35 mio.kroner. Fortjenesten F som funktion af
antallet x af producerede enheder er derfor bestemt ved F(x) =0,35x — O(x)

b) Vis ved at benytte F'(x), at fortjenesten har en stgrstevaerdi, og bestem denne.

(Kilde: Eksamensopgaver i matematik, gymnasiet, matematisk linje 3 8rigt forlgb til A niveau, 1999)
E) Lungefunktion
For en person i hvile kan lungerumfanget tilnsermelsesvist beskrives ved funktionen

V(t)=0,2-sin(1,57-t)+2,5
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hvor t betegner tiden, malt i sekunder, og V(t)betegner personens lungevolumen (malt
i liter).

a) Tegn grafen for V.

b) Hvor mange liter luft ind@nder personen i Igbet af et minut.

c) Hvor mange gange pr. minut treekker personen vejret (&nder ind og ud)?

d) Hvor stort et rumfang vil lungerne have efter en udanding?

F) Stemplet i en dieselmotor
En bestemt type skibsdieselmotor har en slaglaengde pd 2180 mm. Slagleengden er
afstanden mellem gverste og nederste stilling af
stempelmotoren.
Stemplets afstand fra topstillingen malt i mm er en
funktion af tiden malt i sekunder. Denne funktion er
af formen
f(t) = r(1 —cos(mt))

hvor rog m er positive konstanter.
Stemplet udfgrer 97 gange i minuttet en hel
bevaegelse fra topstilling til bundstilling og tilbage
igen.

a) Bestem konstanternerog m.

b) Bestem stemplets maksimale fart.
Indsprgjtningen af dieselolie til motoren sker en gang for hver hele stempelbevagelse.
Indsprgjtningen begynder, ndr stemplet befinder sig 1,49 mm fra topstillingen pa vej

opad, og slutter, ndr stemplet efter at have passeret topstillingen befinder sig 37,14 mm
under denne.

c) Hvor lang tid varer en indsprgjtning?

G) Aktivitetspulsen for ravildt
"Saesonvariation i aktivitetspuls for
uforstyrrede dyr. Sinuskurven er den
kurvefunktion, som bedst beskriver
materialet. Data repraesenterer i alt 2.071
timers registrering i 96 forskellige dagn.”
Sadan star der i rapporten Rvildt og
forstyrrelser. Faglig rapport fra DMU nr. 237 -
fra 1998. e -
<Kilde: http://www?2.dmu.dk/1 viden/2 publikationer/3 fagrapporter/rapporter/FR237.pdf> ill er herfra
Sinuskurven pa figuren kan saledes anvendes som model for ssesonvariationen i
aktivitetspulsen for ravildt. Kurven er graf for funktionen

p(t) =15,8-sin(0,038 -t - 4,25)+93,8, O0<t<365

Puls (slag/minut)

hvor p(t) betegner pulsen (malt i antal hjerteslag pr. minut) til tidspunktet t (malt i
dagn efter 1. januar)
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b)
c)

d)

Tegn grafen for p
Bestem p(120), og ggr rede for hvad dette tal betyder.

Lgs ligningen p(t) =90, og ggr rede for, hvad Igsningerne forteeller om radyrets
aktivitetspuls.

Bestem den procentvise stigning i radyrets aktivitetspuls i tidsrummet [120; 140]

Bestem radyrets laveste og hgjeste aktivitetspuls.
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TRAK VIRKSOMHEDERNE IND | UNDERVISNINGEN

6.
Fourrierraekker og
Fourieranalyse

Nar vi skal analysere lydbglger vha. matematik, stader vi hurtigt ind i
udfordringer med, at lydbglger ofte er temmelig komplicerede, selvom
de opfarer sig "paent” og periodisk. Det gaelder specielt, hvis lydbglgen
er sammensat af flere instrumenter med masser af toner og overto-ner.
1 1820’erne opfandt den franske videnskabsmand Jean-Baptist Joseph
Fourier imidlertid en metode til at tackle lige netop de udfordringer.

| kapitlet her dykker vi ned i de uendelige Fourierraskker og kigger pa,
hvordan de kan anvendes til analyse af lydbglger.

oA >
‘ 3 matematik

i arbejde



6. Fourrierraekker og Fourieranalyse

6.1 Analyse af sammensatte lydbilleder

Start evt med at se filmens sekvens fra 12.35 til 18.02, hvor der laegges op til det folgende.

Mennesker har til alle tider sunget, spillet pa@ musikinstrumenter og leget med lyde.
Allerede i oldtiden erfarede man, at nogle toner klinger godt sammen, hvorimod andre
tonesammenseaetninger resulterer i disharmoni.

Omkring ar 500 f.Kr. undersggte pythagoraeerne, der var et
filosofisk og religigst faellesskab grundlagt af Pythagoras i
Syditalien, sammenhangen mellem tal og toner.
Pythagorzeerne var af den opfattelse, at alt i universet kunne
forklares vha. matematik, ogsa musik og toner. En myte
fortzeller blandt andet, hvordan pythagoraeerne som de
fgrste i historien opdagede en ganske simpel sammenhang
mellem strengelaengder og klang, nemlig at nar du halverer
laangden af en streng, far du en tone, der er ngjagtig én
oktav hgjere.

Ovelse 6.1

Sammenhangen mellem en lydbglges hastighed v (malt i m/s), bglgelaengde 1 (malt i

m) og frekvens f (malt i Hz) er givet ved formlen: v =f - A.

a) Hvis lyden ved en temperatur pa 20°C bevaeger sig med en hastighed pa 343%
gennem luften, hvad er sd bglgelaengden for en lydbglge svarende til kammertonen
A, som har en frekvens pa f = 440 Hz ?

b) Hvad er bglgeleengden pa overtonen A5 med f = 880 Hz ved 20°C ?

c) Tonen C2 har ved 20°C en bglgelaengde pa 65,55 cm. Hvilken frekvens svarer det til?

I B&O filmen spiller Jakob pa tre forskellige instrumenter: bratsch, guitar og melodica
og viser, at hvis man slar en tone an pa instrumentet, frembringes samtidigt en raekke
toner og overtoner:

.
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Bratsch Guitar Melodica

P& graferne ovenfor har vi tiden pa x-aksen og det af lydbglgen frembragte Iufttryk op
ad y-aksen. Vi kan se, at de tre bglgefunktioner er meget forskellige: melodicaen
frembringer mange flere overtoner end guitaren, sd nar et helt symfoniorkester med en
reekke forskellige instrumenter spiller sammen, s& frembringes et meget komplekst
lydbillede.

Rent matematisk kan det komplekse lydbillede fra orkesteret opfattes som en sum af
mange, rene sinussvingninger, men det er ikke umiddelbart nogen let sag at analysere
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sadan et lydbillede med matematik, og fgrst i starten af 1800-tallet kom der et
gennembrud pa feltet.

6.2 Fouriers gennembrud

Den franske videnskabsmand Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) havde et
usaedvanligt spaendende livsforlgb. Som ung i 1790’erne var han i kglvandet pa den
franske revolution faengslet i Paris pa grund af politisk arbejde, senere blev han Igsladt
og arbejdede som kejserlig, videnskabelig radgiver for Napoleon Bonaparte og rejste
med ham pa felttog til £gypten, hvor han af Napoleon blev udnaevnt som fransk
guverngr. I 1801 vendte Fourier tilbage i Paris, hvor han blev matematikprofessor pa
Ecole Polytechnique, et af de aIIerbedste unlver5|teter i Europa pa davaerende tidspunkt.

fﬂﬂﬂmmww
ﬁ&&&&i%

Frankrig er stolt af sine videnskabsmaend og -kvinder. Jean- Bapt/ste Joseph Fourier (1768-1830), er én af
de 72 franske videnskabsfolk, der har f8et sit navn p§ Eiffeltdrnet.

Hen mod slutningen af sin videnskabelige karriere arbejdede Fourier med teorier om
hvad er andrer sig, nar man bringer flere legemer med forskellige starttemperaturer
sammen. Som udgangspunkt benyttede Fourier sine egne eksperimentelle
undersggelser samt Newtons afkglingslov, der var blevet fremsat af Sir Isaac Newton
ca. 100 ar tidligere.

I forbindelse med udledningen af sin varmeledningsteori blev Fourier ngdt til at
analysere funktioner og differentialligninger, som var vanskelige at handtere med
datidens matematik. Han fik derfor den idé at approksimere de besveerlige funktioner
med summer af de velkendte trigonometriske funktioner sin(x) og cos(x). De

trigonometriske funktioner har jo den abenlyse fordel, at de er lette bade at
differentiere, integrere og anvende til ligningslgsning.

@velse 6.2 Afledte funktioner og stamfunktioner til sin og cos
Kan du huske hvordan man differentierer og integrerer sin(x) og cos(x)?

a) Hvad er sin’'(x) og hvad er cos'(x)?

b) Hvad er jsin(x)dx og hvad er Icos(x)dx?

I 1822, samme ar som han blev praesident for det franske videnskabsakademi, udgav
Fourier en bog med hele sin varmeledningsteori: Théorie analytique de la chaleur.
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Hurtigt skulle det dog vise sig, at de matematiske metoder, som Fourier havde udtaenkt,
kunne anvendes til meget mere end blot varmeledningsteori, for teorien bygger pa,
hvordan en sammensat bglge eller svingning elegant kan beskrives som en sum af
forskellige trigonometriske funktioner med hver sin frekvens og amplitude, hvilket jo
lige

praecis er det gennembrud, vi har brug for, for at kunne analysere komplekse lydbilleder
med grundtoner og overtoner.

Ovelse 6.3
Som med sa mange andre af 1700- og 1800-tallets videnskabsfolk var Fourier et geni
p& mange omrader: matematik, fysik, kemi, samfundsvidenskab og religion blandt
andet. I 1827 udgav han en meget bergmt artikel: Mémoire sur Les Temperatures du
Globe Terrestre et Des Espaces Planetaires, hvor han som én af de forste i
videnskabshistorien omtaler noget, vi taler meget om i dag.

a) Undersgg pa nettet, hvad Fouriers artikel handler om og hvorfor den blev meget

bergmt.

6.3 Idéen bag Fourierraekker

Start evt med at se en lille film fra UCLA om fourierreekker, som kan hentes her - link til 6a.

Fouriers idé gar ud pa, at
(stort set) enhver periodisk
funktion kan omskrives til fx)=F(x+p) | — — — - ==a
en uendelig raekke af sinus- 5
og cosinusfunktioner. En
periodisk funktion er en
funktion, hvor grafen for
funktionen gentager sig selv
efter en periode som her

X+p

Funktionen f er periodisk med perioden p

Periodicitet kan vi definere med formelsprog saledes:

Definition
En funktion f siges at vaere periodisk med perioden p, hvis der gaelder, at:
f(x + p)=f(x), foralle x i definitionsmaangden

Lad os se pa et par eksempler pa Fouriers idé:

Firkantsignalet, du ser her, er grafen for en
periodisk funktion:

Funktionsveerdierne skifter mellem +1 og -1 5 ; y T ; » ” 5
saledes: i intervallerne [0; ], [2m; 3], [4m; 57]
osv. er funktionsvaerdien +1, og i

intervallerne [r; 2r], [3m; 4n], [5m; 6] OSV. er

funktionsvaerdien -1. Funktionen er altsa
periodisk med perioden 2.
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Vi tegner nu med rgdt og i samme koordinatsystem, grafen for sinussvingningen

f(x)=2-sin(x):

2

-1

-2

8 10 12 14 K

Vi ser der er et sammenfald mellem de to funktioner: den diskrete firkantspaending og
den kontinuerte sinuskurve har minima og maksima de samme steder. Sinuskurven er
altsa ret god til at approksimere firkantssignalet, men vi kan komme endnu teettere p3,
for den rgde sinuskurve rammer jo lidt for hgjt i maksimumsveerdierne og lidt for lavt i

minimumsveerdierne. Her
har vi tegnet grafen for
firkantssignalet sammen
med funktionen

f,(x) =% .sin(x) og en ny
funktion f,(x) = 4 - 1sin(3x)
(med lilla):

Vi kan se, at den lilla graf
"kompenserer” ret godt for
den rgde grafs overskud og

underskud mht. maksima og
minima.

Hvad hvis vi nu laegger de to
funktioner sammen?

Det giver os den grgnne
graf!

Approksimationen bliver
endnu bedre! Den grgnne
graf for f,(x)+f;(x)rammer

endnu teettere pa
firkantssignalet. Og saledes
kan vi fortseette
"systemet”:

2

-2

8 10 12 14 \5\
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kan vi fortsaette “systemet”:

() + £5(x) + f5(x) ACIRZACIESACIESFCIRRACIE ACIRIACIEZACIESACY

hvor f,(x) = %-1sin(5x)  hvor f,(x)=4-3sin(7x)  hvor f(x)=4%-4sin(9x)

JT

Approksimationen bliver bedre og bedre, for hvert led vi tilfgjer. Der gaelder 8benbart:
Firkantssignalet = f,(x) + f;(x) + f;(x) + (X)) + f,(X) +..., eller:

Firkantssignalet ~ 4 - (sin(x) + 4 sin(3x) + £sin(5x) +  sin(7x) + §siN(9x) +... )

Det kan ogsa skrives mere "kompakt" med brug af sigma-symbolet:

Firkantssignalet= 2.3 1
n=1 2n

. -sin((2n-1)- x)

Ovelse 6.4

Forklar, hvordan vi skal forsta udtrykket med sigma-tegnet ovenfor

Grafen for den sakaldte "savtak”-funktion ser sdledes ud (hvor savtakkerne ville
fremkomme, hvis man forbandt de skra linjer med lodrette linjer):

4

-2

-4

Funktionen er abenlyst periodisk med periode 2. I det fglgende vil vi ngjes med at se
pé’\ funktionen i intervallet fra —x til . Kalder vi funktionen g(x), har vi altsa:

g(x)=x, xe|-m;n]

@velse 6.5 En sum af sinusfunktioner, der tilnaermer savtak
a) Tegn i et vaerktgjsprogram grafen for g(x)i det givne interval.

b) Tegn i samme koordinatsystem, grafen for f,(x) = 2 -sin(x).
c) Tegn i samme koordinatsystem, grafen for f, +f,, hvor f,(x) = —%sin(Zx).

d) Tegn i samme koordinatsystem, grafen for f, +f, +f,, hvor £;(x) = £sin(3x)
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e) Kan du se "systemet"? Fortsaet et par gange mere.
f) Du skal fa de fgrste led i folgende formel for tilneermelse af savtak med en sum af
sinusfunktioner:
Savtakfunktionen ~ £sin(x) — 4 sin(2x) + £sin(3x) — £sin(4x) +...

Savtakfunktionen = i(—l)”+1 -2sin(n - x)

n=1
P& denne hjemmeside kan du se, hvordan gvelsen er besvaret i GeoGebra:
https://www.geogebra.org/classic/gwm8atdb
Du kan ogs§ selv fortsaette udforskningen i en app du henter her - link til 6b

6.4 Definition af Fourierraekken
Vi vil her se pa selve definitionen af Fourierraekken. Den lyder sdledes:

Saetning: Fourierrakken for en funktion
Funktionen f(x), der er defineret i intervallet ]—L; L], kan under visse betingelser (*)
approksimeres med den uendelige sum:

fx) =%+§:<an-cos(n}4—n-x)+ bn-sin(n%-x)>

hvor koefficienterne a, og b,, er givet ved formlerne:

anz% ff(x)-cos(%m-x)dx

L
bn=%-_ff(x)-sin(%-n-x)dx

Den uendelige sum kalder vi for funktionens Fourierraekke.

(*) De saerlige kriterier, som funktionen skal opfylde, er fglgende:
e f(x) skal veaere integrabel i intervallet
e f(x) ma ikke have uendeligt mange diskontinuitetspunkter i intervallet
e f(x) ma ikke have uendeligt mange lokale ekstrema i intervallet

Vi vil ikke komme naermere ind pa betingelserne her, men blot konstatere, at stort set
alle funktioner, vi mgder i gymnasiematematik, opfylder dem og derved har en
Fourierraekke.

Ved forste gjekast virker definitionen svaert tilgeengelig, men lad os igen se pa
firkantssignalet, hvor vi jo fandt frem til:

4 1 1 1 1
Firkantssignalet = - (sin(x) + 3 sin(3x) + T sin(5x) + = sin(7x) + 5 sin(9x) + )

. . 4 o 1 .
Eller: Firkantssignalet ~ —- Y., ~——- sin((2-n—1) - x)
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I naeste gvelse, skal du vise, at dette netop er Fourierraekken for firkantsignalet.
Ovelse 6.6
Lad firkantssignalet veere givet ved funktionen:

1, 0<x<m
f(x)_{—l,n<x32n

a) Vis ud fra definitionen af Fourierraekken, at a, = % foznf(x)dx
(Hint: hvad er cos (% x), ndrn=207?

b) Vis, at ovenstdende integral giver os, at a, = 0

(Hint: del integralet op i to delintegraler, et fra 0 til @, og et fra « til 2m)
c) Argumentér for, at a,, = 0 for alle n.
d) Vis ud fra definitionen af Fourierraeekken, at b, = % foznf(x) - sin (x)dx
4
™

(Hint: det integralet op i to delintegraler, et fra 0 til 7, og et fra = til 2mw)
f) Vis pa tilsvarende made, at b, = 0

e) Vis, at ovenstaende integral giver os, at b, =

g) Argumentér for, at b,, = 0, for alle lige n'er.
h) Argumentér for, at b, = 1147’ nar n er ulige.

i) Vis, at man derfor far den givne Fourierreekke for firkantssignalet.

Qvelse 6.7
Lad savtakssignalet vaere givet ved funktionen:
gx)=x,—-mt<x<m
Ovenfor fandt vi frem til approksimationen:
2 2 2 2
Savtaksfunktionen =~ 1 sin(x) — 5 sin(2x) + 3 sin(3x) — 1 sin(4x) + -
Eller skrevet med sigma-notation:
c 2
Savtaksfunktionen = z:(—l)"_1 g sin(n - x)

n=1

Herunder skal du vise, at den approksimation netop er Fourierraekken for g(x):
a) Vis, at a, = %-ffnf(x) ~cos (0-x)dx =0
b) Argumentér for, at a,, = 0 for alle n.
c) Vis, at by == [* f(x) - sin (1- x)dx = 2
d) Vis, at b, = —1
e) Vis, at by ==
f) Vis, at by = —>
g) Argumentér for, at b, = —%, for alle lige n'er.

h) Argumentér for, at b,, = %, nar n er ulige.
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i) Vis, at man derfor far den givne Fourierraekke for firkantssignalet.

Resultatet i @velse 5.6 har for gvrigt en interessant applikation. Vi kom frem til, at

funktionen f(x) = { 1, 0<x<m

1 r<x< 2nkan approksimeres med:

flx) = : (sin(x) + % -sin(3x) + % - sin(5x) + ; sin(7x) + % - sin(9x) + )

Det geelder for alle x’er, 0ogsa for x = g:

(n)_1~4 ( (n)+1 _ <3n>+1 _ (Sn)_l_l _ <7n)+1 _ <9n>+ )
f 2 = ~n sSin 2 3 sin 2 5 Sin 2 7 Sin 2 9 sSin >

Ovelse 6.8
a) Vis, at approksimationen:

e (o (5) 2 () () - () 5 ()« )
kan omskrives til fglgende tilneermelse af tallet «:

n-z4.(1_l+l_l+l_i+i_i+...)
3 5 7 9 11 13 15

b) Tjek resultatet vha. et veerktgjsprogram.
Resultatet kaldes for Gregorys pi-approksimation opkaldt efter den skotske matematiker
James Gregory (1638-1675)

6.5 Hvor kommer Fourierkoefficienterne fra?

I dette afsnit praesenteres ideerne i udledningen af koefficienterne i Fourierraekken, men vi gennemfgrer
ikke hele regnearbejdet. Hvis man gnsker en mere omfattende gennemgang kan det findes her (link til 6c)

Det er ikke maerkeligt, at de feerreste i samtiden ville godtage Fouriers pastand.
Resultatet er meget overraskende. Det virker maerkvaerdigt, at man kan approksimere
alle mulige forskellige funktioner vha. trigonometriske funktioner. Selv hvis funktionerne
er diskontinuerte og ikke-differentiable, gar det faktisk an! Herunder vil vi se pa, at den
lidt gadefulde definition af koefficienterne a,, 0g b,, giver rigtig god mening:

L

an=%- ff(x)-cos(%-nvc)dx
)

bnz%- J—f(x)-sin(%-n-x)dx
°L

Vi starter med vores definition pd Fourierraekken:

f(x) =%+§<an-cos(¥-x)+ bn-sin(g-x»

Vi udnytter, at L = m:

fx) = % + Z(an -cos(nx) + b, - sin(nx))
n=1
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Vi ganger med cos (mx) pa begge sider (hvor m > 1), og integrerer fra —r til u:

fnf(x) - cos (mx) dx = fn (% + fﬂ Z(an -cos(nx) + b, - sin(nx))) - cos(mx) dx

Og omskriver hgjresiden lidt:

Qo

T ® T ® Vs
= —f cos(mx) dx + Z anf cos(nx) - cos(mx) dx + Z bnf sin(nx) - cos(mx) dx
2 T n=1 - n=1 T

Ovelse 6.9
a) Vis nu, at ffncos(mx) dx = 0 for alle heltalsveaerdier af m.

Tilsvarende kan man vise, at:

f_nﬂ sin(nx) - cos(mx) dx = 0 for alle vaerdier af n og m.

Og man kan vise, at:

T
_(m forn=m
J_n cos(nx) - cos(mx) dx = {0 for 1 = m

Alt dette giver os, at det kun er det bld udtryk herunder, der ikke giver O:

f:rf(x) - cos (mx) dx = %f;cos(mx) dx + Z:l a, f;cos(nx) - cos(mx) dx + Z:l b,, fjrsin(nx) - cos(mx) dx

Og vi far:

T
f f(x) -cos(mx)dx =a, m
-
Og hvis vi isolerer a,,:

Ay = %J:f(x) - cos (mx) dx

Definitionen af Fourierkoefficienterne a,, giver altsa rigtig god mening!

Ovelse 6.10
a) Vis pa tilsvarende made, at definitionen af koefficienterne b, er fornuftig.
Hint: Start med definitionen pa Fourierraekken:

fx) = % + Z(an -cos(nx) + b, - sin(nx))
n=1

hvor du ganger pa begge sider af lighedstegnet med sin(mx) (hvor m > 1), og integrerer
fra —m til .
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6.6 Fourieranalyse i praksis

Ovenfor har vi set pa firkantssignalet og pa savtaksfunktionen. I musikkens verden er
det jo de faerreste lydsignaler, der ser sadan ud i praksis, men vi an stadig benytte os af
Fouriers interessante idé. Det, vi er pa udkig efter, er jo en metode til at opdele en
kompliceret lydbglge (fra eksempelvis et symfoniorkester eller fra de nedenstdende
instrumenter) i dens bestanddele. Denne procedure kaldes Fourieranalyse.

| | | z g N
N lu \ lL 1 Iu “‘ .a N A f AR A VNI [
| \ ‘ ‘ M w ‘M’ \_/ \J \.,/

Bratsch Guitar Melodica

Tricket bestar nu i at udtrykket ovenstaende grafer vha. Fourierraekker:
Tt Tt 2-m-t o (2-m-t
P(t)—7+a1 cos(L)+b1 sm(L)+a2-cos< I )+b2-sm( I >+

Derved far vi udtrykt lydsignalet som en sum af simplere “rene lyde”. Det n'te led i
Fourierraekken af lydsignalet:

n-m-t o (n-m-t
an-cos< I >+bn-sm< 7 )

kaldes det n'te harmoniske led, og det kan faktisk omskrives til én sinussvingning, men
med en faseforskydning, sa den ikke ngdvendigvis starter i 0. Dette leds amplitude er

givet ved formlen: A4, = /aZ + b3.
Amplituden fortaeller hvor meget det enkelte led "vaegter” i det samlede lydsignal.

Ovelse 6.11

Der findes mange hjemmesider pa internettet, hvor man kan optage lyd, lege med
Fourieranalyse af bglger og afprgve tonegeneratorer. Prgv f.eks. fglgende:

https://iwant2study.org/lookangejss/04waves 14sound/ejss model fouriersound/

https://phet.colorado.edu/sims/html/fourier-making-waves/latest/fourier-making-
waves all.html

https://onlinetonegenerator.com/
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TRAK VIRKSOMHEDERNE IND | UNDERVISNINGEN

7.
Sampling og
Nyquist-teoremet
| —

Lyd er svingninger og vibrationer i luft, som vi nemt kan modellere
matematisk ved hjeelp af paene, kontinuerte sinusfunktioner. Men
hvordan repraesenterer vi analoge lydbglger i den digitale verden?
Hvordan kan kontinuerte funktioner gores diskrete og omsaettes il
binaert data? Svaret er vha. sampling. | dette kapitel kan du laese

om sampling, bitdybde og om principperne bag den sakaldte Nyquist-
frekvens, et kriterium, der skal sikre at vigtig information ikke gar

tabt i digitalisering af analoge signaler.

ah <>
| 4

‘ C; matematik
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7. Sampling og Nyquist-teoremet
7.1 Sampling

N&r en kontinuert, analog lydbglge skal transformeres til et diskret, digitalt signal, sker
det vha. sampling. Kort fortalt gar sampling ud pa, at man tager nogle malinger pa
udsvinget af lydbglgen og gar dette med jeevhe mellemrum, bestemt af vores sample-
frekvens. I B&O filmen (ca 22.13) illustrer Peter, hvordan man kan sample en
sinusbglge med frekvensen f = 1000 Hz. Grafisk ser bglgen sdledes ud:

; Sinus - 1000 Hz
T T T T T T T T

g |/ 0\ /N /" \ / N\
E . _- \ | / \__\ / /
: e Ssoitpppaamgyame s
< N4 \_/ NS N/

- 1 1 1 1 1 1 1 1

! 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4

Time [ms]

Bolgen foretager altsd 1000 svingninger pr. sekund, hvilket ogsa fremgar af grafen, da
vi kan se, at den foretager preecis fire svingninger pa 4 ms.

I fgrste omgtang veelger Peter en samplingsfrekvens (sampler rate) pa 4000 gange i
sekundet, dvs: f; = 4000 Hz.

. Sinus - 1000 Hz, Fs = 4000 Hz

2
= .
i, A
) ~
D
///
a7
N
N
—1
.
b
;\ -
™~
/
T
b

Amplitude

-1 1 I 1 1

P& billedet ovenfor kan vi ud fra de regde markeringer se, hvordan funktionsveerdierne pa
sinusgrafen "aflaeses” 4 gange i hver periode, fordi samplingsfrekvens er 4 gange
hgjerer end sinusbglgens frekvens. Herved bliver den kontinuerte lydbglge altsa
reduceret til nedenstaende diskrete signal.

Sinus - 1000 Hz, Fs = 4000 Hz

Amplitude
b=
=
D
—)
D
D
——
D
D
——1
D
0]

1 1 | 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
Time [ms]

For at spare pa data kunne man ogsa ngjes med at sample 1500 gange i sekundet, dvs.

med f, = 1500 Hz. Sa ville det diskrete output | - s Lo Ll
veere saledes: :

Amplitude
o
o—
G
o—

@velse 7.1 Samplingsinterval o 1 5 2 25 3 3s
a) Udregn samplingsintervallerne, nar ‘ Sinus - 1000 Hz, , Fs = 1500 Hz

frekvensen er henh. 4000 Hz og 1500 Hz.
b) Kontroller pa de to grafer, at der faktisk

Amplitude
o—
o—

er disse intervaller mellem punkterne. 2 ” - = —
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Ovelse 7.2

a) Tegn outputtet, hvis du 1 | _ sinus - 1000 Hz | |
samplede sinuskurven s | /N e AN N
ovenfor med f, = 1000Hz. AN ‘-\ AEEEN /N / \\

b) Tegn outputtet, hvis du < "/ \_/ N/ \/
samplede sinuskurven ik - : e . e : e
ovenfor med f; =10000Hz Time [ms]

Ovelse 7.3
Prgv at lytte til lydfilerne nedenfor fra B&O-filmen. Hent dem her- Link 7a (de tre lydfiler) - eller

se filmen 25.50
© © ©

Original 1000 Hz sinusbglge Sampling med f; = 4000Hz Sampling med f; = 1500Hz

a) Kan du hgre forskel pa originalen og 4000 Hz-samplingen?
b) Hvorfor lyder 1500 Hz-samplingen dybere? Kan du give en forklaring ud fra
samplingsgraferne?

Qvelse 7.4
Nedenfor er vist grafen for en sammensat lydbglge. '
Du kan finde en forstgrret version af grafen som kan
printes pa linket her Link 7b (A4-print ark med bglgen). 0s
a) Hvilken frekvens har lydbglgen?
b) Lav en sampling med f; = 2000 Hz A : /2\ 3[\ ; .
c) Lav en sampling med f; = 1000 Hz V v v
d) Lav en sampling med f; = 500 Hz oy Tid (me)
e) Kommentér pa din undersggelse

Amplitude

o

7.2 Nyquist-teoremet
Som det fremgar af ovenstdende, bliver kvaliteten af lydsamplingen bedre jo hgjere
samplingsfrekvensen er, men hgje samplingsfrekvenser kreever ogsa mere dataplads, sa
hvor gar graensen? Hvor lav samplingsfrekvens kan man anvende uden at ga pa
kompromis med kvaliteten af lyden i det diskrete output?
Svaret pa spgrgsmalet ligger gemt i det sakaldte Nyquist-teorem:
Seetning 7.1 Nyquist-teoremet:
I en sampling skal den anvendte samplingsfrekvens vaere mindst dobbelt s& stor som
den stgrste frekvens, der forekommer i det lydsignal, der samples.

Eller formuleret matematisk: f; = 2 - fiux

I eksemplet gennemgaet ovenfor fra B&O-filmen, hvor Peter sampler en sinusbglge med
frekvensen f = 1000 Hz, kunne vi hgre, at en sampling med frekvensen f, = 4000 Hz gik
fint, hvorimod f; = 1500 Hz gav et forvraenget lydbillede. Forklaringen er ifglge Nyquist-
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teoremet helt ligetil: Den mindste vaerdi af samplingsfrekvens, der kan benyttes pa en
1000 Hz sinusbglge, ma vaere f, = 2 - 1000 Hz = 2000 Hz.

Ovelse 7.5

Nar lydfiler digitaliseres til eksempelvis streamingtjenester som Spotify eller Apple Music
eller til CD-lyd benyttes for det meste en samplingsfrekvens pa f, = 44100 Hz = 44,1 kHz.

a) Hvorfor veelger man mon f; = 44100 Hz = 44,1 kHz?

Nyquist-teoremet er opkaldt efter den svensk-amerikanske fysiker Harry Nyquist (1889-
1976), der gennem det meste af sin karriere arbejdede for AT&T Labs (senere Bell
Telephone Labs) i New York, USA.

Ovelse 7.6

AT&T Labs blev stiftet tilbage i 1874 som et patentkontor for at beskytte rettighederne
til Alexander Graham Bells epokeggrende opfindelse.

a) Undersgg pa internettet, hvad Alexander Graham Bell havde opfundet. Hvornar
skete det?

P& AT&T Labs arbejdede Harry Nyquist primaert med termisk stgj og feedback loops i
lydsignaler. I 1920’erne udgav han artiklerne “Certain factors affecting telegraph speed”
og "Certain topics in Telegraph Transmission Theory”, hvor han postulerede resultatet:
fi = 2 fnax Ud fra egne eksperimentelle erfaringer.

Nyquist-teoremet blev fgrst formelt bevist i 1949 af den amerikanske matematiker og
opfinder Claude Shannon (1916-2001), og derfor kaldes resultatet ogsa ofte for
Nyquist-Shannon-teoremet.

Harry Nyquist (1889-1976) Claude Shannon (1916-2001)
Beviset for teoremet er relativt avanceret, og det bygger pa Fouriertransformation af
bglger. Vi vil ikke komme naermere ind pa beviset her, men i Kapitel 3, kan du laese
mere om Fourierraekkerne, som Fouriertransformation er en overbygning pa.
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7.3 Kvantisering og bitdybde

Ud over kriteriet om at overholde Nyquistteoremet i forbindelse med sampling af
kontinuerte lydsignaler er selve kvantiseringen vaesentlig. For hvordan oversaetter man
egentlig lydsignalerne til binaere data, som computeren kan bearbejde? Her spiller
begrebet bitdybde en stor rolle. Lad os se pa det eksempel, som Peter viser i B&O-
filmen, en sampling af Queen-nummeret “Don’t stop me now” fra albummet Jazz, 1978.

Bandet Queen anno 1978

Et klip fra det originale lydspor ser saledes ud:
Don’t Stop Me Now - Original
I I

T T T
A~
) :.m\;.\d__/\.\j- \. \\ _,./~..\ _J"‘fﬁ‘"-*--‘,_\ ~
FAL W Van WA J - i o~ --\\j \ IaY AN

o : A ;,\/.‘\f\‘/ \/ p Y \f\\ AN N
A N\ oMM

VAN ACAVA S AL

NS A \. .

| | | | | | | | |
-1
1.4 1.401 1.402 1.403 1.404 1.405 1.406 1.407 1.408 1.409 1.41

1

Amplitude

P& x-aksen har vi tiden og op ad y-aksen har vi lydbglgens amplitude. Hvis der nu
samples med en bitdybde pa 1 bit pr. sample betyder det, at vi i praksis har 2!, altsa to
mulige binaere tal til radighed i kvantiseringen af lydbglgen: 0 eller 1. Vi opstiller derfor
falgende kriterier:

e Hvis amplituden i samplingsgjeblikket er positiv gives veerdien 1, dvs. A >0:1

e Hvis amplituden i samplingsgjeblikket er negativ gives vaerdien 0, dvs. A <0:0

Det giver os fglgende digitale signal:

Don’t Stop Me Now - 1 bit
| !

Amplitude
=
[4,]
I

0 1 1 1 1 1 | |
1.4 1.401 1.402 1.403 1.404 1.405 1.406 1.407 1.408 1.409 1.41

Hvis vi i stedet sampler med en bitdybde pa 2 bits pr. sample betyder det i praksis 22,
altsd fire mulige binaere tal til rddighed i kvantiseringen af lydbglgen, og vi opstiller
derfor fire muligheder: 05<A4<1,0<A4<05 , -05<A<0 og —-1<A<-05.

Grafisk ser det saledes ud:

78



Don’t Stop Me Now - 2 bit

(%]

]
I

Amplitude

s

1.401

1.402

1.403

1.404

1.405

1.406

1.407

1.408

1.409

1.41

Tilsvarende giver en sampling med bitdybde p& 3 mulighed for at opdele signalet i 23 = 8
forskellige veerdier. En bitdybde p& 4 giver 16 opdelingsmuligheder osv.

Don’t Stop Me Now - Original
T

1

Amplitude

7VW"\/\J\” oS VY

AAP JJ \j\,-’\/\ ya \\/A\,;f’\f“-m_‘ _\/\/\/,\/J \/\Nu

14

1.401

1.402

1.403

1.404 1.405 1.406 1.41

Don't Stop Me Now - 3 bit
T T

2
0
1.4 1.401 1.402 1.403 1.404 1.405 1.406 1.407 1.408 1.409 1.41
Don't Stop Me Now - 4 bit
15 T T T T T T T T T
18]
S0 ]
=4
£° i
0 I I I I I I
14 1.401 1.402 1.403 1.404 1.405 1.406 1.407 1.408 1.408 1.41

Vi kan se, hvordan det diskrete digitale signal kommer til at ligne den kontinuerte
lydbglge mere og mere efterhdnden som bitdybden forgges. Hvis vi sampler med en
bitdybde pa 16, dvs. vi opdeler i 2¢ = 65536 muligheder er det digitale signal naeste
umuligt at skelne fra det analoge:

Amplitude

Don’t Stop Me Now - Original
T T T

fop |IHII
L m JUTY [ i
0.5 ARaA |' Jﬁ\ X
M) I \ﬁ ) Ay W\" Ir\ \
/ H I\JI I\l ‘I\/ Iﬂ I\ I“./\IIJ
L A (RN
0 i /I \/\} IJ "/\j‘l‘u{ "./J
||
il J
05 fn\ | | i\ {\j{' N\ I“”/ _
VW VA
\.'
1 1 1 1 1 1
1.4 1.401 1.402 1.403 1.404 1.405 1.406 1.407 1.408 1.409 1.41
& «10% Don’t Stop Me Now - 1E bit
T T T
5 I |f /f' \I ‘I |I ‘1 | \ 7
V{J‘\[ﬂv\/\m \'r\l A In|
- U’lf\"\; ;' \,; .' RRERIA o
g’ IEE J VAL A
E f| ﬂl/\ ||\ \ Ul "J II "| |I \ '\r II\ |r L/
a3 \f /i -
£ I| |I ﬂ| U \
< A i
2 f”| B Ln A 8
A AT A RAA S
I' I\ \'I \ [\j I‘u'll \f
1 ]
D | | 1 1 1 1 | | 1
1.4 1.401 1.402 1.403 1.404 1.405 1.406 1.407 1.408 1.409 1.41

79



Ovelse 7.7

Prgv at lytte til samplingen af "Don’t stop me now” med forskellige bitdybder: Hent dem
her- Link 7c (de tre lydfiler) — eller se filmen 31.15

1 bit 2 bit 3 bit
® & ®
4 bit 8 bit 16 bit

Link 7c (de seks lydfiler)
a) Kan du hgre stgj pa 16 bit optagelsen? Hvad med 8 bit? 4 bit? 2 bit?

7.4 Digital lydfilstorrelse

Stgrrelsen af en digital lydfil har stor betydning, nar data skal sendes, streames eller
distribueres. Den ukomprimerede filstgrrelse S malt i MB kan beregnes vha. fglgende
formel:

_ febct
T .10

hvor de gvrige inputs i formlen star for:
e Filens leengde malt i sekunder, t
e Samplingsfrekvensen malt i Hz, f,
e Bitdybden malt i bits, b
e Antal kanaler, ¢ (mono=1, stereo=2, osv.)

Eksempelvis vil en lydfil p& 3 minutter og 29 sekunder (leengden af hele
musiknummeret “Don’t stop med now” med Queen) i ukomprimeret CD-kvalitet fylde:

_fs~b~c-t_44100HZ-16bits~2~(3-60+29)s

S = = : = 36,9 MB
. b 1]
8-10° 8 - 10021

Qvelse 7.8
Kan du argumentere for formlen for filstgrrelse malt i MB? Hvorfor divideres mon med
8-10°?

Ofte angiver man blot lydfilstgrrelse i kbps (kilobits pr. sekund). CD-kvalitet svarer til:

_fs+b-c 44100 Hz - 16 bits - 2

S .
bit
103 10321t

= 1411 %
S
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Ovelse 7.9
Kan du argumentere for formlen for filstgrrelse malt i kbps? Hvorfor divideres mon med
103?

Gvelse 7.10
JAZZ JAZZ JAZZ JAZZ JAZZ JAzZ EEANENEEEEENEIE Y

- gz

& - e
g/ﬁ:&u&i”ﬁeﬁ i g ﬁxﬁﬁ'&ﬁ-ﬁﬁ%

Hele Queen-pladen Jazz fra 1978 indeholder 13 sange og har en samlet spilletid pad 44
minutter og 40 sekunder.

a) Beregn albummets digitale filstgrrelse i CD-kvalitet malt i MB.

b) Beregn albummets digitale filstgrrelse i CD-kvalitet malt i kbps.
Man kan ogsa sample lydfiler i sdkaldt high-resolution. Det indebaerer typisk en bitdybde
pa 24 bits og en samplingsfrekvens pa 192 kHz fordelt pa 11 kanaler.

c) Hvor meget fylder albummet Jazz i High-resolution?

Qvelse 7.10

P& denne hjemmeside kan du lege lidt med digitale filstgrrelser, bitdybder og
samplingsfrekvenser.
https://www.colincrawley.com/audio-file-size-calculator/

7.5 Nyquist kritiske frekvens — hvor kommer den fra?

Man kan godt ud fra alene gymnasiematematikken seette sig ind i hvor Nyquist-
frekvensen kommer fra. Der findes pa dansk en tilgaengelig fremstilling i Steen
Albrechtsens bog Fourieranalyse, ED data, 1991. En af styrkerne i Steen Albrechtsens
fremstilling er, at han tager udgangspunkt i et stort datamateriale, som han gnsker at
opstille en model for. Det bringer os ind i Fourieranalyse, men fgrer naturligt til
spgrgsmalet: Hvad kreeves der af datamaterialet og modellen, for at den gengiver det
oprindelige signal korrekt. Det er udfordrende, men man belgnnes ogsa med at fa stor
indsigt i dette.
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8.
Det binaere talsystem

111 10
1001

10011 001

0000 11 0]
N N

Ved digital kommunikation sendes beskeder som en raekke af bits, hvor hver
bit kan vaere enten 0 eller 1. Dette gaelder ogsa de lydfiler, som B&O arbejder
med. En kort digital besked bestar for eksempel af de seks bits 111001.

En lzengere besked, et musiknummer eller en spillefilm bestar af millioner af
bits. | dette kapitel ser vi nezermere pa det binzere talsystem, dvs. et talsystem
udelukkende baseret pa tallene 0 og 1. Hvordan omregner man mellem
decimaltal og binzere tal? Og hvordan regner man med binaere tal. Det far

du svar pa her.

-a >
1 ' matematik

i arbejde




8. Det binaere talsystem

8.1 Talsystemer

Det talsystem, du kender fra matematiktimerne kaldes for 10-talssystemet eller
decimalsystemet, fordi systemet er opbygget af ti forskellige cifre: 0, 1, ..., 9. Af og til
omtaler man ogsa systemet som det indiske-arabiske talsystem, da dets oprindelse kan
spores tilbage til Indien ca. 300 f.Kr. I den tidligere middelalder blev 10-talssystemet
via arabiske handelsmaend introduceret i Europa, hvor det gradvist i Igbet nogle
arhundreder aflgste romertallene. I dag er det verdens mest udbredte talsystem.
Herunder ses 10-talsystemets ti forskellige cifre pa fire forskellige sprog:

Kinesisk: —, =, =, W™, &, /X, £, /\, L

Khmer: 0,9, 8, M ¢ & o, ¢ G, 8
Latin: O0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
Persisk: +, Y, V, V, ‘G, °, ?, Y, A A

10-talssystemet er et sakaldt positionelt talsystem, hvilket betyder, at et ciffer i et tal,
for eksempel 3, betyder noget forskelligt alt efter, hvilken position i tallet 3 har. For
eksempel betyder tallet 4372, at der er 4 tusinder, 3 hundreder, 7 tiere og 2 enere:

4-103+3-102+7-10 +2-10° = 4000 + 300 + 70 + 2,
hvorimod tallet 4732 indikerer et tal med 4 tusinder, 7 hundreder, 3 tiere og 2 enere:
4-103+7-102+3-10* +2-10° = 4000 + 700 + 30 + 2.

I 10-talssystemet tzelles cifferpositionerne altid fra hgjre mod venstre:

Position 7 6 5 4 3 2 1
Veerdi 106 10° 104 103 102 10t 10°
Teeller . Hundrede- o ) )

Millioner . Titusinder Tusinder Hundreder Tiere Enere
antal... tusinder
Ovelse 8.1

Det er nok ikke tilfaeldigt, at lige netop tallet 10 er grundtal for verdens mest udbredte
talsystem. Hvorfor mon?

Det mest kendte talsystem ud over 10-talssystemet er romertallene, som stadig
benyttes i et vist omfang i dag. Romertalssystemet er ikke et positionssystem men
derimod et additivt talsystem, hvilket vil sige, at vaerdien af et tal findes ved at laegge
cifrene i tallet sammen. Cifrenes position i tallet har ingen umiddelbar betydning for
vaerdien. I romertalssystemet benyttes kun syv forskellige cifre: I, V, X, L, C, D og M.
Romertallene har den store ulempe i forhold til decimaltallene, at det er lidt besveerligt
at regne med dem.
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Qvelse 8.2
Prgv at “oversaette” disse romertal til 10-talsystemet:

a) VII
b) XL
c) LX
d) MMXXV

Ovelse 8.3
Skriv din alder med romertal.

8.2 Det binzere talsystem

Decimalsystemet har altsd nogle abenlyse fordele som talsystem i dagligdagen, men nar
det kommer til digital teknologi, er talsystemet lettere uhensigtsmaessigt. I computere
benyttes i stedet totalssystemet, ogsa kaldet det binzere talsystemet for at sikre en
effektiv og palidelig databehandling.

Den umiddelbare forklaring pa dette er, at et elektrisk kredslgb har preecis to tilstande:
teendt (tallet 1) eller slukket (tallet 0), dvs. enten Igber der en elektrisk strgm i
kredslgbet, eller ogsad gor der ikke. Det betyder, at data som for eksempel tekster,
billeder eller lyd nemt kan lagres i form at sekvenser af O’er og 1-taller, kaldet bits.

Det binzere talsystem er ligesom decimalsystemet et positionssystem blot med kun to
forskellige cifre i stedet for 10:

Position 7 6 5 4 3 2 1
Veerdi 26 25 24 23 22 21 20
Teeller antal... 64'ere 32'ere 16’ere 8'ere 4'ere 2'ere 1'ere

Tallet 10011 i det binaere talsystem svarer altsa til:
1-2°+1-2'+1-2*=1+2+16=19

i decimalsystemet, og tilsvarende svarer tallet 110111 til:
1-2°4+1-2"+1-2241-2*+1-2°=1+24+4+16+32=55

Omvendt kan man ogsd nemt omregne fra decimaltal til binaere tal. Det ggres saledes:
415=256+128+16+8+4+2+1
=1-2+1-2"4+1-22+1-23+1-2%+1-27+1-28

altsd det binaere tal: 110011111

Endnu et eksempel:
200=128+64+8=1-23+1-2°+1-27 =11001000
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Ovelse 8.4

Omskriv disse binaere tal til tal fra 10-talsystemet:

a) 10

b) 10101
c) 1000000
d) 101

e) 1111

f) 101010

Ovelse 8.5

Omskriv disse tal fra 10-talsystemet til binaere tal:

a) 10
b) 64
c) 100
d) 21
e) 2025

8.3 Regning med binzere tal

Addition

Det er relativt simpelt at regne med binaere tal. Nar man lsegger binzere tal sammen
(adderer) gores det saledes:

0+0=0
0O+1=1
1+0=1

1+1=0 plus 1 7in mente”

Hvis man vil beregne 1011 + 101 ggres det sdledes (ta

III

in mente” markeret med rgd):

1011 101111 1101111 110111 110111
+101 +101 +101 +101 +101
0 00 000 10000
Ovelse 8.6

Forklar regnestykket ovenfor og benyt samme metode til at udregne disse

additionsstykker for binaere tal:

a) 1+ 10
b) 10 + 10
c) 100 + 10
d) 11+ 11
e) 100 + 101

f) 101010 + 110011
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Subtraktion

N&r man treekker binaere tal fra hinanden (subtraherer) ggres det saledes:

0—-0=0
1-0=1
0—1 =1 hvis vi ldner”
1-1=0

Vi vil beregne 1011 — 1001:

1011 1011 1011 1011 1011
-1001 -1001 -1001 -1001 -1001
0 10 010 0010

Det gik nemt. Hvis man far brug for at Iane, bliver det lidt mere besvaerligt. Tag f.eks.

regnestykket 1010 — 101 (ndr vi “I&ner” markeres med rgdt):

1010 1010 1010 1010 1010
- 101 - 101 - 101 - 101 - 101
1 01 101 0101
Ovelse 8.7

Progv om du kan forklare regnestykket ovenfor og benyt samme metode til at udregne

disse subtraktionsstykker for binzere tal:
a) 10-1
b) 110 — 10
c) 100 —11
d) 1100 — 111
e) 1000 — 101
f) 110011 — 101010

Multiplikation

Multiplikation er meget simpelt med binaere tal. Den lille tabel ser sdledes ud:

o 1
0 0 0
1 0 1
Ovelse 8.8
Udregn disse multiplikationsstykker for binaere tal:
a) 1-10
b) 10-10
c) 100-10
d) 11-11
e) 100 -101
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Ovelse 8.9
Udfyld den udvidede lille tabel for multiplikation med binzere tal:
o 1 10 11

10

11

Hvis man skal multiplicere to “store” binaere tal med hinanden, kan det ggres pa samme
made som ved multiplikation af decimaltal. Vi genopfrisker, hvordan det kan ggres med
regnestykket 731 - 24:

731 - 24 731 - 24 731 - 24 731 - 24 731 - 24
24 24 24 24
720 720 +720
16800 +16800
17544

Et eksempel med to binzere tal 1001 - 111:
1001 - 111 1001 -111 1001 -111 1001 - 111 1001 - 111 1001 - 111
111 111 111 111 111
0000 0000 0000 +0000
00000 00000 +00000
111000 4111000
111111

Qvelse 8.10

Progv om du kan forklare regnestykket ovenfor og benyt samme metode til at udregne
disse multiplikationsstykker for binzere tal:

a) 10-1

b) 110 - 10
c) 100-11
d) 1100-111
e) 1000 - 101

f) 111001 -101010

Division

Helt tilsvarende geelder, at hvis man skal dividere to “store” binaere tal med hinanden,
kan det ggres pa samme made som ved division af decimaltal. Der findes mange

forskellige metoder til division. Kig pa fglgende eksempel for regnestykket
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10693: 17. Muligvis har du lzert en anden algoritme til division i din grundskole, men s3
kan du bare benytte den:

10693:17 | 10693:17 =6 | 10693:17 =6 | 10693:17 =62 | 10693:17 = 62 | 10693:17 = 629
102 102 102 102 102
4 49 49 49 49
_ 34 _ 34 _ 34
15 153 153
_ 153
0

Lad os tage et eksempel p& en division med to binsere tal 1110111:111:

1110111:111 1110111:111 =1 1110111:111 =1 1110111:111 = 1000
111 111 111
0 00 00111
1110111:111 = 10001
111
00111
111
0
Ovelse 8.11

Prgv om du kan forklare regnestykket ovenfor og benyt samme metode til at udregne
disse divisionsstykker for binzere tal:

a) 110:10

b) 1001 - 11

c) 1010 -101

d) 111100 - 1111
e) 11100 - 111

f) 1111001 - 1011

8.4 Bits og bytes - lagring af data

Som naevnt er det oplagt at anvende det binzere talsystem til digital lagring af data,
fordi tallene 1 og 0 i et elektrisk kredslgb i eksempelvis en computer jo kan
repraesentere om der Igber stram eller ej: ‘on’ eller off".

Et enkelt bineert ciffer kaldes for en bit, og en streng af 8 bits betegnes en byte, dvs.

1 byte = 8 bits. En byte kan med andre ord repraesentere 28 = 256 forskellige tal fra tallet
O til tallet 11111111 (255 i decimaltalssystemet). Normalt betegnes bits med b og bytes
med B, sa vi kan skrive, at 1b = 8B.
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Nar det kommer til bytes afviger praefikserne kilo-, mega-, giga-, og tera- osv. fra de
saedvanlige praefiksbetegnelser, som vi kender fra de naturvidenskabelige fag. Normalt
betegner praefikset “kilo” tusinder, sa 1 Km er 1000 m. Tilsvarende svarer mega-
normalt til millioner, 10°, giga- svarer til milliarder 10°, og tera- til billioner, 10*2.
Sadan er det ikke altid mht. datakapacitet. I computerverdenen er der nemlig en vis
tradition for, at:

e 1KB =2Y%ytes = 1024 B

e 1MB = 2?°bytes = 1,048,576 B

e 1Gb=23pytes = 1,073,741,824 bytes

e 1Th =2*ytes = 1,099,511,627,776 bytes
Afvigelsen fra de saedvanlige praefiksbetegnelser er dog ikke s stor.

Qvelse 8.12
a) Hvor mange procent afviger 1MB fra 10° bytes?

b) Preefikset yotta betyder normalt 10?4, men i datalagring refererer 1YB oftest til
280pytes. Hvor mange procent afviger 1YB fra 10%* bytes?

Hvor meget fylder forskellige former for data, der skal lagres digitalt? Herunder er nogle
eksempler:

Standard sms uden grafik 100 B
Word-dokument pa 1 side uden grafik 12 KB
Shakespeares skuespil "Romeo og Julie” i Word uden grafik | 135 KB
Digitalt foto i medium oplgsning 2 MB
Digitalt foto i hgj oplgsning 10 MB
Lydfil pa 3 minutter i MP3-format 15 MB
Spillefilm i lav kvalitet 1 GB
Spillefilm 4K-kvalitet 10 GB
Ovelse 8.13

En bestemt digital version af Beethovens bergmte femte symfoni fylder 219 MB.

a) Hvor mange bytes er der tale om?
b) Hvor mange bits, dvs. Q’er eller 1’er, svarer det til?

I Kapitel 7 i dette haefte kan du laese mere om, hvordan man sampler og laver analog

lyd om til digitale signaler blandt andet ved hjzelp af det binaere talsystem og under
hensyn til det sakaldte Nyquist-theorem.
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9. ANC og Filtre

9.1 Active Noise Cancelling

9.1.1 Sammensatte toner og interferens

Nar to eller flere bglger befinder sig pd@ samme sted til samme tidspunkt, sa vil de
pavirke hinanden, og man siger at de interfererer. De interferer pd en sddan made, at
den samlede bglge, der frembringes, nar de to bglger mgder hinanden, far et udsving,
der svarer til de to bglgers udsving lagt sammen (regnet med fortegn!). Dette kaldes
superpositionsprincippet. Vi kan hgre, at der er opstaet en ny lydbglge, men tegner vi
det grafiske billede ser den noget anderledes ud end en sinussvingning. Pa figuren ses
en tone, sammensat af de to rene toner, nemlig kammertonen A, som har frekvens 440
Hz (med amplitude 0,7) og tonen C, som har en frekvens pa 261,6 Hz (med amplitude
pa 0,5):

1 ANAWANAY
JAVAVAVAYAN

5(t) = 0.5-sin(2m-261.6-t)

0.5
0.456
t
>
- ¥ \/ \4
—-0.5

Ay s(t) = 0.7-sin(2m-440-t)+0.5-5in(21-261.6-t)

1

os oksa + 0.456 = 1.11 Den sammensatte tone kan

' matematisk beskrives ved en sum
. af de to sinusfunktioner dvs.:
..

0.0007 0 00
|

—0.5

-1

s(t)=0,7-sin(2r-440-t)+0,5-sin(2rt-261,2-t)
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Qvelse 9.1

a) Veaelg to andre toner sammensaet disse, idet du anvender amplituderne 0,6 og 0,9.
Frekvenserne finder du p3 klavertangent-oversigten fra gvelse 7.2.

b) Laeg en tone mere til, sa der nu er tre rene svingninger - vaelg selv amplituden!

c) Konstruér din helt egen lyd, idet du lsegger et antal toners sinuskurver sammen med
passende amplituder valgt i intervallet [0;1].

@velse 9.2 Faseforskydning og destruktiv
interferens

I filmen forteeller Peter om destruktiv interferens fra ca
36.30. Han tegner som udgangspunkt en sinusbglge,
og siger dernaest, at han nu vil tegne grafen for en ny
sinussvingning, der er den samme, blot faseforskudt
"180 grader". 180 grader svarer i radianer til s. 1
kapitel 1 kan du laese om faseforskydning. Lad os som
udgangspunkt sige, at Peters kurve er grafen for
funktionen: f(x)=3-sin(2-x1-x).

a) Tegn grafen for f(x).
b) Tegn i samme koordinatsystem, grafen for en funktion g(x), der er faseforskudt s

radianer i forhold til f.
c) Tegn i samme koordinatsystem, grafen for funktionen f(x)+ g(x).

d) Tegn i samme koordinatsystem, grafen for funktionen —f(x).

e) Kommenter det du ser.

9.1.2 Implementeringen

N&r ugnsket stgj, der i Peters gennemgang
reprasenteres med funktionen h, rammer
hovedtelefonerne, s3 filtreres noget af selve
"grekopperne", men en del slipper igennem, og

repraesenteres pa tegningen af h. For at kunne
udnytte ideen i destruktiv interferens skal vi have

stgjen, dvs h dekomponeret i alle dens enkelte dele
(som alle er sinussvingninger), dvs vi skal kende alle
de ugnskede svingningers frekvenser og amplituder.

Men det kan ske ved hjeelp af den teknik, som det
\ er det, som Jakob fortaeller om i filmen ca 17.00.
.| BN Der er det en frekvensanalyse af en tone afspillet
b ‘ pa en bratsch, som giver billedet her. Den teknik,
| | | ' som Jakob anvendte hedder Fouriertransformation:
s\ | l

| | Den transformerer signaler, der er funktioner af
wu tiden, til signaler, der repraesenteres af alle de

h frekvenser, de indeholder. P4 illustrationen her er
det overtoner, men generelt giver
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fouriertransforma-tionen os spektret af alle de frekvenser, signalet indeholder. Og
samtidig far vi amplituderne for hver - det er hgjden af de bla frekvenspinde.

Den software, der sidder i hovedtelefonen, dekomponerer altsd i et splitsekund signalet
F), og giver derved muligheder for at generere den funktion, der skal udsende ~h. Der

er meget at finjustere her, fx ogsa at skabe et tids-delay, s de to signaler h og —h er i
praecis modfase, sd stgjen billedligt talt destrueres af den "modstgj" vi laver. Men vi kan
hgre, at det fungerer.

9.2 Filtre i hgjtalere

Don't Stop Me Now - Original
T T

W W Ll AL ol g

/ 1A abh AN, e
bl AVl Tt R L VW AT sl manki

Elektronisk kan man fjerne
hgjfrekvent stgj med et sakaldt
Low Pass filter, hvor kun de A tAs T B TR e e e L 14
lave frekvenser kommer igennem. e
Et Low Pass filter udnytter en
matematisk teknik, der kaldes
foldning, og som ogsa af og til
bare kaldes smoothing — som vi
0gsa hgrer Peter omtale det i
filmen. Ved hjzlp af denne
teknik, kan vi nemlig glatte den
gverste kurve, sa vi far den N s e s e T e - us s
midterste.

Amplitude

| b M\ f Wl ! A
v Wl A\ WAL W LA L
WAV f’ V U ™ | |
vy kb

Don't Stop Me Now - Lowpass
r

Amplitude
o

At anhulh Y ! 1
Y, 4y A "v"‘»"k' ‘, l‘,‘ '\'f WU e ‘v: ,.\. A
UMb B AR L ) L il B L ‘.-"",b‘\‘.v'r‘.l‘lr",Il‘v“{“ “’.w'

Amplitude
=
=

-

Hvis man i stedet vil have de hurtige svingninger, men fjerne de langsomme kan det
gagres ved at traekke det midterste fra det oprindelige signal. Hvisf(t) er det oprindelige

signal og h(t) er Low Pass signalet, s& er High Pass signalet f(t) - h(t).

Teorien for matematisk foldning, der pa engelsk kaldes convolution, har vi praesenteret
naermere i undervisningsmaterialerne til 3Shape: Matematikken bag moderne
dentalteknologi. Her i dette afsnit vil vi se p& den specielle teknik indenfor
foldningsteorien, der kaldes glidende gennemsnit (eng: moving average). Selv om
foldningsteorien er ret avanceret matematik, sa kan denne specielle del godt forstas pa
gymnasieniveau.

Lad os illustrere det med et eksempel vi kan regne pa - i handen faktisk! Eller man kan
tage sit vaerktgjsprogram i brug.

@velse 9.3 En undersggelse pa en model "der ligner"
Vi betragter funktionen s(x) = cos(% x) + 1 cos(2mx) .
a) Tegn fgrst graferne for de to funktioner hver for sig i samme koordinatsystem, med
x €[0;40].
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b) Angiv amplituderne for de to saerskilte funktioner.

c) Frekvensen f, der er antal hele svingninger pr sekund, er let at aflaese, nar funktioner
er skrevet pa formen:

p(x) =cos(2x-f - x)

Hvad er frekvensen for de to funktioner?

d) Svingningstiden er den tid det tager at
gennemligbe en hel periode. Kender vi 1]
frekvensen er det letteste ofte at bestemme i
svingningstiden T ud fra formlen:

T:1 eller le
f T

Argumenter for denne formel, ved at i ‘ 30 20 20
anvende definitionerne pa f og T. ’ ‘
e) Hvad er svingningstiden for de to 0.5

funktioner?
f) Tegn nu grafen for

s(x) = cos(% x) + 1 cos(2nx)

Du skal fa noget der ligner denne.

Der er et vist slaegtskab mellem formen som denne graf har, og grafen over det lille
stykke fra Queen. Forskellene er mange, men ikke mindst, at vi her har en forskrift, det
har vi selvfglgelig ikke med Queen. Men vi undersgger s(x), fordi det kan give en ide til,

hvordan man kan konstruere det omtalte Low Pass filter.

Vi kender alle gennemsnit af diskrete veaerdier. Vi vil nu gennemfgre en gvelse, der giver
os en fgrste fornemmelse af, hvad glidende gennemsnit er — og hvad det kan.

@velse 9.4 Glidende gennemsnit af diskrete vaerdier
Vi har fglgende dataveaerdier, stillet op i et sildeben. Data ligger i et excelark, du kan
hente her (link til 9a). 1 arket finder du ogsa facit til nogle af spgrgsmalene

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 (12 |13 |14

y 65 |59 (61 (49 (72 |58 |63 (48 |71 |57 |52 |64 |58 |60

a) Kopier data ind i et regneark og frembring en graf, hvor punkterne er forbundet.
b) Udregn middelvaerdi og spredning (standard-deviation) af dataveerdierne

(Du skal f§ henh. 5.9786 og 0,6878)
c) Et glidende gennemsnit med tre datavaerdier af gangen udregnes ved at tage

Yit+VYot+tVy3
3

gennemsnittet af en given y-vaerdi og dens to naboer, fx . Den tilhgrende x-

veerdi er X, . Udnyt regnearkets faciliteter til at udregne og udfylde dette:

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14

y 6,43

Som kontrol er indsat en af de veerdier du skal fa.
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d) Udregn middelveerdi og spredning af disse dataveerdier. Du skal f§: 5,956 og 0,221.
e) Frembring en graf af disse data i

samme koordinatsystem som den /0\
8
VAR Van = 4

oprindelige graf.
Du skal fa noget der ligner dette:
f) Kommenter resultaterne i d) og e).

Det umiddelbare indtryk af gvelsen
ovenfor er, at grafen glattes ud. Det kan
0gsa udtrykkes ved at sige, at 0 > 10
gennemsnittet er stort set uzendret, men spredningen er betydeligt mindre.

Nar det hedder "glidende gennemsnit" er det fordi udveaelgelsen af de tre vaerdier vi
beregner gennemsnit af, glider hen over datasaettet.

8
7
6
5
4
3
2
1
0

Tre er ikke et helligt tal her, man kunne i stedet veelge 5.
Men man vaelger ofte i stedet at beregne vaegtede gennemsnit.

I et vaegtet gennemsnit eller vejet gennemsnit, kan
man i og for sig leegge de veegte pa datavaerdierne,
som man erfaringsmaessigt ved, giver de bedste
resultater, her mht udglatning. I lyd- og
billedbehandling vil man ofte vaegte med en
Gaussisk funktion. Vi anvender her
standardnormalfordelingen:

f(x) =0.3989 - exp(-0.50 - x?),

hvis graf du ser her. Funktionen er defineret i
[—o0;+0 |, men udenfor tre gange spredningen fader

den betydeligt ud.

Vi vil nu anvende disse funktionsvardier som vaegte:
f(0)=0,3989, f(-1)=f(1)=0,24197, f(-2)=f(2)=0,05399

Det Gaussiske glidende gennemsnit beregnes ud fra 5 datavaerdier ad gangen, nemlig
en given datavaerdi og sa dennes fire naboer, to til hver side. Hver datavaerdi tilleegges

her de omtalte vaegte, sa eksempelvis vaerdien knyttet til X5 udregnes saledes:
f(-2)-y3+f(-1)-y4+f(0)-ys+f(1)-yg +f(2)- ¥

Ovenfor dividerede vi med 3. Hvorfor skal vi ikke dividere med 5 her?
(Hint: Prgv at udregne summen af de 5 vaegte, dvs de 5 funktionsveerdier)

@velse 9.5 De Gaussiske vardier og de binzre tal
Computere foretager udregninger med binaere tal, og vil ikke veere specielt tilfredse
med de funktionsvaerdiers decimalformer, som angivet ovenfor.
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32 50

a) Prgv at omskrive fglgende brgker til decimaltal: 7 , , ,
128 128 128

og sammenlign med

de 5 funktionsveerdier.
b) Hvad kan veere fordelen ved at have en naevner som 1287

Ovelse 9.6 Fortsaettelse af gvelse 9.4 med Gaussisk vaegtning

a) Vend tilbage til det regneark, du arbejdede med i gvelse 9.4, og indsat nu en ny
kolonne, hvor du skal udregne et vaegtet gennemsnit, og her med de Gaussiske vagte, i
den tilneermede form, som vi fandt i gvelse 9.5. Dvs. den nye kolonne skal udregne

dataveerdier ud fra denne formel: % (7-y3+32-y,+50-y3+32-y,+7-ys). Udnyt

igen regnearkets faciliteter til at udfylde dette sildeben:

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
y 5,85
Som kontrol er indsat en af de vaerdier du skal fa.

b) Udregn middelvaerdi og spredning af disse datavaerdier. Du skal f4: 5,939 og 0,131.

e) Frembring en graf af disse data 8

i samme koordinatsystem som de 7 " ”

to gvrige grafer. sl e 3= +-L3 :: =/ P e
Du skal fa noget der ligner dette, 5 R v *
afhaengig af det vaerktgj, du 4

anvender. :

Den bla er de oprindelige data,
den rgde det uvaegtede og den
grgnne det vaegtede glidende 0 2 4 6 8 10 12 1 16
gennemsnit.

f) Kommenter resultaterne i d) og e)

Vi vil nu udnytte erfaringerne fra gvelserne med de sma tabeller ovenfor i en
undersggelse af funktionen s(x)fra gvelse 9.3. Planen er fglgende:

Vi vil repreesentere grafen med Don’t Stop Me Now - Original
o T T T

en raekke datapunkter, og sa nmy
"glemme" hvad vi ved om AR 3
forskriften og udelukkende Ay Wi W
anvende datapunkterne. Det ] . . [
kan vi nemlig tilsvarende ggre | 1.42 TWS 1.43 1.435
ime [s]

med grafen over Queens
musik.

Og sa vil vi forsgge at udglatte grafen ved hjeelp af glidende gennemsnit med Gaussisk
vaegtning. Nar vi veelger at gve os pa en graf som s(x), er det fordi vi her kan

kontrollere, hvor godt resultatet er, da vi jo ved, hvad forskriften er.
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s(x)bestar af to funktioner, hvor den stgrste frekvens er 1. Vi vil derfor lave en samp-

ling med en frekvens p§ 2 - det er kravet i Nyquist teoremet. En frekvens p§ 2 svarer til
et samplingsinterval pa 2. Dvs. vores datapunkters x-veerdier og y-veerdier er:

{0,0.5,1, 1.5, 2, ..

39, 39.5, 40}

0g

{s(0), s(0.5), s(1), s(1.5), s(2),

..., S(39), s(39.5), s(40)}

@velse 9.7 Udglatning af en graf med mange udsving

a) Opret i et regneark to sgjler med disse x- og
y-veerdier.

b) Tegn en graf over disse datapunkter, hvor
punkterne forbindes. Det ligner det oprindelige
billede og er en kontrol pa, at vi har de korrekte
datapunkter

¢) Udregn nu fagrst et glidende gennemsnit over
3 veerdier og uden vagtning - ligesom i gvelse
9.4. Tegn grafen - du skal fa noget som dette.
Der er sket en vis udjaevning, men ikke
tilfredsstillende

Glidende gennemsnit ikke vaegtet gnsnit af 3

d) Udregn derneest det glidende gennemsnit
med Gaussisk vaegtning og over 5 vaerdier. Tegn

Gaussisk vaegtning, gnsnit af 5,

grafen - du skal f& noget som dette. -".. ..°h'._ .."'

Vi ser nu, at kurven er helt udglattet - som .‘:_ ’._" ".! .1'.:

Peter demonstrerede med Low Pass filteret. R "'-.. -
N v/

e) Hvad s@ med High Pass filteret?

Hele signalet ma jo vaere summen af Low Pass
og High Pass. S& High Pass filteret ma veere
differensen mellem oprindelige signal og Low
Pass.

Udregn disse dataveerdier og tegn grafen. Du
skal fa noget som dette.

High Pass - Differens mellem
opr data og Low Pass

Rent matematisk kan vi altsa skille de langsomme svingninger fra de hurtige, ogsa nar
vi ikke kender en matematisk forskrift. Leeg maerke til, at vi ikke udnytte forskriften for

s(x)til andet end at generere datapunkterne.
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Projektet Traek virksomhederne ind i undervisningen
fortzeller, hvordan matematik er uundveerlig for avancerede
virksomheder i et moderne samfund. | filmene besager
Casper, Anton og Nicoline 12 forskellige virksomheder og
laerer noget om den matematik, de anvender.

Casper, Anton og Nicoline mgder ansatte, der er med
helt i front af det matematiske arbejde: statistikere,
ingenigrer, matematik-gkonomer, epidemiologer m.fl. Alle
har uddannelser med et betydelig matematisk indhold.

Til hver film kan du downloade undervisningsmaterialer.
Her finder du ovelser, opgaveforlgb, projekter og oplasg
til studieretningsprojekter. Materialerne er opdelt i tre
niveauer af svaerhedsgrad fra 9 kl til 3 g. Emnerne er
inspireret af filmen om virksomheden og den anvendte
matematik, men man kan arbejde med materialet uden
at have filmen kerende.

Haeftet om Matematikken bag den store lyd hos B&O
knytter sig til filmen af samme navn.

A
4

matematik
i arbejde
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