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0. Indledning

I projektet Traek virksomhederne ind i undervisningen vil der blive produceret 12 film
med tilhgrende undervisningsmaterialer til hver film. Det foreliggende er skrevet i til-
knytning til filmen Matematikken bag Moderne Dental Teknologi hos 3Shape. En-
kelte steder opfordres til at se korte sekvenser i filmen, men hovedparten af materialet
kan sagtens anvendes uafhaengigt af filmen. S& man behgver ikke have filmen kgrende,
mens man arbejder med de matematiske problemer.

Materialet er opdelt i en reekke kapitler, der kan gennemgas hver for sig. Det enkelte
kapitel bygger saledes ikke pa de foregdende. Med symboler er det markeret, at dette
kapitel eller afsnit kan man arbejde med, ndr man er pa pagaeldende niveau. Man kan
naturligvis ogsa have glaede af at se et stof pa nye mader, selv om man selv nu befinder
sig pa et lidt hgjere niveau. Og man kan prgve at udfordre sig selv ved at ga i krig med
et emne og gvelser, der er markeret til et hgjere niveau end ens eget. Niveauerne er
markeret med symbolerne:

2

q [

9. klasse og 1.g Slut 1.g og 2.9 3.9

Ga selv pa opdagelse: Du vil finde mange forslag til mindre projekter som afleverings-
opgaver, til SRP’er og til at eleverne kan arbejde eksperimenterende med stoffet. For
nogle af de mere komplicerede matematiske emner, som fx ICP-algoritmen - Iterative
Closest Point - har vi valgt at lade eleverne “lege” og eksperimentere sig frem.

Film og materialer er til fri download og anvendelse i undervisning og selvstudier. Bliver
undervisningsmaterialet downloadet og dele af det kopieret, skal der angives kilde.

Forkortelsen HEM star for laerebogssystemet: Hvad er matematik? Fra HEM’s website:
Hvad er matematik - LRU.dk (praxis.dk) kan der bla. frit hentes mange projekter.

Hvor der er markeret Link til 7 (og andre tal) angives, at her kan der hentes ekstra ma-
terialer ind. Disse tilgds via website for filmen. Find nummeret og klik.

Vi vil meget gerne have feedback med kommentarer og forslag, der kan forbedre de
kommende samlinger af undervisningsmaterialer.

Film og undervisningsmaterialer produceres med stgtte fra Novo Nordisk Fonden.


https://lru.praxis.dk/Lru/microsites/hvadermatematik/index.html

TRAK VIRKSOMHEDERNE IND | UNDERVISNINGEN

1.

Analytisk geometri
| 2d og 3d

De metoder, 3Shapes scannere anvender, bygger helt grundlaeggende pa
analytisk geometri. Det er naturligvis rumgeometri, men for at fa fast grund
under fadderne starter vi med at introducere begreberne i 2D. Vi bevaeger
os hurtigt frem til et af de centrale spergsmal: Hvordan bestemmer man
skaeringspunkter mellem linjer i 3D — og hvordan handterer man, at linjer
sjeeldent skaerer hinanden i virkeligheden? Linjerne er her synslinjerne fra
kameralinser og lysstraler fra laserpointere.
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1. Analytisk geometri i 2d og 3d

(M8let med dette kapitel er at n§ frem til at kunne h8ndtere vindskaeve linjer i rummet, dvs linjer der ikke
skaerer hinanden. Hvordan finder man det punkt, der ligger naermest de to eller flere linjer. Derfor f&r vi re-
lativt hurtigt preesenteret de vaerktgjer i den analytiske geometri, som er ngdvendig baggrundsviden. Hvis
man onsker et hurtigt overblik over alle definitioner, regneregler, og beviserne for disse, s kan man finde
det her (link til 1-1). Her ligger ogs§ mange gvelser. @nsker man en grundig indforing i den analytiske geo-
metri, kan man finde det her (link til 1-2)

1.1. Vektorer i rummet

Vi forestiller os, der er givet et koordinatsystem i rummet med begyndelsespunkt O.
Vi repeterer nogle:

Definitioner vedr. vektorer

1) En vektor v er fastlagt ved en laengde og en retning. Vi repraesenterer den ofte
med en pil. Pilen kan afseettes med startpunkt hvor som helst. Afsaettes den med

startpunkt i A og lander pilens spids i punktet B, s& skriver vi: v = AB. Linjestykket
fra A til B, AB kaldes for en repraesentant for vektoren.

2) Vektor BA har samme leengde som AB, men modsat retning. Den betegnes
ogsd -AB, eller —v, og kaldes den modsatte vektor til v .
3) Vektorer kan adderes geometrisk ved at afsaette reprae-

sentanter for vektorerne i forlaengelse af hinanden sale-
des, at der hvor den ene pil slutter, begynder den naeste.

4) Afszettes v med udgangspunkt i O og lander pilen i et
punkt P, kalder vi v = OP for stedvektoren til punktet P.
5) Hvis P har koordinaterne P =(x,y,z), sa er x, y og z projektionerne af linjestyk-

ket OPned pa de tre akser. Vi definerer derfor ogsa koordinater for v = OP til at

X
veere: v=0P=|y|.
z
0
6) Vektoren o =|0| kaldes for nul-vektoren. Den har laengde 0 og ingen retning.
0
7) Vektorer givet pa koordinatform adderes koordinatmaessigt saledes:
v, u, v, + U
Givet: v=|v,|, u=|u,|, sder: V+u=|v,+U,
Vs Us Vs + Uy
X
8) Laengden af en vektor v = OP =| y | defineres som laengden af en repraesentant:
z

M = ‘@‘ =xX°+y*+2°

En vektor med lzengde 1 kaldes for en enhedsvektor.




9) Man kan gange et vilk8rligt tal t p§ en vektor v, og derved f& en ny vektor: t-v .
I vektorregning kaldes tal ogsa for skalarer, for at skelne fra vektorer.

Retningen af t-v:Er t positiv peger t-v i samme retning som v.Ert negativ peger
t-v i modsat retning af v. Er t =0, er t-v =0, altsd nul-vektoren.

Leengden af t-v : ‘t-V‘ = |t|-‘\7

, hvor |t| betyder numerisk vaerdi, og M betyder lseng-

den af v

10) Vektorerne a og b kaldes for parallelle, hvis der findes et tal t, s& a=t-b

Bemeerk: Koordinatsaet for punkter skrives vandret, og koordinatsaet for vektorer skrives lodret.

Blandt de regneregler, man kan finde i dokumenterne, vi har linket til ovenfor, hgrer
indskudsreglen til de vigtigste.

Indskudsreglen a8

For tre punkter A(a,,a,,a;), B(b;,b,,b;) og < B

C(cy,c,,¢5) i rummet (eller i planen - tegn selv!) . = i
gaelder, der: o | >y
AB = AC +CB eller AB =CB-CA |

A&
X

Indskudsreglen giver umiddelbart saetningen om koordinater for AB

Koordinaterne for forbindelsesvektoren AB
Hvis A =(a,,a,,a;) og B= (b, b,,b;), sd er koor-
dinaterne for forbindelsesvektoren:

Bevis

AB = OB - OA. Indsaet nu koordinaterne, og resultatet star der.

Ovelse 1.1
Lad en trekant vaere givet ved A(1,6,-2), B(5,2,-1) og C(2,-1,-7)

a) Tegn de tre punkter ind i et koordinatsystem.
b) Bestem vektorerne AB,AC og BC .
c) Forklar, at indskudssaetningen siger: AB = AC - BC . Undersgg om det gaelder.

!

d) Bestem dernaest laengden af de tre vektorer ‘A—B

E‘ og ‘ﬁ‘ .
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1.2 Skalarprodukt og vinkler

I vektorernes verden forekommer meget at vaere relativ kendte geometriagtige ting.
Der er mange fysiske repraesentationer, som kraefter, vindhastighed og acceleration.
Men med introduktion af skalarproduktet ser vi, at det er en helt ny verden.

Definition og egenskaber ved skalarproduktet
a1 bl
1) Skalarproduktet mellem to vektorer a=|a, | og b =| b, | defineres som:
a3 b,
asb=a, b +a, b, +a,-b,
Skalarproduktet kaldes ogsd prikproduktet, og a-b laeses "a prik b”
_— —\2 —2
2) Skalarprodukt og laengder: a.a = (a) = ‘a‘

3) Vinklen mellem to vektorer defineres som vinklen mellem to repraesentanter. Vink-
len v er altid den mindste vinkel, dvs v <180°

4) Skalarprodukt og vinkler: Man kan vise:  a.b = ‘5‘-‘5‘-cos(v)

o a-b
Eller med cosinus isoleret: cos(v) = ‘_—ﬁ
al-[g

5) Af 4) falger: a L b < a-b=0. Der er ingen faste regler for om nulvektoren er orto-
gonal pa alle vektorer, eller om den ingen vinkel har. Tilfeeldet behandles for sig.
6) Alle normale regneregler geelder, men man kan ikke Igse ligninger ved at forkorte.

Eksempel: At bestemme vinklen mellem to vektorer
3 5
Vi har givet vektorerne a=|-2|ogb=|6
4 -1
a) Afszet de to vektorer som stedvektorer i et 3D koordinatsystem. Roter sa du ser,
hvilken vinkel vi leder efter.
b) Bestem vinklen v mellem de to vektorer:
Vi indsaetter i formlen i punkt 4) ovenfor:

cos(v) = ﬁ

__ 3:5+(-2):6+4-(-1)
cos(v) 3+ (-2 +47 5% + 62 + (-1)?
cos(v) = @_—1\/5

Ved at anvende cos™ (eller arcCos i Maple) far vi nu
v =91,35°

11



@velse 1.2 Vinkler og ortogonalitet

3 4
a) Bestem vinklen mellem a=|-2|ogb=|6
5 -1
-8 -5
b) Undersgg om a=|-1|0g b=|10 | er ortogonale
5 -6
-2 t
c) Bestem tallet t s vektorerne a=|4 |og b=|1| er ortogonale
3 4

1.3 Linjer i rummet

Gennem to punkter gar der praecis én linje. Men nar vi har vektorer til radighed, kan vi
ogsa beskrive en linje med ét punkt og en vektor, der angiver retningen

Definition: Linjens parameterfremstilling

En linje /, der gar gennem punktet Py = (Xq:Y0:2Z,) 09 med en retning bestemt af vek-
n

toren: r = rl, bestar af alle de punkter P. =(x,y,z), hvor der findes et tal ¢, sa fgl-
3

gende parameterfremstilling er opfyldt:

X1 (%o £l x) (X, +t-n
l:\y|=|Yo|+t-| |, eller skrevet koordinatvis: /:|y |=|y,+t-F
4 Z, r3 z zZy+t-r

Bemeaerk: Parameterfremstillingen kommer umiddelbart y

A

af fglgende vektorligning:
OP. =OP, +P,P. =OP, +t-r
ved at indsaette koordinaterne.
Kan du se, hvor vektorligningen kommer fra?

I planen vil to ikke-parallelle linjer altid skaere hinanden. I filmen fortzeller Isak, at sa-
dan er det ikke i rummet. Tvaertimod er det i praksis uhyre sjeeldent, fordi punkter og
dermed ogsa vektorer altid kun er bestemt med en vis ngjagtighed, dvs et vist antal de-
cimaler. Dermed er der indbygget en vis ungjagtighed.

Man undersgger, om to linjer, / og m givet ved deres parameterfremstillinger:

X X, +t-u X X, +S-V,
lily|=|y,+t-u, og m:|ly|=|y,+S-V,
z Z, +t-u; z Z, +S-V3

12



skeerer hinanden ved at opstille og sgge at Igse tre ligninger med to ubekendte, nemlig s
og t. Det er vigtigt at indfgre to forskellige variable for parametervaerdien, fordi hvis de
skaerer hinanden i et punkt Q, s& vil man na frem til dette punkt p4 linjen I ved at indsaette
en bestemt veerdi af t, mens man p§ linjen m givetvis vil nd frem til punktet Q ved at
indsaette en anden talveerdi som s.

Lagsning af forskellige typer ligningssystemer behandles i kapitel 2, men lad os blot her se
pa et (konstrueret) eksempel:

Eksempel Bestemmelse af skaeringspunkt
Linjerne / og m er givet ved fglgende parameterfremstillinger:

X 7+t-1 X -2+5-3
l:|ly|=|11+t-2 og m:ly|=[9+s-(-2)
z 10+t-4 V4 4+s5-1

Vi opstiller fgrst de to ligninger bestemt af, at x- og y-koordinaterne skal vaere ens:
7+t-1=-2+s-3
11+t-2=9+s5-(-2)
Prgv selv at anvende “lige store koefficienters metode” til fgrst at skaffe t af vejen
(gange forste ligning med -2, og adder derefter de to ligninger). Bestem nu s.

Anvend derefter metoden til at skaffe s af vejen (gange fgrste ligning med 2 og anden
ligning med 3, og adder derefter de to ligninger). Bestem nu t.

Du skal fa: t=-30gs=2

Indsaet nu de to vaerdier i hver sin parameterfremstilling, og kontroller, at du i begge til-
faelde far punktet Q = (4,5,-2)

Vi kan sdledes her konkludere, at de to linjer skeerer hinanden i Q = (4,5,-2)

Hvis to linjer ikke skaerer hinanden kalder vi dem indbyrdes vindskaeve

@velse 1.3 Undersgg om linjerne er vindskaeve
Linjerne / og m er givet ved fglgende parameterfremstillinger:

X 1+¢t-1 X 1+s5-(-2)
l:ly|=|-2+t-1 og m:|ly|=|-3+s-(-1)
Z 7+t-5 z 6+s-3

Vis ved samme metode som i eksemplet, at de to linjer er vindskaeve.

1.4 Afstande og midtpunkter af linjestykker

I filmen, hvor Sgren demonstrerer den sakaldte ICP-algoritme, forklarer han, at afstan-
den mellem to punkter bestemmes vha. Pythagoras szetning.

13


Bjørn Grøn
Stempel


Afstanden mellem punkterne A(a,,a,,a;) og B(b,,b,, b;) bestemmes ved hjeelp af

|AB| = \/(bl - al)z +(b, - 32)2 +(b; - 63)2

Som vi genkender som Pythagoras szetning, anvendt pd forbindelsesvektoren AB.

@velse 1.4 Argumentation for Pythagoras Iz
saetning i 3 dimensioner

Du kender Pythagoras saetning i plangeome-
tri, hvor den udtaler sig om laengden af hypo-
tenusen i en retvinklet trekant. Prgv selv at
argumentere for saetningen i 3 dimensioner

ved hjeelp af tegningen til hgjre. Vi gnsker at cC vy
bestemme laengden af stykket OA, og anven- o1 g
der saetningen i 2D to gange! . B

x_*

Givet et punkt P og en linje / i rummet, som punktet ikke ligger pa. Med “afstanden fra P
til I” mener vi altid den mindste afstand. 1 analytiske geometri kan man udlede en for-
mel for denne afstand. Formlen bygger pa kendskab til det sdkaldte krydsprodukt. Det
er et vist arbejde i sig selv at fa greb om det, og det er behandlet i de to dokumenter,
der linkes til i starten af kapitlet. Her vil vi ikke bruge tid pa at indfgre krydsproduktet,
men i stedet bestemmme afstanden med brug af differentialregning. "Mindste” afstand le-
der jo tanken hen pa at bestemme minimum. Vi gennemgar metoden med et eksempel.

Eksempel: Afstand fra punkt til linje
Givet punktet P(1,0,2) og linjen:

X 2+t
l:ly|=|12-3t
4 t

a) Angiv en retningsvektor for /.
b) Udfer et 3D-plot af linjen og punktet. N

Det er let at se, at P ikke ligger pa linjen. e \
Vi vil nu bestemme kvadratet pé afstanden fra —M T

P til et tilfeeldigt punkt pa linjen, Q(t) O

Q(t) har ovenstaende koordinater.
c) Opstil nu et udtryk for kvadratet pa afstanden, altsa |PQ(1“)|2

d) Reducer udtrykket. Du skal fa andengradspolynomiet p(t) =11t> —-14t +9

e) Vi skal finde minimum. Du kan evt. bruge toppunktsformlen, eller du kan bestemme
minimum med brug af differentialregning. Du skal fa, at p har minimum for
t = %, med minimumsveerdien: p(3%) = 4,545
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Ved at indseette t-vaerdien i parameterfremstillingen far vi, at punktet pa / med den
naermeste afstand til P er Q = (%,ﬁ,ﬁ) ~(2.64,0.09,0.64)
Nedenfor kan du se en illustration af et tilfeeldigt valgt punkt, Q(t), med forbindelseslin-

jen til P indtegnet. Og pa den naeste illustration ser du det fundne punkt Q afsat.
Figuren illustrerer, at den korteste afstand ogsa er den vinkelrette afstand.

Ovelse 1.5 Bestem afstanden fra et punkt til en linje
Vi gnsker at bestemme afstanden fra punktet P(8,6,7)til linjen gennem punktet

2
Py (3,-4,5) og med retningsvektoren r=|-1].

3
a) Opstil en parameterfremstilling for linjen, med parameteren t..
b) Udfar et 3D-plot af situationen.

c) LadQ(t) veere et tilfaeldigt punkt pa linjen og bestem koordinaterne for PQ(t)

2

d) Udregn |PQ(t)

, reducer til den almindelige form for et andengradspolynomium og

bestem den veerdi ¢

min 7

der giver minimum for laengden.

e) Udregn |PQ(t..)|. Du skal fa 11,24.

I filmen forklarer Isak, at i det (almindelige) tilfaelde, hvor to vindskaeve linjer i rummet
ikke skeerer hinanden, da findes der et linjestykke mellem linjerne, som reprassenterer
den mindste afstand.
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Linjestykket er karakteriseret ved, at
det star vinkelret pd begge linjer. I
analytisk geometri kan man ogsa ud-
lede en formel for denne afstand.
Formlen bygger igen pa kendskab til
det sakaldte krydsprodukt.
Svagheden ved denne metode er, at
det kun giver afstanden som et tal,
ikke hvor den findes.

Vi har givet to vindskaeve linjer / og m. Det er svaert at tegne i 3D - pa den forste teg-
ning nedenfor ser linjerne ud til at krydse hinanden, men nar koordinatsystemet drejes
og Vi kigger ind langs en anden retning, ser vi det. Vi har afsat to punkter, Q(t) og P(s)

pa linjerne, og skal bestemme t og s, sa afstanden mellem dem minimeres.

X 2+ 2t X -1
De to linjerer henh. [:|y |=|-2 : og m:|ly|=|1+2s
V4 1+t Z -1-2s

3+2t
Vi opstiller vektoren P(s)Q(t) =| -3-2s |, \
2+2s+t

og traekker linjen mellem P(s) og Q(t):

Se den stiplede pa tegningen.

Retningsvektorerne

2 0
for/ler u=|0|,ogformerv=|2
1 -2
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Ovelse 1.6
Vi vil nu udnytte de to "krav”, at: P(s)Q(t) Lu og P(s)Q(t) Lv

a) Vis, at P(s)Q(t) L u giver: uP(s)Q(t)=0 = 8+5t+25=0
b) Vis, at P(s)Q(t) L v giver: veP(s)Q(t)=0 = -10-2t-85=0
c) Opskriv ligningssystemet saledes:
8+5t+25s=0 . 5t +2s=-8
eller:
-10-2t-8s=0 -2t -8s=10
. . 17 11
d) Vis at Igsningen er: {s=-— , t=-"—*=
) gsning { 18 5 b

De to punkter, hvor der er mindst
afstand er derfor:

Prin = P(~1) = (-1,-8,8) o9
Qun = Q(-4) =(-4,-2,-3).

Som kontrol tegnes linjen, der for-
binder de to punkter.

Afstanden kan nu beregnes som
| manmin|
Vis, at afstanden er %

At den mindste afstand findes det

sted, hvor forbindelseslinjen er or-
togonal pa begge linjer, er en pa-

stand, der egentlig skal vises.

Ovelse 1.7 Den mindste afstand er den vinkelrette.
Pastanden kan vises ved brug af indskudssaetningen.

Givet to vilkdrlige punkter P og Q p& linjerne / og m. Vi ved, at vektoren P_ Q. er or-
togonal pa begge linjer. Argumenter nu for fglgende omskrivninger:
a) Vis: PQ=PP_ +P.. Q.. +Q...Q
b) Ger n(z;je rede for hvert trin i falgende omskrivning
PG" =PP, "+ Pmemm2 " Qme2 1 2PP P Q +2PP. +Q. . Q+2P. Q +Q. O
= PPmi + Pmemm + Qme ++42PP P in Qme

= (PPmin + Qme ++2PP_. Qm.an + manmIn

= (P'Dmin + QminQ)2 manmln

2
2 Pmianin
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Hermed er vist, at PG >P. Q. ",

2 2
hvilket er det samme som: ‘PQ‘ > ‘Pmianin

Men s3 gaelder ogsa Wg‘ > ‘m

Hermed er vist, at der findes en mindste afstand, og at denne findes hvor de to linjer
kan forbindes med en linje, der er ortogonal pa begge.

@velse 1.8 Kan proceduren: Mindste afstand anvendes i alle situationer?

X t X 3+s
Givet linjerne / og m bestemt ved: /:|y |=|1+t|0og /:|y |=|2
z 3 z 7+2s

a) Indtegn de to linjer i et koordinatsystem. Hvad ser du?
b) Gennemfgr nu proceduren i starten af dette afsnit pa de to linjer.
c) Proceduren skal give dig den mindste afstand. Hvad er din konklusion pa dit resultat?

d) Proceduren skal give dig punkterne pa / og m, hvor vi finder den mindste afstand.
Hvad er din konklusion pa dit resultat?

@velse 1.8 demonstrerede en metode til at vise, at to linjer skeerer hinanden - og til at
finde dette skaeringspunkt. I neeste kapitel vil vi finde formler, der i fgrste omgang for-
taeller om to linjer i 3D faktisk skaerer hinanden og hvis de ggr, s udlede en formel for
dette skeaeringspunkt.

@velse 1.9 Oplaeg til SRP: Naermeste punkt til n linjer i 3D
Du kan her (link til 1-5) finde et udgangspunkt for et arbejde med problemet: Bestem
punktet, der ligger teettest pd n givne linjer i 3D.

I 3Shapes algoritme til at bestemme skeaeringspunkter mellem linjer i rummet indgar
som en del-procedure at bestemme midtpunktet af et linjestykke. Vi gennemgar en sa-
dan metode her, der ender med at give os en formel for midtpunkter.

Vi vil bestemmme koordinatsaettet til midtpunktet M mellem de to punkter i rummet:
A(a,,a,,a;) og B(b,,b,,b;). Tegn selv med i 2D!

Da M er midtpunktet mellem A og B, s& ma der gzelde, at
2.AM = AB
2.-OM-2-0A=0B-0A
2-OM = OB + OA

m:%.(@+m)
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a, +b,
— 1
OM:E az+b2

a, + b,

M- a+b a +b, a;+b;
2 "2 "2

Ovelse 1.10
Redeggr i alle detaljer for omskrivningen ovenfor.

Ovelse 1.11 Midtpunkt af linjestykke
a) Bestem koordinaterne for midtpunktet mellem de to punkter A(2,3,6) og B(5,-1,-4)

b) Kontroller beregningerne ved en konstruktion i et 3D-vaerktgj.
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TRAK VIRKSOMHEDERNE IND | UNDERVISNINGEN

2.
Lineaere ligningssystemer

Nar der er flere ligninger i spil og med flere ubekendte, taler vi om lignings-
systemer. Selv om man ofte lader vaerktgjer lose ligninger og ligningssystemer,
er vi ngdt til at studere lgsningsmetoderne, for at undersgge, om disse kan
generaliseres. Det viser sig fx, at den sakaldte determinantmetode til at lese

2 ligninger med 2 ubekendte kan generaliseres til 3 og hgjere dimensioner.
Det er hovedemnet i dette kapitel.

Sh
A A <’
4 A E etk



2. Lineaere ligningssystemer

Symboler er noget forholdsvis nyt i matematik. Der er blevet undervist i matematik i over 4000 8r, men det
er farst inden for de sidste 400 8r, man er begyndt at bruge symboler som +, - og = og bruge bogstaver
som x, y og z eller a, b og c til at repreesentere tal.

For symbolernes tid skrev man det hele med ord. Man skrev - normalt p§ latin - “er lig med”, "plus” osv,
0g en ukendt stgrrelse blev fx betegnet “tingen”. Matematikbgger var ofte fyldt med gennemregnede ek-
sempler, der fungerede som en slags manualer: Folg denne procedure for at Igse dette problem. Selv om
metoderne ikke blev formuleret i et formelsprog, s§ kendte matematikerne i disse samfund de generelle

regler, for deres opskrifter virkede. Det geelder i alle de store kulturer, hvor man har anvendt matematik.

2.1 Lighedstegnet A1)

Det fgrste lighedstegn i historien findes i en bog fra 1557, skrevet af engleenderen Ro-
bert Recorde. Og den fgrste ligning, der blev skrevet i en matematikbog, er denne:
14x +15=71

Robert Recorde skrev ligningen sdledes:

I 428 ——15.9-==—=7 1.4\
Symbolerne efter 15 og 71 angiver blot at dette er rene tal, mens der er 14 stk af den
ukendte stgrrelse. Han anvender et plus som vi ggr, og sa har vi lighedstegnet.

Hans begrundelse for at anvende det symbol, der |(Datidens skriftlige engelsk kan faktisk godt
blev til vores =, i stedet for at skrive "er lig med”, leeses:)

9 : : Tootes, maie the mo2e aptly bee Waoughte, And to a-
fremgar af det gulede afsnit fra bogen: M b s i mmsmnmwm:

“And to avoid the tedious repetition of these words: ’is equal to’ | gualleta: 3 will fette as 3 doe often 1n Wooke ble,a

il set as | do often i K ir of llel twi yaire of paralleles, 0: Gemotwe lines of owe lengthe,

will set as | do often in work use, a pair of parallels, or twin £ 1St =——e—, bicalle noe.2, thynges, cait bo 1oaLe
ines of one length thus: =====, because no 2 things can be equalle. Anvnolv marke thefe nombers,

imore equal.”

Formler opskrives stort set altid med brug af lighedstegn, fx:
a) For alle tal a og b gaelder: (a+b)? =a*+b%+2ab

b) I en retvinklet trekant hvor kateterne er a og b og hypotenusen er c galder formlen:
a’+b®=c?.

¢) En bil med masse m, der bevaeger sig med farten v, har en kinetisk energi (bevagel-

sesenergi) pa Epin=%-m-v?

@velse 2.1 Formler i dine fag
Archimedes var den fgrste, der opdagede formlen for arealet af en kugles overflade.
Han udtrykte formlen sdledes:

Overfladearealet af en kugle er lig med arealet af fire cirkelskiver, der hver har
samme radius som kuglens radius.

I dag siger vi: Overfladearealet O af en kugle med radius r kan beregnes ved formlen:
O=4.7-r.
a) Forklar, at Archimedes formulering og formlen siger det samme.
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b) Vaelg en formel fra et af dine andre fag, formuler den rent sprogligt, som Archimedes
gjorde, og preesenter den for din gruppe / din sidemand. De skal nu genkende den og
opskrive formlen.

c) Diskuter fordele og ulemper ved den sproglige formulering og ved formeludtrykket.

Hvor kommer formlerne fra? Det er naturligvis meget forskelligt, men ofte starter det
med at vi opstiller en identitet, dvs vi udregner en stgrrelse pa to forskellige mader,
saetter disse lig hinanden, “rykker rundt” og isolerer en af stgrrelserne.

@velse 2.2 Udregning af Jordens middeltemperatur.

I filmen Matematikken bag klimamodeller hos DMI foretages fra 18:10 til 23:30 en ud-
ledning af formlen for Jordens middeltemperatur.

a) Hent filmen og se de ca. 5 minutter.

b) Spol evt. tilbage og svar pa folgende: Udledningen af formlen starter med, at vi op-
stiller et udtryk for, hvor meget energi Jorden modtager pr areal, og et udtryk for, hvor
meget Jorden udstr8ler pr areal. Hvis der er ligevaegt, sd kan de to seettes lig hinanden.
Hvad var det for to udtryk?

c) Nu har vi en identitet. Gennemfgr herefter de "operationer”, der fgrer til at middel-
temperaturen T isoleres pa den ene side. Har du brug for lidt hjselp, sa sld op pa s. 40 i
de tilhgrende undervisningsmaterialer, du finder samme sted som filmen.

Nogle formler udtrykker en empirisk viden, men det er meget almindeligt, at formler ud-
ledes ud fra en identitet som ovenfor, hvor vi argumenterer for, at to stgrrelser, vi har
udregnet, ma veere ens.

@velse 2.3 Bevis for Pythagoras formel

Vi har givet en retvinklet trekant ABC, hvor vinkel C er den rette. Vi laver nu fire kopier
af denne trekant (grgn, gul, bla og réd) og lsegger dem som pa figuren nedenfor.
Denne figur er et kvadrat, da vinklerne er rette, og sideleengderne alle er a+b.

De 4 trekanter danner samtidig en hvid firkant. a b
a) Argumenter for, at den hvide firkant er et kvadrat.

b) Udregn nu arealet af det store kvadrat pa to mader - dels
som “side gange side”, og dels som arealet af de 4 trekanter
plus arealet af det hvide kvadrat.

c) Anvend b) til at opstille en identitet.
d) Ved at gange parenteserne ud, reducere udtrykkene, og

isolere c?, kan du nu nd frem til Pythagoras formel. Ggr det.

Bemaerk: 1 en formel indgar der ét lighedstegn og kun ét. Det samme er tilfeeldet, nar
vi opstiller den identitet, der fgrer frem til formlen. Og i hver af de mellemliggende for-
melregninger bgr der ligeledes kun indga ét lighedstegn.

Vi vil se, at reglerne for formelregning er de samme som reglerne for ligningslgsning.
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Ovelse 2.4 Regler for formelregning

a) Hvis du har gennemfgrt gvelse 2.2 og 2.3, hvilke regler har du sa anvendt, for at nd
frem til den afsluttende formel?

b) + og - kaldes omvendte regningsarter. Kan du navne andre par af omvendte reg-
ningsarter? Hent gerne eksempler fra funktionernes verden.

Reduktioner kan bade dreje sig om at forenkle et lidt kompliceret algebraisk udtryk, og
om at indsaette talvaerdier i en formel og skridt for skridt udregne den samlede vaerdi. I
begge disse situationer vil vi ofte lade flere lighedstegn fglge efter hinanden i processen
frem mod det endelige resultat.

@velse 2.5. Indsat symbolsk udtryk i formel
Vi er interesseret i at finde formlen for en parabels toppunkt. Parablens ligning er:

y=a-x>+b-x+c
Lad os sige, at vi har fundet, at x-koordinaten til toppunktet er x, = _Z_ba' Har man leert

differentialregning er det forholdsvis let. Men hvad s& med 2. koordinaten? Den ma vi
kunne finde ved simpelthen at indseette i forskriften. Forklar nu fglgende trin for trin:

_ 2
Yo=a-Xg"+b-Xy+cC

b 2.p? Ldac
4a 2-2a 4a
b? - 2b? + 4ac
4a
—b? + 4ac
4a
—(b2 - 4ac)
- 4a
_ ;_d , hvor d = b? — 4ac kaldes diskriminanten
a

@velse 2.6 Indseet tal i formel
Betragt andengradsligningen 2x?> -10x+8=0.

~-b++\b*-4a-c

Anvend Igsningsformlen: x = >
a

til at bestemme Igsningerne.
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Selvom en ligning, som Recordes fgrste: 14x +15 =71 maske ligner en formel, sa er det
noget fundamentalt anderledes. En formel som Pythagoras geelder altid, under de givne
forudsaetninger. En ligning gaelder stort set aldrig. Recordes ligning er opfyldt for ét ene-
ste tal ud af alle reelle tal, nemlig tallet 4. For alle andre tal i verden er det et forkert
udsagn, der star der. S8 det gaelder om at finde det eller de tal, hvor ligningen er sand,
hvis vi indsaetter tallet / tallene.

Du begyndte at arbejde med ligninger engang i folkeskolen og har siden mgdt et stort
antal. Selv om man kan Igse det meste med sin lommeregner eller sit vaerktgjsprogram,
sa skal man ogsd kunne ggre det manuelt i talmaessigt simple situationer. Det er forud-
satningen for at kunne finde en systematik i Igsningsmetoderne.

@velse 2.7 Regler for lgsning af ligninger
Las fglgende ligninger manuelt og noter, hvilke regler du brugte undervejs:

a) 5x-14=x+6
b) 29-4x =3x-13

C) 2x+§=§x+10
2 4

d) Sammenlign evt. dine regler med dem, du kan finde her (link til 2-1)

@velse 2.8 Ligninger fgr symbolernes tid

Matematik er fyldt med symboler og regler, s& man maske af og til taenker, at det ville
veere lettere uden. Fgr symbolernes tid var opgaver formuleret som denne, hentet fra
Fibonnacis bog Liber Abaci ('Regnekunsten’, udgivet 1202):

En kebmand, der handlede i Lucca, fordoblede sin pengebeholdning og brugte derefter
12 dinarer. Han tog videre til Firenze, hvor han gennem handel ogs§ fordoblede sin pen-
gebeholdning og derefter brugte 12 dinarer. Fra Firenze tog han hjem til Pisa, hvor han
igen fordoblede sin pengebeholdning og brugte 12 dinarer. Da han havde gjort det,
havde han ikke flere penge. Hvor meget havde han fra begyndelsen?

(Fibonacci er mest kendt for den talraekke, der baerer hans navn)

Kunne du Igse den uden at indfgre et x? Vil du udfordre dig selv, s& kan du her (link til
2-2) finde en stribe opgaver fra fgr symbolernes tid.

2.2 Ligningssystemer 1)

En ligning med én ubekendt er folkeskolepensum.

En ligning med to ubekendte som fx: y = 2x + 3 er stadig et &bent udsagn, og vaelger
du et tilfeeldigt talpar (x,y)vil det med stor sikkerhed ikke opfylde ligningen. Men der er

uendelig mange talpar, som faktisk gor det. Det er let at se ved at taenke pa, at udtryk-
ket kan fortolkes som ligningen for en ret linje i planen. Alle talpar p@ denne linje ggr
ligningen sand.

Har vi kun én ligning kan vi ikke bestemme to ubekendte. Hvis vi leder efter praecise
veerdier for to ubekendte, skal vi have flere ligninger, og taler s& om et ligningssystem.
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Der gaelder fglgende regel ved Igsning af ligningssystemer:

Skal vi bestemme to ukendte stgrrelser, skal vi have to forskellige oplysninger.
Skal vi bestemme tre ukendte stgrrelser, skal vi have tre forskellige oplysninger.
Skal vi bestemme n ukendte stgrrelser, skal vi have n forskellige oplysninger.

Men hvad er forskellige oplysninger? Hvis vi har fglgende to ligninger:
y =2x-3

2y =4x -6
sa er der ikke tale om to forskellige oplysninger. Hvis den ene oplysning kan fas ud fra
den anden, ved at gange eller dividere eller pa anden made bruge reglerne for Igsning
af ligninger, s& har vi ikke faet en ny oplysning.
Selv om vi har forskellige oplysninger, er det ikke sikkert at ligningssystemet kan Igses.
Oplysningerne kan stride mod hinanden. Hvis vi fx har

y =2x-3

y =2x+3

sa ville vi fa: 3 =-3 (Hvorfor det?)

@velse 2.9 Ligninger og linjer
Hvis du teenker pa ligningerne som ligninger for linjer, kan du sa se, hvorfor der ikke er
lgsninger? Hvordan ligger de to linjer i forhold til hinanden?

Vi vil nu se pa ligningssystemer, i farste omgang to ligninger med to ubekendte. Og for
maske at kunne finde en systematik i Igsningerne, vil vi Igse sadanne ligninger i handen.
Der findes to konkurrerende metoder, nar det drejer sig om at Igse to ligninger med to
ubekendte.

Den ene kaldes substitutionsmetoden. Det danske ord herfor, nemlig indsaettelsesmeto-
den, fortzeller hvad metoden gar ud pa: Man isolerer den ene ukendte, fx x i den ene
ligning, og indsaetter dernaest dette udtryk pa x’s plads i den anden ligning. Dette er nu
én ligning med én ubekendt, som vi kan Igse. Det lyder ligetil, men "djaevelen ligger i
detaljen”: Udregningerne giver normalt en del brgkregning, og det kan blive rigtig treels.
Du kan evt. selv prgve metoden pa et af eksemplerne nedenfor.

Den anden metode, der kaldes for lige store koefficienters metode, har ikke det pro-
blem. Det er en meget kraftfuld metode til ligningslgsning, der kan generaliseres til n
ligninger med n ubekendte, og som kan szettes pa en formel.

Koefficienterne er de tal, der star foran de ubekendte.

Ideen er, at vi ganger de to ligninger igennem med nogle tal, saledes at fgrst koefficien-
terne foran den ene, fx x er lige store, og sa regner faerdig derfra. Dernaest det samme
med koefficienterne foran den anden, sd der er lige mange af fx y, og sa regner vi feer-
dig derfra. Men lad os illustrere med nogle eksempler.
Lgs ligningssystemet:

8x -2y =10

5x +3y =36
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Vi skaffer “lige store koefficienter” hos y:
24x -6y =30 1.ligning er ganget med 3
10x +6y =72 2.ligning er ganget med 2
Adder de to ligninger, sa forsvinder y'erne:
34x =102
xX=3 vi har divideret med 34
Lad os prgve pa samme made at skaffe “lige store koefficienter” hos x:
40x -10y =50 1.ligning er ganget med 5
40x + 24y =288 2.ligning er ganget med 8
Subtraher nu den gverste fra den nederste, sa forsvinder x’erne - og laeg maerke til, at
minus minus bliver + ved y’erne:
34y =238
y =7 vi har divideret med 34
Bemeerk: Det var lidt overraskende, at begge udregninger endte med, at vi skal dividere

med samme tal, her tallet 34. Det kunne jo vaere tilfeeldigt. Men det er det ikke. Lad os
prove endnu et eksempel, hvor du selv kommenterer undervejs:

13x +5y =2 o 143x + 55y =22 s 103x27 o x - 7

8x+11ly =3 40x + 55y =15 103

13x+5y =2 - 104x + 40y =16 ~ 103y =23 oy = 23

8x+11ly =3 104x +143y =39 103
Ovelse 2.10

Benyt lige store koefficienters metode til at Igse fglgende ligningssystemer:
) 8x + 2y =600 b 4x -y = -4, Q) 10x +7y = -8
2x -12y =100 -Xx +5y =20 15x+3y =9

Med lige store koefficienters metode ender vi med at dividere med det samme tal, nar vi
til slut isolerer x og y. Eksemplerne ovenfor er jo ikke et bevis, men et steaerkt indicium.
Et bevis kraever, vi gennemfgrer udregningerne symbolsk, dvs. med bogstaver.

Vi har fglgende ligningssystem:
ax+cy =e
bx+dy=f
Vi vil nu skaffe y'erne af vejen ved at fglge ideen fra taleksemplerne:
{a-d.x+c-d-y =e-d 1.ligning er ganget med d
b-c-x+c-d-y=f-c 2.ligning er ganget med ¢
Subtraher nu den nederste ligning fra den gverste ligning. Sa forsvinder y'erne og vi far:

a-dox—b~c'x=e-d—f-c<:>(a~d—b-c)'x=e.d—f-c
) e-d-f-c
dvs: X=—a- =
d-b-c
26



Ovelse 2.11 Lgs mht y
Prov nu selv at skaffe x’erne af vejen og bestemme y. Du skal fa ligningen:

(a-d-b-c)-y=a-f-b-e
a-f-b-e
dvs: y=———
a-d-b-c
Den stgrrelse vi dividerer med kaldes for ligningssystemets determinant:
Definition: Determinanten for et ligningssystem

Ligningssystemet: {ax+cy=e har determinanten: D:‘a ¢ =a-d-b-c

bx +dy =f b d

Den firkantede talblok er determinantsymbolet. Udregningen sker ved at gange diago-
nalt og traekke fra.
Den skarpsindige laeser har nok bemaerket, at vi burde have taget forbehold i Igsnin-
gerne, da vi jo kunne komme til at dividere med 0! Det kan vi nu formulere ved at sige,
at ovenstaende Igsninger er opskrevet under den forudsaetning, at D = 0.

Bemeaerk nu, at taellerne i udtrykkene for x og for y kan opfattes som determinanter:
e ¢C a e
f d b f
En huskeregel er, at i x-determinanten har vi udskiftet x-koefficienterne med hgjre side
og i y-determinanten har vi udskiftet y-koefficienterne med hgjre side.

Vi kan nu formulere resultatet af den symbolske udregning i fglgende:

Saetning 2.1: Lgsning af et lineaert 2x2 ligningssystem

D, = =a-f-b-e

=e-d-f-c 0og D, =

ax+cy=e
bx +dy =f
nant er forskellig fra 0. Hvis det er tilfaeldet, kan Igsningen opskrives saledes:

Ligningssystemet: { har praecis én Igsning, nar ligningssystemets determi-

e ¢ a e
X:&:f d _e-d-fc y:&Zb fl_af-b-e
D |a c| a-d-b-c D J|a c| a-d-b-c

b d b d

Ovelse 2.12. Anvend formlerne
a) Udregn ligningssystemernes determinant i de to eksempler i afsnit 2.2.1.

b) Prgv at anvende formlerne i saetningen pa opgaverne i gvelse 2.10

2.3 Vektoriel beskrivelse af ligningssystemer (isaer for
A-niveau) B
Forudseaetninger: 1 vektorregning indfgres determinanten af vektorparret (E,B)som ska-

larproduktet (“prikproduktet”) af a’s tvaervektor med b .
27


Bjørn Grøn
Stempel


-~ (a ~ (b o ~ (-a
Har vektorerne koordinaterne a =( 1} og b :[ IJ, saera =( 2], og heraf:
a, b, a
I - by B B et b,
det(a,b) =ab = (al J-(sz =-a,-b+a -b,=a -b,-a,-b = a b
b
hvor talblokken :1 1l er et symbol, vi har indfgrt for at ggre det lettere at huske,
2 2

hvordan determinanten udregnes.

2 ligninger med 2 ubekendte fortolket som en vektorligning.
Betragt ligningssystemet

4.x-3-y=6

2-x+3-y=12
Definer vektorerne & = | , b= -3 og ¢ = 6
2 3 12

Dermed kan vi skrive ligningssystemet saledes:

d-x+b-y=¢
Lagsningen til ligningssystemet kan nu findes ved vektorregning. Fgrst “prikkes” lignin-
gen med B, sa y-leddet forsvinder, og vi dermed kan isolere x. Dernaest “prikkes” lig-

ningen med a, sa x-leddet forsvinder:

Vi "prikker” ligningen med b, s y-leddet for- | Vi “prikker” ligningen med &, sa x-leddet

svinder, og vi kan isolere x: forsvinder, og vi kan isolere y:
b(a Xx+b-y)= b-c 3o(é x+b- y)=3-6
bed.- X +beb-y = beé ad-x+ab.y=at
~ ab .y =a-
bea-x = b-c
~ ¢, b a G
_bc_det(b,c) -det(c,b) |c, b| D | ,_2€_detdc) 1 6 D
p.5 det(b,d) —det(db) |a b| D a-b det(ab) |a b| D
a, b, a b,

Her har vi udnyttet, at: det(b,¢) = —det(c, b)og det(b, d) = —det(a, b).

Ovelse 2.13: Vis dette

Bemeerk ogs§, at vi har antaget D # 0. Dette kommenteres i en gvelse nedenfor.

Vi benaevner determinanten i taelleren svarende til den af de ubekendte, vi gnsker at
bestemme, her henholdsvis D, og D,. Bemaerk, at D, fremkommer ved at skrive C’s ko-

ordinater pa x-koefficienternes plads, mens D, fremkommer ved at skrive C's
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koordinater pa y-koefficienternes plads. Determinanten i begge naevnere er den samme,
nemlig D = det(&, b) . Man kalder denne for ligningssystemets determinant.
Vi samler resultatet i fglgende saetning:

Saetning 2.2: Lgsning af vektorligninger med determinantmetoden

_ a) - (b C
Vektorligningen d-x+b-y =C, hvora = [alj,b = [blj 0gcC = [cl] er egentlige vekto-
2 2 2

rer i planen, har preecis én Igsning, nar ligningssystemets determinant D + 0. Lgs-
ningen er i sa fald:

(le)z[

al bl — Cl bl
a2 b 2 ' ¥ C2 b2

Hvis D = 0 har ligningssystemet enten ingen eller uendeligt mange Igsninger.

a ¢

DX Dy
' a2 C2 .

, hvor D = og D =
D Dj 5

Ovelse 2.14 Situationen med D=0

a, 4

bl b2

. . I . a b ° °
a) Vis, at hvis et ligningssystems determinant D = al bl =0, sa er ogsa =0
2 2

b) Udnyt a) til at vise, at hvis D =0, sa er de linjer, som ligningerne fremstiller, paral-
lelle. (hint: SI§ evt. op i din bog: Hvad ved vi om to vektorer, n8r det(3,b) =07?)

c) Argumenter for saetningens sidste pastand, og giv en geometrisk tolkning af de to
muligheder.

Vi Igser ligningssystemet ovenfor ved hjzelp af determinanter:

4.x-3-y=6

2-Xx+3-y=12

4 o -3 o 6

2 3 )77 12
hvor vi har:

=48-12=36
2

L 6 -3 ... 4 6
D_ = det(c,b) = =18-(-36)=54 og D,6 =det(g,c) =
» (¢,b) ‘12 3‘ (-36) g D, (a,€) ‘2 ‘

-3

|4
D =det(a, b) = =12-(-6)=18
(a,b) ‘2 3‘ (-6)
Altsa far vi:
54 36
=| —, — | = 2
(x,y) (18’18) (3,2)

Systemer af ligninger med flere ubekendte kan sdledes opfattes som vektorligninger

Qvelse 2.15

Lgs fglgende ligningssystem:
2-x+5-y+2=0
3-x-4.y-20=0
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2.4 Lgsning af 3 ligninger med 3 ubekendte med de- 3

terminantmetoden

Hvis vi prgver at Igse 3 ligninger med 3 ubekendte vha. substitutions- eller lige store
koefficienters metode, kan det hurtigt blive en noget langtrukken proces. Men det kan
lade sig ggre.

Ovelse 2.16 Lgs et 3x3 ligningssystem med lige store koefficienters metode
Vi har givet fglgende ligningssystem:

X+y+2z=5

2X+y+z=7

X+3y+z=-1

Skaf y af vejen i 1. og 2. ligning: Skaf x af vejen i 1. og 3. ligning:

-X+z=-2 2y -z =-6
Skaf y af vejen i 2. og 3. ligning: Skaf x af vejen i 2. og 3. ligning:
5x +2z =22 5y +z=-9
_26 _12 15 12

At den ene af de ubekendte bestemmes to gange, kan vi tage som en kontrol.

Det kan altsa lade sig gore, men det bliver hurtigt omstaendeligt. Determinantmetoden
som formuleret i ssetning 6 abner imidlertid mulighed for en smart made at ggre tingene
pa. Lad os se pa et eksempel: Lgs ligningssystemet:
6x -4y +2z=5
7x+y-2z=1
4x +3y +6z2 = -2

Vi fglger helt mekanisk ideen i forrige afsnit, og omformer dette til en vektorligning:

6 -4 2 5
a-x+b-y+c-z=d,hvora=|7|,b=|1|,c=|-2|ogd=| 1
4 3 6 -2

Herfra er det ikke sd let at se, hvordan vi kopierer situationen i 2D, for tvaervektorbe-
grebet findes ikke i 3D. Derfor er man ngdt til at ga et skridt videre og omforme vektor-
ligningen til det man kalder en matrix-ligning:

6 4 2 X 5

7 1 -2|-|y|=| 1], hvor talblokken kaldes en matrix

4 3 6 z -2

@velse 2.17 Hvordan en vektor ganges pa en matrix

a) Matricen bestar dbenbart af alle koefficienterne, skrevet pa deres pladser, men uden
de ubekendte. Disse er til gengaeld samlet i en vektor, der tilsyneladende skal ganges
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pa. Kan du forklare hvordan vektoren ganges pa matricen, sa vi far de oprindelige tre
ligninger med tre ubekendte?
b) Prgv at opskrive fglgende ligningssystem som en matrixligning:

4.x-3-y=6

2-x+3-y=12

I afsnit 2.2.2 fandt vi ud af, at Igsningen til ligningssystemet i ovenstdende gvelse
kunne skrives med determinantsymbolet sdledes:

¢, b, 6 -3 a ¢| |4 6

_le b2=‘12 3|_54_5 y =2 sz‘z 12‘=E=2
a b |4 -3 18 a b 14 -3 18
a, b, ‘2 3‘ a b ‘2 3‘

N&r man ser en formel som denne fra saetning 2.2, sa far man let den tanke: Kunne det
ikke bare generaliseres sa vi kan opstille en formel for 3 ligninger med 3 ubekendte?

Og videre endnu med 4 ligninger med 4 ubekendte, 5 ligninger... , n ligninger med n
ubekendte?

Og svaret er bekraeftende: Det kan man.

Saetning 2.3 Lgsning af 3 ligninger med 3 ubekendte med determinantmetoden
For tre ligninger med tre ubekendte, som den vi startede med:

ax+by+c,z=d,

a,x+by+c,z=d,, er lgsningen:

a;x+by+c,z=d,

dl bl Cl a1 dl Cl a1 bl dl
dZ bZ CZ aZ d2 CZ aZ b 2 d2
d3 b3 C3 a3 d3 CS a3 b3 d3
= a1 bl Cl ' y - al bl Cl ' 7 a1 b 1 Cl
aZ b 2 CZ aZ b2 CZ aZ bZ CZ
a3 b 8 C3 a3 b3 C3 a3 b3 C3

under forudsaetning af, at ligningssystemets determinant+ 0

Problemet er selvfglgelig, at vi ikke har forklaret, hvordan man udregner 3 x 3 determi-
nanter. Det illustrerer vi med udregning af ligningssystemets determinant:

al bl C1
a b, ¢gl=a-b,-c;+b-c,-a;+c¢,-a,-b;—-a,-¢c,-b;-b -a,-¢c;-¢; b, a,
a; by G

Ovelse 2.18 Udregning af en 3 x 3 determinant
a) Anvend formlen til at udregne determinanten for ligningssystemet:
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6x -4y +2z=5

7x+y-2z=1

4x +3y +62 = -2
Du skal fa 306.

Formlen for 3 x 3 determinanter kan lettest huskes og anvendes ved at opskrive to tal-
blokke efter hinanden, og derefter fgrst udregne produktet af de tre fgrste diagonaler
skrat ned til hgjre (de sorte streger), som derefter adderes, og sa udregne produktet af
de sidste tre diagonaler skrat ned til venstre (de rgde streger), som alle subtraheres.
al bl Cl a1 bl Cl
a b ¢ a b q
a by ¢ a by g

dvs: a-b,-c;+b -c,-a;+¢ -a,-by-a, -c,-b;-b,-a,-¢c;-¢,-b,-a5
b) Udregn de gvrige tre determinanter, og bestem lgsningerne x, y og z.
Du skal fa: x=ﬁ, y:_zl, 7z =7

306 306 306

(Lgsningerne kan reduceres, men det er ikke s& interessant her)

2.5 Kan metoden generaliseres?

Generelt kan ethvert ligningssystem af n ligninger med n ubekendte Igses ved denne
metode, safremt ligningssystemets determinant er forskellig fra 0. Hvis den er 0 svarer
det til, at ligningssystemet har ingen Igsninger, eller uendeligt mange Igsninger.

Det er teoretisk elegant, at vi som i saetning 2.3 kan opskrive Igsningerne til et lignings-
system i én formel. Formlerne kaldes Cramers formler, opkaldt efter den schweiziske
matematiker Gabriel Cramer (1704-1752).

I praxis er formlerne mere problematiske at bruge. I afsnit 2.2 sa vi at en 2 x 2 deter-
minant har 2 led. Men i afsnit 2.4 s3 vi, at en 3 x 3 determinant har 6 led.

Antallet af led kan ogsa angives som 32 = 3!. Og for en 4 x 4 determinant bliver antal-
let af led4!= 4.3 -2 = 24. Det system fortsaetter faktisk. Det fortaeller blandt meget an-
det, at metoden anfgrt ovenfor til udregning af en 3 x 3 determinant ikke kan generali-
seres. Og det Igber hurtigt Igbsk — en 5 x 5 determinant har5!= 5-4.3.2 = 120led. S
til den praktiske Igsning af mange ligninger med mange ubekendte ma der findes nye
metoder.

Men hele dette felt er starten pd det matematiske omrade der hedder matrixalgebra. 1
kapitel 3 giver vi en indfgring i dette emne.
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3. Matrix-algebra
3.1 Matricer

En matrix er en talblok, der bestar af a, a, a, a, a, |
vandrette raoekker og lodrette sgjler, op- 3, @, ay o, a,, r alj‘
skrevet fx saledes. a, @, a, a, a,
Koordinaterne hummereres med to indi- A= a, @, d; i .. a, s
ces, hvor reekkenummeret skrives fgrst. : : : Do a3
a,, er tallet i den 3. raekke og 4. sgjle a. a. a. a a3 :

L “m1 m2 m3 m4 mn _|
En matrix som den opskrevne her kaldes v T | Gy |
for en mxn-matrix. De betegnes normalt (2, a, a, .. a,] den j'te
med store bogstaver, som her: A sojle

den i‘te raekke

Matricen M her er et eksempel pa en sakaldt 2 3
4 x 2 -matrix (laeses "4 kryds 2 matrix”), 1 -3 1 2 3
fordi den bestdr af 4 reekker og 2 sgiler. 10 4 N=14 5 6
N er et eksempel pa en kvadratisk matrix -11 6 7 8 9

I dette kapitel vil vi begraense os til kun at se pa sakaldte kvadratiske matricer — dvs.
matricer med samme antal raekker og sgjler. Herunder ses tre eksempler pa kvadratiske
matricer:

-1 9 4 1 2 -5 -5 2 6
{7 0} 1 1 -1 4 21 3 4
2 x 2 -matrix 0 -2 0 0 0 10 12
3 4 5 -7

3 x 3-matrix
4 x 4 -matrix

3.2 Regning med matricer

Man kan indfgre forskellige regneregler for regning med matricer. Hvis to matricer har

samme stgrrelse, kan de adderes, subtraheres og endda multipliceres. Og almindelige

reelle tal kan ganges pa en matrix. Eksemplerne her viser, hvordan det ggres. Lad ma-
tricerne A og B veere givet ved:

-2 -5 4 0 2 5
A=13 1 O B=12 3 7
7 2 4 -7 9 11

Et tal ganges pa en matrix

-2 -5 -4] |6:(-2) 6-(-5) 6:(-4)| [-12 -30 -24
6-A=6-{3 1 0|=| 63 61 6.0 (=18 6 0
7 2 4 67 62 64 42 12 24
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Matrixaddition

2 5 4] [0 2 5] [-2+0 -5+2 -4+5| [-2 -3 1]
A+B=|3 1 0|+ 2 3 7|=| 3+2 1+3 0+7|=|5 4 7
7 2 4| |-7 9 11] _7+(—7) 2+9 4+11 0 11 15|
Matrixsubtraktion
-2 -5 4] [0 2 5] [-2-0 -5-2 -4-5] [-2 -7 —9]
A-B={3 1 0|-|2 3 7|=| 3-2 1-3 0-7|=|1 -2 -7
7 2 4] |-7 9 11] _7—(—7) 2-9 4-11 14 -7 -7
Matrixmultiplikation
-2 -5 4|[0 2 5
AB=3 1 0|2 3 7
7 2 4|7 911
—20+(-5)2+(-4)}(-7) -22+(-5)3+(-4)9 -25+(-5)7 +(-4)11
=|  30+12+0(-7) 32 +13+09 35+17+011
70+22+4( 7) 72+23+49 75+27 +411
18 —55 -
—24 56
Ovelse 3.1

Kig godt pa multiplikationseksemplet ovenfor. Hvordan ganger man to matricer sam-
men? Hvad er regneteknikken?

@velse 3.2 Kommutative, associative og distributive regneregler
a) Hvis du har glemt det, s sl& op pa nettet, hvad de omtalte begreber betyder.
a) Beregn M+ N og N+ M

-1 4 |11 =7 p- -2 -4
2 5/ |3 4] |1 o0
c) Beregn M.-Nog N-M

d) Hvad forteeller ovenstaende udregninger dig om matrix-addition og -multiplikation?
Hvad geelder tilsvarende om regning inden for de reelle tal?

Lad fglgende 2 x2 matricer veere givet: M :{

e) Den associative regel gaelder bade for addition og multiplikation blandt de reelle tal.

Undersag, gerne med brug af vaerktgj, om det samme er tilfeeldet for matricer.
f) Blandt de reelle tal geelder den distributive regel: a-(x+y)=a-x+a-y. Undersgg,
gerne med brug af veerktgj, om det samme er tilfaeldet for matricer.

35



En kvadratisk matrix med ettaller i diagonalen og nuller pa alle andre positioner kaldes
for en enhedsmatrix I. Her er tre eksempler:

{0 o 1000

IfE ﬂ I,=|0 1 0 14:8(1)(1’8
0 01

0001

@velse 3.3 Multiplikation med enhedsmatricen
Lad matricen A veere givet ved:

3 -1 1
A=|-6 7 -3
2 7 4

a) Beregn matrixprodukterne A«I;og I;+A. Hvorfor tror du, at matricer med ettaller i
diagonalen og 0’er pa andre positioner kaldes for enhedsmatricer?

Indenfor de reelle tal har alle tal a # 0 en invers mht multiplikation. Tallet skrives a™.
Den inverse er defineret ved, at der geelder: a-a'=1o0g a'-a=1.

Vi siger nu tilsvarende, at en matrix A har en invers matrix B, hvis der galder, at:
AB=BA=1

Findes der en sddan matrix B, betegnes denne A™.

Argumenter for, at i sa fald er A samtidig den inverse til B, dvs A =B".

Vi taler derfor om, at de er hinandens inverse.

@velse 3.4 Der findes hgjst én invers til en matrix A
Antag bade B og C er inverse til A, dvs.: AB=B:A=1 og AC=C.A=1I
Forklar nu hvert trin i fglgende udregning:

B =Bl = B{(A:C)=(B-A)}C=I.C=C

Konklusionen er altsd, at B og C er samme matrix. Sa der findes hgjst én.

Ovelse 3.5 Taleksempel pad invers matrix

1
Vis at matricerne A=| 1 2| o0g B= [ 0 12} er hinandens inverse.

1 0

For 2 x 2 - matricer er det nemt at bestemme den inverse matrix, hvis den findes.

Farst defineres determinanten for en matrix A = [a

. ﬂ som tallet: det(A)=ad - bc
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Saetning 3.1 Den inverse matrix til en 2 x 2 - matrix

a b

Hvis det(A)=ad - b-c for en matrix A= d} er #0, s§ har A en invers.

c
d -b
Formlen for den inverse er: Al = detgA) dei;(A)

| det(A) det(A)

@velse 3.6 Bevis satningen
Bevis ovenstaende pastand ved at vise AA?' =1, og A'A=1,

@velse 3.7 Beregn inverse maricer
Beregn den inverse matrix til hver af fglgende tre matricer:

Q:{B 1} R:{O 2}, W:{lz 4}
-2 2 10 2 1

Ovelse 3.8 Determinanten af et produkt
a) Vis, gerne med brug af vaerktgj, at det(Q) det(R) = det( -Q R)
b) Vis tilsvarende, at det(Q) det(W3 det( -Q W)

c) Denne egenskab ved determinanten gaelder generelt. (I videregdende matematik
udtrykker man dette ved at sige, at determinanten er en homomorfi).

Ovelse 3.9. Hvis matricen A har en invers, sa er determinanten = 0.
a) Forklar forskellen pa de to udsagn:

1. Hvis determinanten for en matrix A er = 0, s§ har A en invers.
2. Hvis matricen A har en invers, s§ er determinanten = 0
De to udsagn kan opskrives symbolsk sdledes:
1. det(A) =0 = A har eninvers
2. Ahar eninvers = det(A) =0

b) Kan du finde et andet udsagn, hvor man ikke bare kan “vende pilen om”?
c) I dette tilfeelde er begge pastande faktisk sande.
1. ervisti saetning 3.1.

2. Bevis for 2): A har en invers, s A-A™ = I,. Anvend nu gvelse 3.8:
AAT = I, = det(A-A1) = det(l,) = det(A)-det(A™*) =1.

Forklar udregningerne
Begrund, at vi nu kan konkludere, at det(A) = 0.
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@velse 3.10 Matricer uden inverse

_2} . Udregn det(S).

a) Givet S = E

b) Hvad kan du konkludere?

Matricer, der ikke har en invers matrix kaldes for singulaere matricer.

@velse 3.11. Lgsning af 2 x 2 - ligningssystemer med matrixregning
Vi vil nu demonstrere ved "h&ndregning”, hvordan man Igser et ligningssystem som:
3x+2y =8
3x -2y =4
med matrixalgebra.
a) Opstil ligningssystemet saledes:
{3)( " Zy} = {8} og omskriv til matrixform {3 2 Hx} = [8} (*)
3x -2y 4 3 2|y 4
Matricen pa venstre side kalder vi for koefficientmatricen, idet den jo betegner koeffici-
enterne foran de ubekendte x og y. Nu er ideen fglgende:
Kald matricen for A, vektoren med de ubekendte for v og talvektoren for b.
S& kan (*) opskrives saledes:
Av=>b
b) Vis, at A har en invers ved at udregne determinanten. (Du skal fa -12)
c) Forklar nu hvert trin i fglgende udregninger:

A-v= B@A-l-(A-V) =At b (ANA)v=AT bol, v=A' bev=A"b (%)
d) Bestem den inverse matrix til koefficientmatricen A vha satning 3.1, og vis at
. (11
3 2 |6 6
G S
4 4
Indsaet i (**) og vis endelig, at
11
X| |6 6 8| |[2
MEHEEHER
4 4

Det var en meget simpel ligning, men er det(A) = 0 kan vi altid gennemfgre dette

Ovelse 3.12 Lgs pa vaerktgjsprogram

P& dit vaerktgjsprogram opskriver du bare gangestykket og far resultatet!

Ger det med ovenstaende ligningssystem.

Det er jo nemt og hurtigt. Men bag det ligger altsd udregninger som i gvelse 3.11.
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3.3 Determinanter.

I kapitel 2, afsnit 2.4 forklarede vi, hvordan man kan udregne en 3x3 - determinant ved
at opstille to kopier af talblokken, og s& gange langs diagonalerne. Men den slags defini-
tioner, der ikke kan generaliseres til en 4x4 — determinant og videre, er ikke sa produk-
tive, og giver ingen seerlig indsigt i, hvad en determinant egentlig er.

Man kan definere determinanter pa forskellige m&der. Her vil vi ggre det induktivt, dvs
skridt for skridt, hvor hvert nyt skridt bygger videre pa det forudgaende.

1. trin: en 2x2 —determinant A, = a b udregnes saledes:
c

det(A,) = ad - bc

a1 bl Cl
2. trin: en 3x3 -determinant A, =|a, b, c,| udregnes sdledes:
a3 b3 C3
b, c a, ¢ a, b
det(A)=a,-|.,> ?|-b > ?l+¢ -2 2
b3 C3 a3 C3 a3 b3
a1 bl Cl dl
a b, ¢, d
3. trin: en 4x4 —determinant A, =| 2 ? 2 2| udregnes sdledes:
a3 b3 C3 d3
a, b, c, d,
b 2 CZ d2 aZ C2 d2 a2 b 2 d2 a2 b2 C2
det(A,)=a,-b; ¢; d;|-b,-|la, ¢ d;|+c -la; by d;|-d, -la; b, ¢
b, ¢, d, a, ¢, d, a b, d, a b, c,

osv.

@velse 3.13 Definitionen er induktivt opbygget
a) Forklar hvad der menes med at definitionen er induktivt opbygget, og specielt, hvor-
for definitionen af det(A,) giver mening.

b) Forklar ud fra definitionen, hvorfor der er 6 led i det(A,), 24 led i det(A,), og gene-
relt, at der er n! (n fakultet) led i det(A,).

c) Hvor mange led er der i det(A,;)?

Vi kan hurtigt Igbe tgr for bogstaver til de enkelte matrix-koordinater, s& derfor indfgrer
man en anden systematik. En koordinat er bestemt af et reekke-nummer i/ og et sgjle-
nummer j. I stedet for at tage nye bogstaver i brug, sa betegnes koordinaten pa denne
plads a;. Det er altid reekke-nummer fgrst, sgjlenummer sidst.

Men hvad med fortegnene? Det bestemmes af indeks for det tal der ganges pa under-
determinanter. Er dette tal g, s3 er fortegnet + (positivt), hvis i — j er et lige tal, og -

(minus), hvis i — j er et ulige tal. Den regel er seerlig vigtig at huske, fordi vi faktisk kan
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veelge at udvikle determinantudregningen efter en anden raekke end den fgrste, som vi
gjorde ovenfor. Udvikler vi efter raekke nr. 2 far vi:

bl Cl dl a1 Cl dl al b 1 1 a1 bl Cl
det(A))=-a,-|b; ¢, d;|+b,-|la, ¢c; d;|-c,-la; by, d;|+d,-|la, b, ¢
s Ca d4 a ¢ d4 a, b4 d4 a, b4 Cy

@velse 3.14 Systematikken i opskrivningen

a) Forklar hvorfor fortegnene er som de star skrevet.

b) Redeggr for systematikken i, hvad der indgar i under-determinanterne, ved fx at for-
klare, hvordan determinanterne opskrives, hvis vi udvikler efter 3. raekke.

Vi vil ikke her bevise, at disse udviklinger af determinanterne efter forskellige raekker
faktisk giver samme resultat. Det er ikke kompliceret matematik, men det er teknisk lidt
indviklet. Hvorfor er det interessant? Det er det, fordi man i store determinantudregnin-
ger ofte har raekker med mange nuller. Udvikler man efter en sddan raekke, vil hele ud-
regningen bliver reduceret betydeligt.

Ovelse 3.15. Beregn en 3 x 3 - determinant
Beregn ved brug af definitionen ovenfor determinanten af matricen:
3 -1 1
A=0
2

7 0
7 4

Ovelse 3.16 Invers matrix pa veerktgj

Undersgg, hvordan man finder inverse matricer i dit CAS-vaerktgj og find den inverse til
3 x 3 matricen A fra forrige opgave.

Generelt kan ethvert ligningssystem af n ligninger med n ubekendte lgses ved denne
metode, safremt koefficientmatricen A ikke er singulaer. Hvis A er singuleer svarer det
til, at ligningssystemet har ingen Igsninger, eller uendeligt mange Igsninger. En af de
mest elegante mader at anvende matrixalgebra til Igsning af ligningssystemer er ved
hjeelp af de sakaldte Cramer-formler. De er opkaldt efter den schweiziske matematiker
Gabriel Cramer (1704-1752). Cramers formel for Igsning af et ligningssystem bestdende
af to ligninger med to ubekendte er faktisk blot determinantmetoden, som vi stgdte pa
tidligere.
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Cramers formel for to ligninger med to ubekendte
a,x+by=c

Ligningssystemet:
a,x+b,y=c,

Cl bl al Cl

: ¢, b a ¢

har lgsningen: X =122 , Y =122
al bl a1 bl

a2 bZ aZ b2

Vi bemaerker her, at Cramers formel giver praecis det resultat vi tidligere kom frem til
vha. determinantmetoden for Igsning af to ligninger med to ubekendte.

Ovelse 3.17
Benyt Cramers formel til at Igse fglgende ligningssystem, som vi har set pa tidligere:
3x+y-11=0
2x -3y +11=0

Cramers formel for tre ligninger med tre ubekendte
ax+b-y+c-z=d,
Ligningssystemet: a, x+b,y +c,,z =d,
a; X + b,y +c;z =d,

d b c a d, c a b, d

d, b, ¢ a d, ¢ a, b, d,

. d, b, c a, d, c a b, d

har Igsningen: x==2_3 3 y_.3 3 3 ;_13 3 3
al bl Cl al bl 1 al bl Cl

aZ b2 C2 a2 b2 C2 a2 b 2 C2

a3 b3 C3 a3 b3 C3 a3 b3 C3

Ovelse 3.18

Benyt Cramers formel for en 3 x 3 -situation til at Igse dette ligningssystem. Kontroller

dit svar med en solve-kommando (det er nemt at komme til at lave regnefejl, ndr man
udregner determinanten af 3 x3 matricer!):

3x+y =11
-X -5y +2z =153
y+7z=17

Ovelse 3.19

Hvad er mon systemet i Cramers formler? Kan du regne ud, hvordan Cramers formel for
fglgende ligningssystem med fire ligninger og fire ubekendte ser ud?
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axX+bry+crz+dw=e,
a,x+b,y +c,,z+d,w =g,
a;yx+byy+cyrz+d,w=¢e
a,x+b,y+c,z+d,w=e,

Selvom det er elegant at kunne opskrive en formel for Igsning af et stort ligningssystem,
sa vokser antallet af operationer i en praktisk brug heraf ud over alle greenser. Der er
derfor udviklet en forholdsvis let handterlig metode / algoritme til Igsning af vilkarligt
store ligningssystemer, som ikke behgver at vaere kvadratiske. Det betegnes Gauss-eli-
mination efter den matematiker, der fgrst udviklede og anvendte teknikken. Du kan
leese mere om det her-link til 3-1.
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TRAK VIRKSOMHEDERNE IND | UNDERVISNINGEN

4.
Linezere afbildninger
— intro til lineaer algebra

Moving Scaling

Nar man arbejder med geometriske objekter, kan man i forskellige sammen-
haenge onske at foretage operationer som de, der er angivet pa illustrationen:
At parallelforskyde objektet eller dreje det, at skalere det op eller ned - eller
at skaevvride det uden at adelaegge det. Alle sddanne operationer pa
geometriske objekter kalder vi afbildninger for at skelne dem fra funktioner, der
er operationer pa tal. Eksemplerne ovenfor er seerligt ”pasne” afbildninger

i den forstand, at de kan beskrives pa en simpel made ved hjeelp af matricer.
Disse operationer kaldes for linezere afbildninger. Begrebet, der gives en
forklaring i det falgende, ma ikke forveksles med begrebet lineaere funktioner.

lllustration er lant fra CODE Industry.

U

| 4

matematik
i arbejde

A
CE



4. Lineaere afbildninger - intro til lineaer algebra

Bemeerk, at i dette kapitel angiver variable, skrevet med fed og uden kursiv vektorer. a er en vektor.

4.1 Matrix-vektor-multiplikation

En matrix er en rektangulaer tabel fyldt med tal. Hvis matricen har m raekker og n s@j-
ler siger vi, at matricen er en mx nmatrix. Sgjlerne i sddan en mxn matrix er vektorer
med m koordinater. Hvis A=[a,a,....a, | er en mxn matrix med sgjler a,a,,...,a,0gd

hvis xeR" kan vi definere produktet A.xaf matricen med vektoren ved

Xy

a

n=—n

A-x=[aa,..a,]-x=[a,a,...3,] X:Z = X,@; + Xp8y + .+ X

Xn

Man ganger altsd en matrix med en vektor ved at gange hver af vektorens koordinater
med de vektorer som danner sgjlerne i matricen. Leeg godt meerke til, at dette kun kan
lade sig gare hvis der er preecis lige sa mange koordinater i vores x -vektor som der er
sgjler i matricen A. Resultatet af produktet blive sa en vektor der har lige s& mange ko-
ordinater som der er raekker i matricen A.

Enhedsmatricer

Nar vi regner med almindelige reelle tal er der to tal der udmaerker sig ved nogle helt
specielle egenskaber.

Tallet "1” har den egenskab, at der for alle tal x geelder 1-x = x
Tallet "0” har den egenskab, at der for alle tal x geelder 0+ x = x..
I forhold til multiplikation har tallet “0” ogsa en meget karakteristisk egenskab, nemlig
0-x=0
N&r vi har med matrixmultiplikation at ggre findes der en analogi til begge disse saerlige
tal. For det fgrste findes der en nxn enhedsmatrix:
1000
0100
"“lo o .o
00 .- 1
Denne matrix fungerer ligesom 1-tallet, idet der for alle vektorer x med n koordinater
glder:
I, -x=x
De to enhedsmatricer vi isaer far brug for er
100
Izz{l 0}09@:0 0
0 1

01 !
0
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Qvelse 4.1
Vis at bade I, og I; fungerer som "1-tal” ved at gange dem pa vilkarlige vektorer med

hhv. 2 og 3 koordinater

B B i

1 0 0j|a b c abc||1 00
0 10(|de f|, |def|-|]O1O
10 0 1)|g h i g h i|]0 01
Nulvektorer
0
Nulvektoren med n koordinater er defineret ved 0 = 0 og for alle mxn matricer A
0

gelder der A-0 =0 (argumentér for dette)

Rakke-sgjle-reglen til beregning af A-x
Hvis produktet A-x er defineret, kan man beregne den j'te koordinat i resultatet ved
at tage summen af produkterne af elementerne i den i'te raekke i A med de tilsvarende
koordinater i vektoren x. Det lyder mere kompliceret end det er s lad os lige vise det
med et eksempel:

12 1|2 1.2+2-0+(-1)-(-1) 3

30 1(.|/0|=| 3-2+0-0+1-(-1) |=1|5

11 1]|-1 1.2+1-0+1-(-1) 1

Qvelse 4.2
Beregn matrix-vektorprodukterne herunder. Prgv bade at bruge definitionen og raekke-
sgjlereglen:

3N 8 1 1] |
ST o [81 1]
0 7 1
I den fglgende gvelse far vi brug for at kunne gange en matrix A med et tal c. Dette
ggres ved at gange tallet ind pa alle pladser i matricen. Som fx. her for en 2x2-matrix:

c[X V)_(cx cy
z w) \c-z cw
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Ovelse 4.3

Vis, ved at bruge definitionerne og udregne hgjre og venstre side hver for sig, at fgl-
gende to regneregler geelder for matrix-vektor-produkter:

A-(u+v)=Au+Av
A-(c-u)=c-(A-u)

Vink: Start med at vise reglerne for 2x2 matricer og 3x3 matricer (og tilhgrende vektorer med
hhv. 2 og 3 koordinater) og overvej s§, at det gaelder generelt

4.2 Lineaere afbildninger og Matricer

En afbildning er en slags generaliseret funktion, hvor man i stedet for at have tal som
"input” fra definitionsmangden og tal som “output” i vaerdimangden kan have forskel-
lige andre matematiske objekter. De afbildninger f vi isaer skal interessere os for, er af-
bildninger hvor bade Dm(f) og Vm(f) er vektorer. Specielt viser det sig, at afbildnin-

ger af typerne

Matrixafbildninger: f(x)=A-x

Affine afbildninger: f(x)=A-x+b

hvor A er en 3x3 matrix og b er en vektor med 3 koordinater, vil veere meget vigtige i

behandlingen af data fra bl.a. Trios scanneren.

I de folgende afsnit er det overalt underforstaet, at bade definitionsmaengden og vaerdi-
mangden for de omtalte afbildninger bestar af vektorer med n koordinater, dvs. at

bade input og output er vektorer i talrummene R”.

Definition En afbildning T kaldes lineaer hvis den opfylder de to krav
1) T(u+v)=T(u)+T(v) for alle u,vi definitionsmaengden for T

2) T(c-u)=c-T(u) foralle tal c og for alle u i definitionsmaengden for T

Ovelse 4.4
Vis, at for enhver lineaer afbildning T gaelder: T(0)=0.

Ovelse 4.5
Lad b =0 - hvor 0 er nulvektoren i talrummet R”
Vis, at en affin afbildning f(x) = A-x+b ikke er lineeer.

Vink: Vis f.eks. at f(x+y) = f(x)+ f(y)

Qvelse 4.6
Vis, at for en linezer afbildning T geelder der for alle vektorer u,v og for alle tal ¢ og d:
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T(c-u+d-v)=c-T(u)+d-T(v)
Argumentér for, at dette kan generaliseres til:
T(CL-Vy+Cy Vy+uatC -V ) =C - T(Vy)+Cy - T(Vy)+ea+C - T (V)

Ovelse 4.7
Vis, at enhver matrixafbildning 7 (x) = A-x er en linezer afbildning

Vink: Brug regnereglerne for matrix-vektorprodukter fra opgaven ovenover.

I gvelse 4.7 sa vi, at alle matrixafbildninger er linesere afbildninger. Vi skal nu se, at det
omvendte faktisk ogsd gaelder: Hvis man har en linezer afbildning T, sa findes der altid
en matrix A, sa der gaelderT(x) = A-x. Denne matrix kaldes standardmatricen for den

linezere afbildning, og den findes ved hjzelp af:

Saetning om den specielle sgjleregel

Hvis T er en lineser afbildning fra talrummet R”til talrummet R™, s3 findes der en
entydigt bestemt mxn matrix A sd

T(x)=A-xfor alle x e R"
Matricen A kan findes ved den specielle sgjleregel:

A=[T(e;) T(e;) - Tle,)]
Her er e; vektorerne (sgjlerne) i nxn enhedsmatricen I,. Man finder altsd matricen A
bare ved at seette alle standardbasisvektorerne e;ind i den linezere afbildning T, af-

laese resultaterne T (e;)og sa bruge dem som sgjler i matricen A.

Bevis

Enhver vektor x med n koordinater kan skrives x=x; -€; + X, -€, +...+ X

n-©

n
Tager vi T pa begge sider og benytter, at T er lineser finder vi:
TX)=T(X;-€ +X,-€+...4X,-€) ) =X, -T(e)+X,-T(ey)+...+x,-T(e,)
Kigger vi nu pa resultatet til hgjre kan vi omskrive dette ved at bruge definitionen pa
matrix-vektor multiplikation:
Xy
X, T(e))+X,-T(e))+..+X,-T(e,)=[T(e) T(e))... T(e,)]- X

Xn

Men dette udtryk er jo netop matrix A fra saetningen ganget med vektor x og vi har
derfor

T(x)=A-x med A=[T(e,) T(e,) - Tf(e,)]
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Matricen A for en lineaer afbildning kan altsd opskrives, nar vi ved, hvad den gor med
basisenhedsvektorerne: Disse skrives simpelthen op som sgjlerne i en matrix.

Vi antager at afbildningerne i de fglgende gvelser er linesere (det kan man bevise at de
er!) og gver os i at bruge den specielle sgjleregel til at finde matricen for afbildnin-
gerne.

Ovelse 4.8 Rotationer i 2D

a) Find matricen for dén lineaere afbildning der roterer alle punkter i R? 30 grader i
positiv omlgbsretning

b) Find matricen for den matrix der roterer alle alle punkter i R?> v grader i positiv
omlgbsretning

Ovelse 4.9 Spejlinger i 2D
a) Find matricen for dén lineaere afbildning der spejler alle punkter i R? i linjen
y=X

b) Find matricen for dén linezere afbildning der spejler alle punkter i R? i linjen
y =a-x hvor a er et vilkarligt tal

@velse 4.10 Projektioner i 2D

a) Vis, at projektionen af punkter (stedvektorer) pa en fast vektor er en linezer af-
bildning

b) Find matricen for dén lineaere afbildning der projicerer alle punkter i R%pa vekto-

ren b = [1J
1

@velse 4.11 Beregninger af afbildningen af en bestemt vektor

Lad e, = [(l)j 0og e, = Gj veaere de sadvanlige basisvektorer og lad y,; = [9 0gy; = [—61j

Lad T veere den linesere afbildning der sender e, overi y, og e,overiy,
5 X1

a) Bestem T b) Bestem T
-3 X5

Det kan godt vaere sveaert at forestille sig, hvad en linezer afbildning “gar” ved vektorer
og/eller mangder, der saettes ind i den. For at ggre det lidt mere synligt kan man lade
den lineaere afbildning virke pd alle punkter i et geometrisk objekt som f.eks. et rektan-
gel, en linje eller en cirkel. De fglgende gvelser forsgger at illustrere lineaere afbildninger
pa denne made.
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Ovelse 4.12

a) Argumentér for, at linjestykket / mellem punkterne A og B kan beskrives ved
parameterfremstillingen

I: p(t)=Q1-t)-OA+t-OB , te[0;1]
Hint: Gang parentesen ud, roker rundt og anvend indskudssaetningen.
b) Vis, at hvis /| er linjestykket mellem punkterne A og B og T er en lineaer afbild-
ning sa vil T (/)vaere linjestykket mellem punkterne T(ﬁ) og T(@) Hint: Brug
parameterfremstillingen fra a).

c) Forklar hvorfor parallelle linjestykker /, og [, vil give parallelle linjestykker T(ll)
og T(/,)

Ovelse 4.13 Afbildning af et rektangel

Lad F veere et rektangel i R?

a) Diskutér ved at anvende den specielle sgjleregel hvilke muligheder der vil
veere for udseendet af T (F)

I Geogebrafilen ” lineaere afbildninger af enhedskvadratet.ggb”, der kan hentes her:
https://www.geogebra.org/m/d3mejsys eller direkte her- link til 4-1, kan du justere pa
tallene i en 2x2 matrix og se billedet af enhedskvadratet under afbildningen T (x)=A-x

! L 8 =
c=28 Afbildningsmatrix : A = BT
— 2.9 2.1

,
’ y
. \ 4
: /l
N g

5 5 4 B 2 41 0 1 2 3 a 5 [ 7 8

b) Undersgg om dine konklusioner fra a) passer pa denne situation

Ovelse 4.14 Afbildning af en cirkel
I Geogebrafilen ” lineaere afbildninger af enhedscirklen.ggb”, der kan hentes her:

https://www.geogebra.org/m/bv85a2vb eller direkte her- link til 4-2, kan du justere pa
tallene i en 2x2 matrix og se hvordan det aendrer billedet af enhedscirklen under afbild-
ningen:
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a) Hvilken figur bliver billedet af enheds- [ leedls |
cirklen generelt? ESEHREE

b) Kan du fa billedet (det bla omrade) af e
enhedscirklen til igen at blive en cirkel?

c) Hvad ma man kraeve om tallene
a,b,c og d i matrix A?

L 153 4
AFsildningimetiiz T A= ( e )

d) Prov at lade a=d=0,5 og b=c=0.
Hvad bliver billedet af enhedscirklen nu?

Ovelse 4.15 Afbildning af trekanter
I Geogebrafilen "linezere afbildninger af trekanter.ggb”, der kan hentes her:
https://www.geogebra.org/m/gwhfcena , eller direkte her- link til 4-3, kan du justere

tallene i en 2x2 matrix (a

Sj og se, hvordan det andrer billedet af selvvalgte trekanter
c

under afbildningen. Du veelger hvordan inputtet (den bl3 trekant) skal se ud bare ved at
traekke i hjgrnerne af den, og som saadvanligt kan du selv justere matrix A’s elementer
med skyderne. Outputtet - altsa billedet af den bla trekant - er den rgde trekant

a) Kan du fa den bla og den rgde tre- ”o

kant til at have et faelles hjgrne?
b) Prgv at teekke en af den bl3 trekants s
——

hjgrner hen i punktet (0,0) - hvad sker
der? Sker det samme hvis du veelger et spemmaretae ([0
af de andre hjgrner?

Veelg nu en tilfseldig bld trekant og hold
den fast.

c) Kan du justere pd matrix A’s tal sa
den rgde trekant bliver et spejlbillede
af den bl&?

4.3 Inverse matricer og inverse afbildninger
Givet en afbildning f. Hvis der findes en afbildning g, der s& at sige ophaver virkningen
af f, kaldes denne for den inverse afbildning til f. Med “ophasve” mener vi:

e Hvis f(x)=y, sd er g(y)=x. Er det tilfeeldet, er f(g(y))=y og g(f(x))=x

Hvis en sadan afbildning g findes, kan vi se, at f og g indgar helt symmetrisk, sa vi siger
0gsa, at de er hinandens inverse. En afbildning, der har en invers, kaldes invertibel.
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Ovelse 4.16

a) Begrund at enhver rotation om origo er en invertibel afbildning. Hvad er den
inverse afbildning til en given rotation med v grader?

b) Begrund at spejling i en vilkarlig linje gennem origo er en invertibel afbildning.
Hvad er den inverse afbildning til en given spejling?

c) Begrund at projektion pa en vilkarlig ret linje gennem origo ikke er en inverti-
bel afbildning. (Hint: overvej hvilke(n) vektor(er) der projiceres ned pd ét bestemt
punkt p8 linjen)

En lineaer afbildning f(x) = A-x er invertibel, preecis ndr matricen A hgrende til f er in-
vertibel, hvilket er tilfaeldet, ndr der findes en invers matrix A~ saledes at
A-AT=A"A=1

Ved hjzelp af A" kan man nemlig let "ophaeve” virkningen af f, sdledes:

A-x=y giver: AL A x=Al.yo Il x=A'yox=Aly

Med andre ord kan afbildningen f(x)=A-x inverteres sdledes

f(x)=A-x=y > x=A'"y
Dvs den inverse afbildning til f er den afbildning, der er repraesenteret ved den inverse
matrix A™1:

Fiy)=ATty
Der geelder altsa specielt, at den inverse afbildning ogsa er linezer idet den er en matrix-
afbildning repraesenteret ved den inverse matrix 4.

For 2x2-matricer viser det sig, at der findes en simpel opskrift pa den inverse matrix,
nar den findes:

Saetning: Formel for den inverse til en 2x2 matrix

For en 2x2 matrix A = (a 2] geelder, at hvis tallet (determinanten) det A =ad -cb er
C

forskellig fra 0, sa er A invertibel og den inverse matrix A er givet ved formlen

- detA |—c

Al 1 (d _:] , detA=ad-cb=0

Ovelse 4.17 Bevis saetningen
Vis ved direkte beregning, at for Aog A™' som beskrevet i seetningen gaelder der
A-At=1 og A'-A=1I,

n
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Ovelse 4.18

Givet matricen A = G ij og vektoren y = ( 71)

a) Vis, at A er invertibel og bestem den inverse matrix A™

b) Lgs ligningen A-x=y ved brug af den inverse matrix A™

Ovelse 4.19 Rotationsmatricer og deres inverse
. . 0 . . cos(v) -sin(v)
Matricen for en drejning pa v grader om Origo er givet ved R, =|
sin(v) cos(v)
a) Beregn determinanten detR, og forklar hvorfor rotationsafbildninger generelt er
invertible.

b) Nedskriv direkte, uden at regne, den inverse matrix RV*1
c) Beregn den inverse R, ved at bruge satningen ovenfor

d) Sammenlign de to udgaver af R, ™. Hvad geelder abenbart om cos(-v)? og hvad

geelder der om sin(-v)?

Man kan beskrive en rotation med den dobbelte vinkel 2v pa to forskellige mader, nem-
lig én rotation med vinklen 2v eller 2 rotationer med vinklen v. Der gaelder altsa

R2v = Rv ’ Rv
e) Nedskriv matricen R,, og beregn produktet R, - R,

f) Brug de to resultater fra e) til at udlede fglgende formler for sinus og cosinus til
dobbelte vinkler:

sin(2v) =2sin(v)cos(v) , cos(2v)=cos®(v)-sin’(v)

Ovelse 4.20 En linezer afbildning fra R3til R®

T(x) = A-x er en linezr afbildning fra R3til R®. Hvor mange raekker og sgjler har A?

Ovelse 4.21 Bestem billedet ved en lineaer afbildning geometrisk

Tegningen viser tre vektorer, u, v og w, samt
billederne af u og v ved en lineaer afbildning
T. Redeggr for, hvordan du geometrisk kan - *u =
konstruere billedet af w. Demonstrer din Igs-
ning ved at kopiere figuren og konstruere v i i
T(w) i koordinatsystemet til hgjre. (Hint: Skriv " T
forst w p8 formen w =S-u+t-v)

X X,
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5.
Rotationer i 2D

| filmen demonstrerer Isak, hvordan labscanneren frembringer et billede af et
tandsaet. Det forste trin er at kunne bestemme et enkelt punkt af billedet. Det

er behandlet i kapitel 1. Den procedure kan udstraekkes til at bestemme mange
punkter — men nar vi skal have hele billedet, er man ngdt til i nseste trin at vende
og dreje og rotere emnet, for at kunne pa belyst alle steder. Det svarer jo til, at
emnet er holdt fast og kamera og laserpointer bevasger sig rundt. Nar sa de
enkelte subscans skal stykkes sammen til ét billede, skal vi have flyttet disse,

sa det hele kommer til at ligge i det samme koordinatsystem. Sadanne flytninger
af billeder sker matematisk med brug af sakaldte lineaere afbildninger. | dette
kapitel koncentrerer vi os om 2D. | naeste er fokus 3D.

2
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5.1 Rotationer i 2D (B-niveau) d

I geogebrafilen “roteret gebis med kamera”, der kan hentes her- link til 5-1 eller direkte
her https://www.geogebra.org/m/ncex5fn3 ses en model af et gebis, der er placeret i
den stationeere scanner:

@verst til hgjre har vi lyskilden V...
(laseren), der i startsituationen B
rammer de tre punkter A, B og D, w ]
mens punktet C ligger i skygge. T IEER:

For at scanne gebisset, sa man o
f.eks. kan lave en krone, skal man
have afleest koordinaterne til alle
gebissets hjgrnepunkter. I scan-
neren er det kameraet, der kan
lave denne aflaesning.

Ser vi f.eks. pa punktet A kan dets
koordinater bestemmes sddan

her: Vi kender retningen af syns-
linjen fra kameraet til punktet A, AREE
fordi punktet A kan ses pa bille- e aae - Reauas Twmmn wamEpmar) sEusE Fgmas Tmms TaaE: fERE s Ea s aa e
det, kameraet tager.
Vi kender ogsa et fast punkt pa linjen fra A til kameraet - nemlig kamerapunket. Linjen
fra kamera til A er altsa fastlagt. P& samme made kender vi retningen, som laseren sen-
der lys ud i, og vi kender det punkt, hvor laseren sidder, sa linjen fra laser til A er ogs%
fastlagt. Nu er det en forholdsvis simpel sag - for softwaren - at beregne koordinater til
skaeringspunktet mellem de to linjer og dermed koordinaterne til punktet A.

Qvelse 5.1

Linjen KA fra kamera K til punkt A har ligningen

y =-2,78x-7,43, og linjen LA fra laser L til punk-
tet A har ligningen y =0,83x +6,19

a) Beregn koordinatsaettet til skaeringspunktet A
mellem de to linjer

b) Aflees skaeringspunktet A fra figuren, og tjek dit
resultat. Anvend den store figur ovenfor.

Ovelse 5.2

Vi har nu scannet ét punkt fra gebisset, og dette var muligt, fordi punktet var belyst af
laseren, og kameraet kunne se det.

a) Hvad er problemet ved scanning af punkterne B, C og D?

5.1.1 Rotation af gebisset
Vi kan lgse problemet med manglende belysning og usynlighed for kameraet ved at ro-
tere gebisset:
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Drejer vi f.eks. gebisset ca. 26 grader - ‘K !
gor det selv i geogebra-filen - bliver ‘-‘\‘\\

punktet B bade oplyst af laseren og er

samtidig synligt for kameraet, se figu- yl
ren:

Der er dog stadig problemer med at
scanne C og D.

@velse 5.3 Roter, sa vi "ser” Cog D

Undersgg ved at rotere gebisset yderli-
gere, hvad rotationsvinklen kan vaere,
for at punkterne C og D kan scannes.

Selvom det lykkedes at scanne B ved at rotere 26 grader, er der dog et problem med de
koordinater, vi beregner:

Ovelse 5.4

a) Aflaes koordinaterne til punktet B i den fgrste figur af gebisset - dér hvor det ikke
er roteret.

b) Aflees nu koordinaterne til punktet B i figuren herover, hvor gebisset er roteret
26,07 grader

c) Sammenlign de to resultater og overvej: Hvad er problemet? Hvilket koordinat-
sat er det vi gerne vil kende?

Problemet er altsa fglgende:

Vi kan finde koordinaterne (x, y) til punktet B i det oprindelige koordinatsystem, efter vi
har roteret gebisset, men vi gnsker at finde koordinaterne (x,,y,) til B i et koordinatsy-

stem, der er roteret sammen med gebisset. Altsa i et koordinatsystem, der er orienteret
pd samme made i forhold til gebisset, som det var, da vi bestemte koordinaterne til
punktet A:

Koordinaterne til punktet B aendrer sig altsd efterhdnden som vi roterer gebisset, men vi
gnsker at finde dem, som om koordinatsystemet ikke var roteret!
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5.1.2 Procedure: Koordinater for et punkt i det roterede koordinatsystem
Heldigvis aendrer afstande og vinkler i gebisset sig ikke, nar vi roterer! Lad os prgve at
se pa et lidt simplere eksempel hvor vi har redigeret punktet B, sd det har lidt psenere
koordinater i det oprindelige koordinatsystem:

Vi kan let beregne afstanden|OB| =r i det oprindelige xy-koordinatsystem og denne af-

stand er den samme i Xy, -koordinatsystemet:

r=y(-3)+22 =13

Vinklen mellem x-aksen og retningen OB kalder vi u, og den opfylder ligningerne
x=r-cos(u) og y=r-sin(u)

Disse ligninger kan vi bruge til at bestemme vinklen v med. F.eks. har vi:

—3=413- cos(u) < cos(u)=— dvs. u-= arccos(ij ~146,31°

3
V13 Vi3
Nu kan vinklen u, mellem x, -aksen og retningen til punkt B findes som u, =u -a se fi-
guren:

e

Og koordinaterne til punktet B i det roterede Xy, -koordinatsystem kan bestemmes
ved:
x,=r-cos(u;) og y,=r-sin(u)
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Vi finder i dette tilfeelde:

X, =13 -c0s(120,24) ~ 1,82 og y, =+13-sin(120,24) ~ 3,11
S& punktet B(-3,2) har alts3 koordinater B1(-1.82,3.11) i det roterede koordinatsystem.
I de fglgende gvelser arbejder vi med geogebrafilen “roteret gebis med kamera version

aflaesning.ggb, der kan hentes direkte her: ” https://www.geogebra.org/m/nvyvnhdn,
eller fra website her- link til 5-2

Ovelse 5.5

P& billedet her har vi drejet gebisset sa8 meget, at det rigtige punkt B bade er belyst og
kan ses af kameraet:

\:\ D =(3,2.99
.‘ =(3,2.99)

a) Beregn koordinaterne til det rigtige B-punkt i det roterede koordinatsystem

Roter nu koordinatsystemet via Traek-punktet sa punktet C bliver belyst og kan ses
af kameraet.

b) Aflzes rotationsvinkel og C’s koordinater og beregn C’s koordinater i det roterede
koordinatsystem

c) Bestem pa samme made, punktet D’s koordinater i det roterede koordinatsystem

d) Overvej hvordan du kan tjekke dine resultater ved at kigge p§ den allerfarste fi-
gur af det bl§ gebis

57


https://www.geogebra.org/m/nvyvnhdn

5.2 Rotationer i 2D (A-niveau) 34

Det viser sig, at beregningen af koordinaterne i det roterede koordinatsystem kan fore-
tages let og elegant, hvis man udnytter, at rotationer om Origo er en lineaer afbildning.
Vi kan nemlig beregne koordinaterne til de scannede punkter i det roterede koordinatsy-
stem som en matrix gange en stedvektor.

Vi starter med et par definitioner:

Definition: Basis for vektorerne i R”
Ved en basis B = (b,,b,,...,b,)for R” forstds et seet af vektorer der entydigt kan be-

skrive enhver vektor x i R":
X=x;-by+x,-b,+...+x,-b, (1)
Tallene x,, x,, X5,..., X, er entydigt bestemt og kaldes koordinaterne for vektoren x

mht. basen B.

Definition: Standardbasis £
Ved standardbasis £ = (e, e,,...,e,)i R” forstar vi sgjlerne e, i nxnenhedsmatricen

I, der er karakteriseret ved, at de har et 1-tal som koordinat nr. i mens alle andre

koordinater er O.

Xy

. . . . X.
N3r en vektor x er beskrevet i standardbasis, skriver vi ofte: x =| "2 |, som er en kort

form for udtrykket: X=X € +X, € +...+X,-€,

Nar vores vektor x beskrives i en ny basis Bsom i (1) har vi sammenhangen:

— v ny ny
X =x;" by +x37 b, +...+ X" -b,

standard

Fra vores definition af vektor-matrix-produkt kan vi skrive dette i kompakt form som:
[byb,..b |- x,, = P .x,, (2)

X =
standard FB

hvor koordinatskiftematricen o= [b,b,...b, ] har de nye basisvektorer fra basen B

som sgjler og den omdanner altsd koordinater for vektoren x i den nye basis til koordi-
nater for x i standardbasen ved forskriften (2).

Ovelse 5.6
Begrund, at koordinatskifteoperationen er en linezaer afbildning.

I vores situation scanner vi koordinaterne X .4.q til gebis-punkter i standardbasen og
gnsker at omdanne dem til nye koordinater i det roterede koordinatsystem. Vi har
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derfor brug for, at skifte basis fra standard til en roteret basis og vi kan indskraenke os
til at ggre det i 2 (evt. 3) dimensioner:

= bb - X = P .
0
|:1 2:| rot

E(_Bro[

X xrot (3)

standard

Dette klares let - da rotationsmatricen P =[b, b, | er invertibel - ved at multiplicere

EEBrot
med dens inverse pa begge sider i (3):
-1 -1
Egrot * Xstandard = EJDBM ’ EI,BM' Xt = In Kot = Xpot

sa koordinaterne til scanningspunkterne i den roterede basis kan altsd beregnes ved for-
skriften:

-1
Xoor = E P " Xstandard (4)
(_Brot

Ovelse 5.7 “

Brug den specielle sgjleregel til
at vise, at sgjlerne i koordinat-
skiftematricen er givet ved

b ~[bb,]- [cos(v) —sin(v)J

E<B,, sin(v) cos(v)

&4 ot

(5)
Hint: Aflees koordinaterne for de rote-
rede basisvektorer i standardbasen:

Ovelse 5.8 “
Antag, at rotationsvinklen er v =30°
a) Bestem de eksakte koordinater:
cos(v) -sin(v)
E PB =[b,;b,]=| _ \i
B sin(v) cos(v)
b) Et punkt Q har koordinaterne

(2,1) i det roterede koordinatsystem.
Bestem koordinaterne til Q i stan- T T * *r *

dardkoordinatsystemet
c) Et punkt S har koordinaterne (1,1)
i standardkoordinatsystemet.

Brug (4) til at bestemme koordinaterne til punktet Si det roterede koordinatsystem.

Nu tilbage til scanningen af gebisset i standardbasen, men denne gang med matrixbe-
regninger.
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Ovelse 5.9

Aben geogebrafilen “roteret gebis med kamera version aflaesning.ggb” som du hentede
ovenfor, og roter koordinatsystemet, s& punktet B bade er belyst af laseren og synligt
for kameraet
a) Notér vinklen og standardkoordinaterne ned (som du har scannet) og beregn ko-
ordinaterne til punktet B i det roterede koordinatsystem vha. koordinatskiftema-
tricen (5) og ligningen (4)

Roter nu koordinatsystemet via Traek-punktet, sa punktet C er belyst og kan ses af ka-
meraet.
b) Aflaes (scan) rotationsvinkel og C’s koordinater og beregn C’s koordinater i det ro-
terede koordinatsystem vha. koordinatskiftematricen (5) og ligningen (4)

c) Bestem, pd samme made, punktet D’s koordinater i det roterede koordinatsystem
vha. koordinatskiftematricen (5) og ligningen (4)
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6.
Flytninger og rotationer
1 3D

Rotationer i 2D er kommutative: Drejer vi forst u grader om koordinat-
systemets centrum, og dernaest v grader (regnet med fortegn), svarer

det til én drejning pa u + v grader. Sa i modsat reekkefolge ville vi fa v + u
grader, der er det samme fordi addition af tal er kommutativ. Det gaelder
ikke i 3D. Sa selv om flytninger i 3D principielt beskrives pa samme made
vha matricer, sa er det lidt mere kompliceret. Men labscannerens rotation
af koordinatsystemerne er naturligvis registreret, sa man i processen
med sammenstykning af billederne kan "kgre filmen baglaens”.

U
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6. Flytninger og rotationer i 3D

I den virkelige verden foregar scanningen bade for den stationaere scanner og for trios-
scanneren i 3 dimensioner. Vi skal derfor her generalisere beskrivelsen af flytninger og
rotationer til 3D. Vores udgangspunkt er stadig den affine afbildning

f(x)=Ax+b

-hvor matricen A beskriver en rotation (uden deformation) af vores vektor x efterfulgt
af en parallelforskydning beskrevet ved vektoren b.

Formelt set er udgangspunktet det samme, men som vi skal se i de fglgende afsnit bli-
ver situationen alligevel mere kompleks i 3 dimensioner.

6.1 Parallelforskydning i 3D

En parallelforskydning af et objekt i 3D svarer — som i 2D - til at lsegge en konstant
vektor b til alle stedvektorer i objektet. Dvs. objektet flyttes uden nogen form for rota-
tion sa objektets orientering i rummet er den samme fgr og efter flytningen, se figuren.

Ovelse 6.1

4
pxT 3.3
%1.6

2

]

pz=11.2
@

1

-3 12 0 1 3 3 4

=
I geogebrafilen, du finder her: https://www.geogebra.org/m/rjcdetby, eller kan hente

direkte her - link til 6-1 og som har navnet “Flytning Pyramide 3D Vektor.ggb” kan du
eksperimentere med parallelforskydning af pyramiden vist pa figuren. Du kan selv ju-
stere pad den oprindelige pyramide (brun) og veelge parallelforskydningsvektoren ved at
traekke direkte i punktet F eller bruge skyderne.
a) Veelg forskellige former af pyramiden og parallelforskydningsvektoren OF og over-
bevis dig selv om, ved at kigge pa figuren fra forskellige synsvinkler, at pyrami-
dens orientering og form er uforandret under parallelforskydninger.

6.2 Rotationeri 3D

Rotationer i 3D kan ligesom for rotationer i 2D beskrives ved hjaelp af rotationsmatricer.
En generel rotation i 3D kan beskrives som sammensat af tre rotationer - én om hver af
de tre koordinat-akser.
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Omlgbsretning fastlaegges efter samme princip i 3D som i 2D: Tegn en skitse af et 3D
koordinatsystem. Brug din hgjre hdnd, og lad tommelfingeren fglge den akse, du vil
dreje om, fx x-aksen. "Skub” nu med handfladen den ene af de to resterende vektorer
over i den anden ved at skubbe i den retning, hvor vinklen er 90° (og ikke 270°). Dvs
ved drejning om x-aksen skubbes y-aksen op i z-aksen.

Sa den positive omlgbsretning er defineret i de tre tilfaelde sdledes:

y VA

Ovelse 6.2 Matricerne R,, R, og R, hgrende til hver af rotationerne

a) Vis, ved brug af den specielle sgjleregel, at rotationsmatricerne R,, R,09 R,er
givet ved formlerne

1 0 0 cos(v) 0 sin(v) cos(v) —sin(v) O
R, (v)=|0 cos(v) —sin(v)|, R, (v)= 0 1 0 |, R,(v)=|sin(v) cos(v) O
0 sin(v) cos(v) —sin(v) 0 cos(v) 0 0 1

(1)

Hint: start med R, (v)og brug resultatet for 2D rotationsmatricen.

@velse 6.3 3D rotationer - geometrisk argumentation og beregning
a) Beregn vha. formlerne (1) de eksakte rotationsmatricer for 90 graders rotation
om akserne, dvs. med radianmal: R, (ﬂ) R (ﬂ) ogR, (%)

2)7 %y \2
1
Vi kigger nu pa forskellige rotationer af enhedsvektoren e =10
0

b) Overvej uden at regne hvad R, (%)-el bar give, og tjek efter ved beregning
c) Beregn R, (%]-e,. Passer det med intuitionen?
d) Beregn R, (%]-e, . Passer det med intuitionen?

e) Beregn nu R, (%).Ry (%)-el og R, (%).RX (%)‘el

f) Hvorfor giver de to rotationer ikke det samme? Prgv at forestille dig det rumligt.
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Dette er et generelt traek ved rotationer i 3D og helt modsat rotationer (om origo) i 2D:
Hvis man sammenseetter to forskellige rotationer R, og Rgi 2D er raekkefglgen ligegyl-
dig. Dvs. for alle vektorer u gaelder R, -Rg-u=Rz-R,-u, men i 3D betyder raekkefgl-
gen af rotationerne noget og man opnar et helt forskelligt resultat hvis man ombytter
reekkefglgen:

Ovelse 6.4 Rekkefglgen af rotation i 3D betyder noget!
I geogebrafilen "keglerotation og flytning.ggb”, som du kan hente fra website her - link
til 6-2, eller direkte her: https://www.geogebra.org/m/ptfpxv55 ses en grgn kegle. Du

kan veelge dens placering og form ved at bruge de sorte skydere:
A

a) Undersgg hvordan hver af de sorte skydere aendrer pa keglens udseende og pla-
cering
Den rgde og den grgnne skyder laver en rotation om henholdsvis x-aksen og y-aksen,
men det der vises, nar du traekker i skyderne, er de to forskellige resultater der opstar,
nar keglen roteres fgrst om x-aksen og derefter om y-aksen (brun kegle) og nar keglen
roteres fgrst om y-aksen og derefter om x-aksen (grgn kegle):

b,

[l
s 3

|

I

"

b) Undersgg med rotationsskyderne om keglerne altid spalter op i to nar der roteres
i forskellig reekkefglge.

Ovelse 6.4 Udfordring: Flip hdanden 180° uden at rotere handleddet.

Er det muligt at flippe sin hand 180 grader (se figurerne nedenfor) uden at rotere i

handleddet. Svaret er overraskende nok "ja!”
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Man kan faktisk lave en rotation pa 180 grader om underarmen ved at gentage en fglge
af 90 graders rotationer om andre akser end lige dén, man ikke m& rotere om!
a) Prgv selv at finde ud af hvilke 90 graders rotationer, der skal til for at generere

en 180 graders rotation om underarmen (eller hvis du giver op, s ga ind pa you-
tube linket her: https://www.youtube.com/watch?v=UybDCB18izI og se hvordan)

z

Hvis vi indlaegger et 3D koordinatsystem med origo lige
i albuen, kan vi beskrive tricket ved hjaelp af rotations-
matricer.
b) Se pd youtube-klippet eller brug din egen Igsning
til at opskrive de 6 rotations matricer der skal til P
for at give R, (180°)

c) Tjek ved at gange dine matricer sammen at lgs- Y
ningen passer

Qvelse 6.5
a) Bestem en vektor u der opfylder R, (v)u = u for alle vinkler (vink: teenk pa det
geometrisk uden at regne

b) Hvor mange vektorer findes der som opfylder R, (v)u = u for alle vinkler?

c) Generalisér resultatet til rotationer om x- og z-akserne

Ovelse 6.6
a) Overvej uden at regne hvad de inverse rotationsmatricer R, * (v),R -1 (v)og
R, !(v)ma veere
b) Vis — gerne med hjzelp fra dit CAS-vaerktgj — at der geelder
Ry (V) Ry (_V> =R, (V) ‘R, (_V) =R, (V> ‘R, (_V) =13,

hvor I3 er 3x3 enhedsmatricen.
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7.
Optik
og Trios fokusmetoden

out of focus

. image sensor
light source g

g i "'fb eam splitter
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pattern

Inde i den handholdte trios scanner er der en masse optik, forskellige linser,
konstrueret af forskelligt glas, noget er stationaert, andet kan bevaege sig.

De metoder Trios anvender er naert beslaegtede med den autofokus funktion,
som et kamera i en mobiltelefon anvender. | filmen forklarer Anders Gaarde,

at den grundlaeggende ide er, at man vender problemstillingen fra et traditionelt
kamera om: Her indstiller man pa afstanden, til objektet er i fokus, i trios
bestemmes den bedste fokusveaerdi, og afstanden kan sa aflaeses. For bedre

at forsta, hvordan billeddannelsen sker i optiske linser, starter vi dér, med noget
grundlaeggende optik.
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7. Optik og Trios fokusmetoden

3Shapes Trios scanner fremstiller et 3D billede af den del af tandsaettet, man gnsker at
behandle gennem to forskellige, og hver for sig ret komplicerede arbejdsgange. I den
forste arbejdsgang males afstanden til “hvert enkelt” punkt pa taenderne. Det sker ved
en smart brug af metoder fra klassisk optik, og det er emnet for dette kapitel. Denne
arbejdsgang resulterer i fremstilling af sma subscans, der sa i den naeste arbejdsgang
skal stykkes sammen, for at fa et billede af fx hele tandseettet. Det sker ved en smart
brug af de geometriske metoder, der er undersggt i tidligere kapitler, i kombination med
anvendelse af mindste kvadraters metode.

Afstandsmalingen bygger pa den helt grundlaeggende
ide i alle kameraer: Der er en praecis sammenhang
mellem afstanden til en given genstand, man gnsker
at fotografere, og sa om denne er i fokus. Men flytter
pa linserne i et kamera ved at dreje pa objektivet i
traditionelle kameraer, eller ved en autofokus meka-
nisme i mobilkameraer.

Der er preecis én indstilling, hvor genstanden er i fo-
kus. Nar billedet er skarpt, s er afstanden til genstan-
den derfor fastlagt. Den ville man kunne aflaese med
grov tilnaermelse pa siden af et klassisk objektiv.

I Trios bringes genstanden fokus ved at justere linser-
nes position, og man kan man derved ud fra optikkens
regler udregne afstanden til det givne punkt pa tan-
den. Det er grundlaeggende samme princip, der an-
vendes af autofocus i et mobilkamera.

7.1 Optik |

(Har du helt styr pa optikkens rundlaaggende regler, fx Snells lov og linseformlen, kan du ga direkte til 7.2.
@nsker du at fordybe dig yderligere i emnet kan finde et godt materiale fra erik vestergard her-link til 7-1)

Vi starter med at undersgge nogle grundlaeggende elementer af optikken, dvs hvordan
lys bevaeger sig igennem linser. Vi koncentrerer os om den geometriske optik, hvor lys-
straler opfattes som rette linjer.

7.1.1 Lysets brydning
Lysets fart @endrer sig alt efter hvilket materiale det bevasger sig gennem. Lys bevaeger
sig hurtigst gennem vakuum med300.000 km /s, mens det i rudeglas bevasger sig med

197.000km / s altsa naesten 35% langsommere.

Forholdet mellem de to tal kaldes for brydningsindekset for pagseldende materiale.
ne 300.000km /s _ 1,52
197.000km /s

Ifglge den franske matematiker og fysiker Pierre de Fermat (1607 - 1665) tager lyset
altid den hurtigste vej og ikke den korteste. Lyset vil derfor ikke bevaege sig i en lige

Brydningsindekset for rudeglas er altsa:
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linje mellem to punkter, hvis det bevaeger sig gennem forskellige materialer. Ved over-
gangen mellem to materialer laver lysstralen et knaek, hvilket kaldes afbgjning.

Sammenhangen mellem den vinkel lyset rammer overfladen med, og den som den fort-
saetter med, kan beskrives med Snells lov, efter den hollandske matematiker og astro-
nom Willebrord Snellius (1580-1620). Snells Lov siger, at en lysstrale, der fgrst gar gen-
nem et materiale 1, dernaest gennem et materiale 2, vil forlgbe s& folgende er opfyldt:

n, -sin(i) = n, -sin(u),
hvor n, og n, er brygningsindekser for de to materialer, i er indfaldsvinklen og u ud-
faldsvinklen, hvor man maler vinklerne fra overfladens normal.

Figuren viser en lysstrale som rammer en over-
flade med en overgang mellem luft og vand. i
Brydningsindekset i luft er meget taet pa det i

vacuum, n, =1 mens det for vand er n, =1,33.

Qvelse 7.1
a) Bestem udfaldsvinklen u, ndr i = 50°.

b) Brug dit kendskab til sinusfunktionen til at
argumenterer for u </ nar n, <n,.

7.1.2 Bevis for Snells lov ud fra Fermats princip

Vi antager Fermats princip er sandt. Lysets ha- Q interface
stighed i vakuum er c. Brydningsindeks i materi-
ale 1 og materiale 2 er henh. n, og n,. Lysets ha-

stighed i materiale 1 betegnes v,, og tilsvarende i

normal

materiale 2 betegnes den v, .

o (o) C |
Sa geelder —=n 09 —=n,. : P
Vi Vo a b
Oomskriv til c v o c y En lysstr8le beveeger sig fra punktet Q i
n_ =1 9 n_ - Va- materiale 1, via punktet O ind i materiale
1 2

2 og lander i punktet P. (billedet er I18nt
fra wikipedia)

Vi vil nu opskrive et udtryk for den tid, det tager for lyset at bevage sig fra Q til P langs
den rgde, knaekkede linje.

Ovelse 7.2 Udregning af tiden, lyset tager for at nd til P
a) Vis, at Q0| =+x*+a* , og at |OP| = |/(/ - x)2 +b?
Vi lader T betegne den tid, det tager for lyset at bevaege sig fra Q til P ad den rgde linje

0ol (0P 7 i
Vi v, - Vi v,

b) Vis at T=|
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c) Vis, at T kan omskrives til
Tl @i L P 20 xex?
Vi Vs
Vi ser, at T er en funktion af x, hvor x angiver det sted, hvor lyset bevager sigt fra ma-

teriale 1 til materiale 2. Fermats princip siger nu, at lyset bevasger sig den vej, hvor T
bliver mindst mulig. Men det ma vi kunne bestemme ved hjzelp af differentialregning.

T’(x):i-(\/a2+x2) +Vi-(\//2+b2-2-/-x+x2)
2

vy
. 1 1 1 1
d) Vis, at L x4 (=21 +2x)
Vi 2.4a*>+x? Vo 2012 4b2 2.1 x + x?
1 X 1 (- +x)

=+ .

Vi Ja?+x* Vo P42 o201 x+ x>
Leeg nu maerke til, at de to kvadratrgdder stadig angiver afstandene |QO| og |OP|, s&

udtrykket for T'(x) kan reduceres til (bemark hvad der sker med minus-tegnet!):

“v, [QO| v, |oP|
e) Betragt nu de to trekanter, der er antydet pa tegningen og som indeholder vinklerne,
henh. 0, og 0,. Vis ud fra disse to trekanter, at:

X
Q0|

f) Indseet disse to udtryk, samt formlerne for v, og v,fra starten af afsnittet, og vis, at

sin(0,) = og sin(6,) = 22

udtrykket for T'(x)kan reduceres til:
n . n, .
T’ =-1.sin(0,)-=2-sin(®
(x) = +-sin(8;) =2 -sin(6,)

g) Udnyt Fermats princip til at vise

T(X)=0 & %-sin(ﬁl) =%-sin(62) & n, -sin(6,) = n, - sin(8,)

Altsd har vi vist, at Snells lov er en konsekvens af Fermats princip.
(Man kan ogsa udlede Snells lov af andre fundamentale fysiske love — undersgg evt. selv dette pa nettet.)

Kritisk vinkel

Nar udfaldsvinklen
er stgrre end ind-
faldsvinklen vil der n;
vaere en veerdi for
indfaldsvinklen,
hvor vi har maksi-
mal afbgjning, dvs
90°. Denne vinkel
kaldes for den kri-
tiske vinkel.

luft
kritisk vinkel totalreflektion
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Qvelse 7.3 Bestem den kritiske vinkel
Ved overgangen fra vand til luft, er n; 1,33 og n, =1.

a) Prgv selv at undersgge, hvad der sker, nar indfaldsvinklen er 0, =50°.

b) Bestem den kritiske vinkel, 0, , hvor udfaldsvinklen er 6, = 90°

Et braendglas kan bruges til at samle solens straler i et lille punkt. Dette punkt kaldes
braeendpunktet og har bogstavet F. En simpel samlelinse er plan pa den ene side. Den
anden er del af en kugleoverflade. Vi retter denne mod solen, sdledes at solens straler
rammer vinkelret pa overfladen. Solens straler kan opfattes som parallelle.

Qvelse 7.4 S

a) Hvad er indfaldsvinklen ved luft-glas overgangen? p

b) Hvad er udfaldsvinklen ved luft-glas overgangen? } >
Stralerne leengst fra midteraksen vil blive afbgjet »

mest, mens dem teettere pa midten vil blive afbgjet >

mindre. Vi ved fra erfaring med brandglas, at de vil > /

samle sig i ét punkt F.

Qvelse 7.5
P& figuren er normalerne til den krumme overflade
indtegnet (med blat)

a) Indtegn indfalds- og udfaldsvinklerne for de to
markerede straler.

b) Argumenter for at den gverste bliver afbgjet mest h
(Brug Snells lov). Brydning i forhold til normalen.

Seetning: Stralerne samles i ét breendpunkt

Nar et parallelt bundt af straler bevaeger sig igennem en simpel samlelinse, vil de ef-
ter brydningen samles i ét braendpunkt.

Bevis

Vi vil kun gennemfgres beviset i situationen, hvor ind- og udfaldsvinklerne er sma, hvil-
ket geelder for en tynd linse med svag krumning. Det var matematikeren Gauss, der
fgrst undersggte optikken systematisk ved hjaelp af denne tilneermelse. Det var i 1841.
Vi vil benytte os af en 1. ordens tilnaermelse af de trigonometriske funktioner. En sadan
tilneermelse svarer til at traekke tangenten til en funktion i et punkt og bruge den som
en simpel erstatning for funktionen. Denne metode fungerer godt, hvis man holder sig
teet pa udgangspunktet. I vores tilfeelde betyder det, at linsen skal veere meget flad, sa
indfaldsvinklen er naesten nul.

Man laver approksimationer (tilnaermelser) for at f& omskrevet komplicerede udtryk til
mere simple. Fgr lommeregnernes tid var de trigonometriske funktioner komplicerede at
handtere, og man arbejdede ofte med approksimationer.
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@velse 7.6 Approksimationer og tangentligninger
Du skal nu gennemfgre en undersggelse af de trigonometriske funktioner og deres grafi-
ske forlgb.

a) Bestem ligningen for tangenten til grafen for f(v) = sin(v) i punktet (0,f(0)).

b) Tangenten kan opfattes som grafen for en lineaer funktion, p(x), der ogsa kaldes for
det approksimerende 1. gradspolynomium til f. Tegn grafen for denne sammen med
grafen for f(v) =sin(v).

c) Bestem ligningen for tangenten til grafen for g(v) = cos(v) i punktet (0, g(O)).

d) Tangenten kan opfattes som grafen for en linezer funktion, g(x), der ogsa kaldes for
det approksimerende 1-gradspolynomium for q. Tegn grafen for denne sammen med
grafen for g(v) = cos(v).

e) Bestem ligningen for tangenten til grafen for h(v) = tan(v) i punktet (O,h(O)).

f) Tangenten kan opfattes som grafen for en lineaer funktion, r(x), der ogsa kaldes for

det approksimerende 1-gradspolynomium til h. Tegn grafen for denne sammen med
grafen for h(v) = tan(v).

@velsen giver en grafisk “argumentation” for, at vi for sm§ veerdier af v har fglgende
gode approksimationer:

sin(v)=v, cos(v)=1, tan(v) = v (*)

Betragt nu én af solens straler, der kommer ind parallelt med symmetriaksen, rammer
linsen i hgjden h, og derefter gar igennem linsen og rammer symmetriaksen i punktet f.

Vi vil bevise, at punktet F er uafhaengigt af
hgjden h. Hvis punktet ikke afhaenger af
hvor linsen bliver ramt, m& punktet vaere
det samme for alle straler, dvs alle straler
vil gd@ gennem dette punkt, som vi derfor
kan tillade os at kalde breendpunktet.
Figuren viser en sfaerisk linse hvor den ene
side er flad men den anden er en del af en
kugleflade, her i et 2D-snit, del af en cirkel.
C er centrum for cirklen. Figuren er forteg-
net, da linsen er ganske tynd.

C er centrum for cirklen

For tynde linser geelder, at stykket CO med tilneermelse svarer til radius. Og stykket OF
har med tilneermelse samme laengde for alle placeringer af punktet O.

Den indkommende lysstrale er vandret og rammer linsen vinkelret pd. Ved overgangen
fra luft til linsen sker der derfor ikke nogen brydning. Ved overgangen fra linsen til luft
sker der en afbgjning. Indfaldsvinklen betegnes i og udfaldsvinklen betegnes u. Da det
er en krum flade, ma bade i og u vaere afhangige af hgjden h. Vi er interesserede i at
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finde den vandrette afstand OF fra linsen til breendpunktet F, og undersgge, om denne
afstand afhanger af hgjden h.
Vi udnytter i det felgende konklusionen (*) pa gvelse 7.6 ovenfor.

Qvelse 7.7
a) Argumenter for, at Snells lov n, -sin(i) = n, - sin(u) her kan skrives n, -i = n, -u

b) Argumenter forat n, >1 og n, =1, sa ovenstdende reduceres til: n -i=u

c) Argumenter for, at v'' =i
d) Brug resultatet i c) og din viden om sinus i retvinklede trekanter til at na frem til fgl-

. ... h . h
de: sin(i)=—=i~—
gende ) R2:> R,

e) Argumenter forat v'=90-(u—-i), samtat v=90-v".

f) Udnyt resultatet i e) til at vise: v=u-1i

g) Argumenter for at tan(v) = ?, og derfor: v z? (f er lzengden af stykket fra O til F)

Nu har vi ingredienserne til at vise, at der findes et braendpunkt, dvs. et punkt alle
vandrette straler, der gar gennem linsen og som bliver afbgjet, vil ga igennem.

Argumenter nu selv for fglgende kaede af omskrivninger:

vl
o f
u—izﬁ
f
I’)1~i—l'zﬁ
f
h
(nl—l) Iz?
h h
(”1—1)'R—2~7
1 1
1 1
Fz(nl—l)'R—z

Det sidste udtryk afhanger ikke af hgjden h, men kun af konstanterne R, og n,. Det er

hermed bevist at alle vandrette strdler samler sig i et breendpunkt F.
Normalt er begge sider krumme i en linse - og de kan have hver sin krumningsradius.
Man kan her vise:

Satning: Sammenhangen mellem braendpunkt og krumningsradier
I en smal linse, hvor siderne er krumme (konvekse) med krumningsradierR; og R,, og

brydningsindeks fra glas til luft er n, geelder linseformlen for tynde linser:

72



1 = (n — ]_) J1r_1 ,
f R, R,
R, er radius i cirklen med centrum til hgjre, R, tilsvarende til venstre. Aksen opfattes

her som en talakse, sa stgrrelserne regnes med fortegn, dvs R, er negativ.

Ovelse 7.8 Brydning med to konvekse overflader.
Et kamera er opbygget af mange linser, men den inderste kan godt beskrives med linse-
formlen. Givet en linse lavet af glas, hvor n=1,52. Den er slebet sa f=55mm.

Beregn krumningsradiusradius. (Her er R=R,).

7.1.4 Billeddannelse og den generelle linseformel

Vi vil i det fglgende se pa billeddannelsen af et objekt, der ses gennem en linse. Vi be-
tragter her konvekse linser med samme krumningsradius til begge sider, sa vi kan tale
om én braendvidde: Afstanden til braendpunkterne er ens til begge sider.

genstandsvidde billedvidde
- g - b -

G /—~ braendvidde
\ .
] b-f  billede
objekt 4
g '
\ / AN

Illustrationen er 18nt fra en wikipedia-artikel om linseformlen. Betegnelser er sat p&.

Illustrationen viser en hel generel billeddannelse af et objekt, hvor lysstralerne bevaeger
sig igennem en konveks samlelinse. Kun lysstralerne af spidsen G, der lander i B er vist.
Vi vil udlede en formel der sammenkaeder braendvidden med afstanden som henh. gen-
standen og billedet befinder sig i. Vi vil alene anvende ensvinklede trekanter.

Qvelse 7.9
a) Argumenter for, at Trekant 1 og Trekant 2 er ensvinklede: A1 ~ A2, og at Trekant 3

og Trekant 4 er ensvinklede: A3 ~ A4

b) Nogle sidelaengder (af kateterne) er angivet, andre ikke. Saet sidelaengder pa alle ka-
teter og argumenter for de forskellige stgrrelser.
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c) Argumenter for, at A1 ~ A2 giver fglgende: - = T-F
og for at A3 ~ A4 giver fglgende: % = %
De to udtryk giver nu: f _b-F
g-f f

d) Vis, at denne formel kan omskrives til: f2=(b-f)-(g-f)
e) Vis, at dette udtryk kan reduceres til: f-g+b-f=b-g
f) Vis at division med b-f - g giver 1,11

b g f

Hermed har du vist linseformlen, der udtrykker en generel sammenhang mellem de tre
stgrrelser breendvidden, genstandens afstand og billedets afstand.

@velse 7.10 Billeders stgrrelse og beliggenhed

En konveks og symmetrisk samlelinse, der har braendvidden 20 cm bruges til afbildning.
Bestem billedets stgrrelse og beliggenhed, ndr en genstand pa 4 cm anbringes i fgl-
gende afstande: 20 cm, 30 cm, 40 cm, 100 cm, 500 cm og er "uendelig langt vaek”.

I afsnittet ovenfor om linseformlen sa vi, hvor et skarpt billede bliver dannet. Hvis man
fx placerer et lzerred eller en kamera-ccd chip der, hvor braendpunktet ligger, vil der
veere én specifik afstand hvor et objekt er i fokus. Men der bliver jo ogsa dannet billeder
i andre afstande, vi kunne placere “laerredet” i — de er blot uskarpe. De er ikke i fokus.
Det ser vi neermere pa i dette afsnit.

Ethvert punkt sender lys ud i alle retninger, straler, og kun der hvor stralerne mgdes vil
punktet vises skarpt. Hvis vi ser pa figuren med en pil til venstre som bliver afbildet til
hgjre gar alle strélerne fra toppen af pilen, gennem linsen og samles i bunden af bille-
det, til hgjre. Denne made at beskrive lys pa, hvor man falger lyset i lige linjer, og som
vi ogsa sa pa i forrige afsnit, kaldes ray tracing. I princippet er der uendeligt mange lin-
jer mellem afsender og modtager, men hvis man vil vide hvor billedet ender er der tre
linjer som er lette at tegne.

Farste linje gar gennem centrum af lin-
sen og knaekker ikke (dette geelder kun i

tyndlinse approksimationen). T\L\

Anden linje gar vandret til den rammer

linsen og krydser derefter breendpunktet

pa hgjre side.

Tredje linje skaerer breendpunktet pa
venstre side og gg]r vandret efter linsen. Illustration af hvordan spidsen af en pil afbildes
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Som det ses ovenfor af figurens rgde lin-
jer, sa samler stralerne sig netop i spid-
sen af billedet. ) f ‘

De bl3 linjer viser, hvordan et "tilfaeldigt” 7
punkt afbildes, her midtpunktet.

v

Illustration af hvordan midten af en pil afbildes

Qvelse 7.11 Tegn selv
a) Veelg linser med braendpunkterne placeret andre steder, og tegn billederne.

b) Her er venstre pil flyttet teettere pa breendpunktet:
. A
B S |

Hvor kommer billedet til at vaere og hvad er der sket med det?
c) Prgv ogsa at flytte pilen den anden vej og se resultatet.

I fokus eller ude af fokus pa billedplanet

Ovenfor sa vi, at billedet bliver stgrre hvis objektet beveeger sig taettere pd breendpunk-
tet, mens stedet hvor billedet bliver vist flytter sig laengere vaek. I kameraer sidder den
lysfalsomme ccd chip fast, og det er ikke muligt at rykke den frem og tilbage for at fa
det rigtige billede. Men en af linserne kan flyttes. Det svarerv tilo at flytte genstanden.

I nedenstdende figur er en plade placeret, hvor pilen var i fokus fgr den blev flyttet:

ha

. A
|— \\\.{\‘ [ Eee

Vi har bevaret de bla linjer, der gav fokus, til sammenligning: Lyset fra den flyttede pil
bliver nu fordelt over et omrade. Hvert punkt pa ccd chippen vil derfor fa lys fra mange
stedet pa pilen, hvilket resulterer i et slgret billede.
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Ved en kort afstand fra genstand til braendpunkt,
bliver det mere fglsomt over for placering. I foto-
grafiet her kan man se tulipanen er i fokus, mens
blomsterne bagved er ude af fokus.

Det er netop denne effekt, 3Shape bruger til at
bestemme afstanden. Ved at flytte linsen kan
man bestemme afstanden til den del af tanden,
man belyser, ved at undersgge om billedet er i fo-
kus. Hvordan afggr man, om der er fokus? Det er
emnet for naeste afsnit

7.2 Triosscanneren E’

Ideen om at udnytte sammenhangen mellem fokus og afstand er helt grundlaeggende
for Triosscanneren, som vi nu vil studere neermere.

Lyt forst til den forklaring, Anders Gaarde giver i filmen fra 23.25 til 28.30.

Figuren viser, hvordan
den midterste linse i
Triosscanneren kan be- | lightsource
vaeges for at skabe fo- [
kus. Lyskilden kommer
fra venstre, sendes
igennem det optiske
system, og beamer et
skakternet mgnster ned sshape®
pa teenderne.
Det ggres, fordi teender for det meste er glatte og hvide og har en overflade, som ggr
det sveert at male afstanden helt ngjagtigt. Triosscanneren laver derfor selv et billede pa
teenderne, som de kan fokusere pa. I filmen far vi demonstreret billeder, ligesom dem vi
ser her, fokuserede eller uskarpe, alt afhaengig af afstanden.

out of focus

image sensor

in-focus

7.2.1 3shapes opsaetning af optikken i scanneren.

Optimering af kontrast.

Det skakternede mgnster pa tanden kan ses pa fotografiet her nedenfor. Som det ses,
er noget af mgnstret i fokus, mens andet er ude af fokus - vi ser en udvisket gré’\ farve.
Forskellen ses tydeligere pa figurerne til hgjre, hvor der er zoomet ind.
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Udsnit ude af fokus

udsnit i fokus

Triosscanneren “sigter” pa et “punkt”, der her er et omrade af en stgrrelse som pa foto-
grafiet ovenfor. Den beveaegelige linse i scanneren kgrer hurtigt frem og tilbage og der
tages 2500 billeder i sekundet. Selvom tandlaegen bevaeger scanneren, sa vil det i prak-
sis virke som om den star stille og tager en lang stribe af billeder, hvor “punktet” befin-
der sig i samme afstand fra scanneren. Men i en variabel afstand til den bevasgelige
linse.

Nar vi nu kender noget til optik — se igen pa tegningerne i afsnit 7.1.5 - sa kan vi se,
hvordan vi i princippet kan lgse problemet med at finde afstanden til tanden: Der er tre
variable i linseformlen: Genstandsvidden g, som er afstanden fra det skakternede mgn-
ster til linsen, linsens (eller: linsesystemets) braendvidde f og endelig billedvidden b,
som er afstanden fra linsen til det sted, hvor der dannes et fokuseret billedet af mgn-
stret. For enhver position af linsen har vi styr pa de fgrste to, og kan beregne den
tredje.
Se nu igen pa jfr tegningen her fra afsnit 7.1.5, og laeg maerke til, at billedvidden b kon-
stant aendrer sig, nar linsen bevaeger sig. (I scanneren er det ikke genstanden, men lin-
sen der bevager sig — men det er principielt samme situation.)

Pointen er altsd, at med en linse-indstilling

som den viste, da vil det skarpt fokuse-
rede billede dannes et stykke bagved bil- E‘

ledfladen, dvs bag tandens overflade. Men
der dannes jo ogsa et billede pa tanden -
et ufokuseret og slgret billede. Og der er
én indstilling af linsen hvor billedet pa tan-
dens overflade er fokuseret.

Kan vi finde den indstilling, kan vi finde afstanden til tanden. For at kunne regne pa
dette, skal vi have kvantificeret graden af fokus. Der skal knyttes en talveerdi til hvert
billede, en talvaerdi som er et mal for, hvor slgret eller fokuseret billedet er.
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"Punktet” er ikke et matematisk punkt, uden udstraekning. Punktet rummer nogle felter
fra skakmgnstret, som svarer til pixelstgrrelsen i image-sensoren, fx de 16 angivet pa
tegningen nedenfor. Vi ser kun p& sort-hvid kontrast, og gratonerne kalibreres til at
ligge i intervallet fra -1 til +1, hvor -1 svarer til helt sort, mens 1 er helt hvid. Veerdi-
erne, som vi betegner I;, og som genereres af en slags lysdioder, vil dog sjeeldent vaere

-1 og +1, det er gratoner.

Pixelveerdierne I; bliver nu ved hjzelp af en vaegtfunk-

tion, der er defineret pa det skakternede mgnster, og _'
som vi betegner f(*), omsat til én talveerdi efter fgl-
gende procedure: Hver pixelveerdi I; bliver ganget
med veegtfunktionens veerdi, (i) i det tilsvarende

felt (nummer i), og der summeres over de 16 felter i

NxN
mgnstret: A= > f(i)-I;  (herer N lig med 4)
i1

+1 || #1

(Bemaerk: Selvom talveerdierne for graden af kontrast og veegtfunktionens vaerdier opstilles i en talblok, sa
er produkterne ikke resultat af en matrixmultiplikation, men derimod et skalarprodukt (prikprodukt), hvor
de 16 talveerdier for kontrasten og de 16 talvaerdier for vaegtfunktionen begge taenkes som vektorer.)

Dette er et taenkt eksempel med en meget simpel vaegtfunktion for at illustrere ideen og
udregningerne:

I det taenkte eksempel har vi et fuldsteendig skarpt billede, hvor I; antager veerdierne,
-1 0g +1, og her bliver veerdien af A:

4x4
A=>Ff(i) I;=11+1-1+1-1+1-14(-1)- (-1)+...+1-1+...+(-1)-(-1) =16
i=1

For et uskarpt billede, kan I; fx antage veerdierne -0.25 og +0.25 i alle pixels.

Her bliver summen:

4x4
A=>"f(i)-1;=0.25:1+0.25:1+0.25-1+0.25 1 +... + (-0.25)- (-1) = 4
i=1

Ovelse 7.12 Nogle beregninger pa det taenkte ideelle eksempel
Vi regner pa ovenstdende veerdier af veegtene.

a) Hvilke veerdier, vil du vurdere de enkelte lysdioder giver i et ensfarvet billede, fx ens-
artet gul, eller ensartet rgd...?

b) For dit valg, udregn da vaerdien af forskellige ensartet farvede billeder
c) Hvad vil A blive hvis skakternene var forskudt sa sorte felter blev hvide og omvendt?

I den praktiske anvendelse viser det sig, at helt skarpe kontraster optraeder sjeeldent,
det meste er varianter af gratoner, og variationen mellem lyst og mgarkt er ikke s3a vel-
ordnet som i eksemplet ovenfor.
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Vagtfunktionens vaerdier i skakternsmgnstret kan
i den praktiske anvendelse blive genereret af en
sinus eller cosinus i 2d, der jo svinger mellem -1
og 1. Dvs de diskrete vaerdier kunne blive hgstet
af en graf af denne type, (hvor det grafiske bil-
lede fortsaetter hen over skakternsmgnstret).

7.2.2 S3adan foregadr afstandsmalingen
Vi opsummerer proceduren til at bestemme afstanden til de forskellige dele af en tand:

— Der sigtes mod et bestemt punkt, og tages fotos heraf for mange forskellige indstil-
linger af linsesystemet.

— For hver indstilling af linsesystemet beregnes afstanden b (”billedvidden”) til hvor,
der kan dannes et skarpt billede.

— For hvert beregnet b-veerdi, beregnes den tilhgrende A-veerdi, A, .

— Alle punkterne (b, Ab) afsaettes i et koordinatsystem. I dette eksempel repraesenterer

alle de sorte krydser sadanne punkter.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
— Vi kan se, at mange af disse punkter "hopper og danser”, hvilket grundlaeggende
skyldes den made, de er kommet tilveje pa.
— Vi gnsker nu at fa udjeevnet eller udglattet disse "tilfeeldige udsving”. Det sker ved
hjeelp af en speciel matematisk teknik, der kaldes “glidende gennemsnit” ("moving
average”). Resultatet er den rgde kurve.

Glidende gennemsnit

Lad os tage et lille ophold og fordybe os i denne teknik. Det er et eksempel pa anven-
delsen af en matematiske teknik, der kaldes foldning (eng: convolution), og som er em-
net for naeste kapitel. Her ser vi blot p& denne specielle anvendelse af teknikken i et dis-
kret tilfeelde (et endeligt antal punkter).

Nar vi har et antal datapunkter, der ikke ligger paent pa en kendt graftype, leder vi ofte
efter en regressionsmodel, der kan tilneerme datapunkterne. Men her er situationen, at
vi indimellem kan fa malinger, der falder lidt uden for “mainstream” - og vi vil egentlig
bare gerne have den kantede graf, vi far, hvis vi forbinder de sorte krydser, udjaevnet.
Det kan ggres ved konstruere en ny dataserie vha et glidende gennemsnit, enten uvaeg-
tet eller vaegtet.

@velse 7.13 Glidende gennemsnit uden vaagte
Vi har fglgende dataveaerdier, stillet op i et sildeben:

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 (12 |13 |14
y 65 |59 |61 |49 |72 |58 |63 (48 |71 |57 |52 |64 |58 |60
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a) Kopier data ind i et regneark og frembring en graf, hvor punkterne er forbundet.
b) Udregn middelvaerdi og spredning (standard-deviation) af datavaerdierne
(Du skal f§ henh. 5.9786 og 0,6878)
c) Et ikke-veegtet glidende gennemsnit med tre datavaerdier af gangen udregnes ved at

tage gennemsnittet af en given y-vaerdi og dens to naboer, fx W

rende x-veerdi er x,. Udnyt regnearkets faciliteter til at udregne og udfylde dette:

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14
y 6,43
Som kontrol er indsat en af de veerdier du skal fa.

d) Udregn middelvaerdi og spredning af disse dataveerdier. Du skal f§: 5,956 og 0,221.
e) Frembring en graf af disse data i samme koordinatsystem som den oprindelige graf.
f) Kommenter resultaterne i d) og e).

. Den tilhg-

3Shape anvender et andet glidende gennemsnit,
hvor de tilstgdende dataveerdier vaegtes med en
Gaussisk funktion. Vi anvender her standardnor-
malfordelingen:

f(x)=0.3989 - exp(-0.50 - x?),

hvis graf du ser her. Funktionen er defineret i
[—oo;+oo] , men udenfor tre gange spredningen

fader den betydeligt ud.
Vi far nedenfor brug for disse funktionsvaerdier:

f(0)=0,3989, f(-1)=f(1)=0,24197, f(-2)=f(2)=0,05399

Det Gaussiske glidende gennemsnit beregnes ud fra 5 dataveerdier af gangen, nemlig en
given datavaerdi og sa dennes fire naboer, to til hver side. Hver dataveerdi tillaegges her
nogle vaegte s@ eksempelvis veaerdien knyttet til X5 udregnes saledes:

f(=2)-y3+f(-1)-y4 +f(0) - y5 +f(1) -y +f(2) y;

Ovenfor dividerede vi med 3. Hvorfor skal vi ikke dividere med 5 her?
(Hint: Prgv at udregne summen af de 5 vaegte, dvs de 5 funktionsvaerdier)

Ovelse 7.14 Glidende gennemsnit med Gaussisk vaegtning
Computere foretager udregninger med binzere tal, og vil ikke vaere specielt tilfredse
med de funktionsvaerdiers decimalformer, som angivet ovenfor.

7 32 50
128" 128" 128"

a) Prgv at omskrive fglgende brgker til decimaltal: og sammenlign med

de 5 funktionsveerdier.
b) Hvad kan veere fordelen ved at have en naevner som 1287

c) Udnyt nu denne formel: %-(7-y3 +32-y,+50-y3+32-y,+7-ys) og regnearkets

faciliteter til at udfylde dette sildeben
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X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14

y 5,85

Som kontrol er indsat en af de vaerdier du skal fa.
d) Udregn middelvaerdi og spredning af disse dataveerdier. Du skal f4: 5,939 og 0,131.

e) Frembring en graf af disse data 8

i samme koordinatsystem som de 7

to gvrige grafer. 6 \.&\«(\7[/\&\ »L\A\ /a8 e
Du skal f& noget der ligner dette, 5 W >~ T
afhaengig af det vaerktgj, du an- 4

vender. =

Den bld er de oprindelige data,
den rgde det uvaegtede og den
grgnne det vaegtede glidende 0 2 a 6 g 10 12 1 16
gennemsnit.

f) Kommenter resultaterne i d) og e)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

P& tegningen her, som er et eksempel fra 3Shape, er den rgde kurve det Gaussiske gli-
dende gennemsnit. Da alt er diskret, er det nu en simpel sag at bestemme den stgrste
veerdi af disse, A, ... Men vi er ikke helt faerdige endnu! Som en ekstra sikkerhed veel-
ges nu ogsa de to nabovaerdier, og ud fra disse tre datapunkter bestemmes parablen,
der gar gennem punkter.

Ovelse 7.14 Afstanden til punktet pa tanden bestemmes vha en parabel

a) Man kan naturligvis bestemmme parablens ligning ved
at gennemfgre 2. grads regression pa Anax 09 nabo-

veerdierne til hver side. Men giv fgrst et argumenter for,
at der ma vaeret preecis én parabel, der gar gennem, de
tre punkter.

b) Aflees koordinaterne til punkterne pa parablen her, og
bestem det andengradspolynomium, der har parablen
som graf. Ggr dette bade med regression og ved lig-
ningslgsning.

c) Bestem parablens toppunkt - vaelg selv om du an-
vender differentialregning eller anvender toppunkts-
formlen.

d) Giv endelig en fortolkning af henh. 1. og 2. koordina-
terne til toppunktet.
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8.
Foldning af kontinuerte
funktioner

Foldning er en matematisk teknik, der bade kan udglatte skarpe kanter, og
give et mere bladt udryk i et foto, eller omvendt kan traekke kontrasterne
frem. Foldning findes bade i en diskret udgave, som er i spil i kapitel 7, og
en kontinuert som vi praesenterer her. Hvis vi fx gnsker at bevare ideen i en
firkantfunktions graf, men give den et mere blgdt udseende, kan vi folde den
med en parabel og fa ovenstaende bla graf. Kapitlet giver en introduktion

til dette matematiske omrade der har en stor anvendelse i fx arbejdet med

billeder og lyd.

AR

| 4

matematik
i arbejde

A
CE



8. Foldning af kontinuerte funktioner

Du kan her- link til 8-1 finde et dokument, hvor der give en mere omfattende indfgring i bpde diskret og
kontinuert foldning, og hvor foldning connectes til sandsynlighedsteori)

Foldning, der pa engelsk hedder convolution, blev udviklet som en matematisk metode
til at kombinere to kontinuerte funktioner f og g til en tredje funktion h, med det formal
at modificere formen af grafen for f ved hjaelp af grafen for g — eller omvendt modificere
grafen for g ved hjeelp af f. Foldning refererer bade til processen og til resultatet - den
nye funktion, h. Udgangspunktet er kontinuerte funktioner, fordi processen, der skaber
den nye funktion, involverer integration, og vi ved, at klassen af kontinuerte funktioner
er integrable.

Vi vil i dette afsnit se pad definitionen af foldning og illustrere denne med en del eksem-
pler — det kraever lidt gvelse at kunne gennemskue resultatet af en foldning. Vi vil yder-
ligere se pa nogle af de egenskaber, man umiddelbart kan udlede af definitionen, og be-
rgre nogle af de mange anvendelser, der i dag findes af foldning af to funktioner. I kapi-
tel 7 sa vi nogle eksempler pa “diskret foldning”, og vil ikke her ga laengere ind i denne
del. Ovenfor har vi givet et link til ekstramaterialer, hvor der findes en mere samlet
fremstilling af dette omrade

8.1 Definition, eksempler og eksperimenter

Definition - Kontinuert foldning
Givet to kontinuerte funktioner f(x) og g(x), sa defineres foldningen af f og g

som: (Fxg)(t) = Tf(x)-g(t—x)dx

—00

Foldningen af f og g betegnes sdledes med en asterix: f *g

Bemaerkning: Vi viser nedenfor, at foldning er kommutativ, dvs f g =g *f, sa det giver
mening at tale om ” foldningen af f og g”. Der er symmetri.

Lad os fgrst se pa nogle eksempler, hvor vi direkte anvender definitionen.

0, x < -1 0, x<-1
f(x)=41, -1<x<1 gx)=<x, -1<x<1

o, l<x 0, 1<x
Firkantfunktionen Savtakfunktionen

] -

0.8 1

1 0.81

0.6 1

- 06,

0.4 ]

1 0.4+

0.2 ]

1 0.2

-1 0 1
¥ 0 lA
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@velse 8.1 Foldningen af firkantfunktionen med sig selv
a) Vis, at hvis vi udregner foldningen af f med sig selv, far vi falgende funktionsforskrift:

0 t<-2
t+2 -2<t<0
2-t 0<t<2
0 2<t

(FF)(E) = | FO)-F(E - x)bx =

—00

0.4
0.2

o

f T T
-2 -1 0 1
’

b) Tegn grafen. Du skal fa noget, der ligner ovenstdende trekantsgraf.

c) Argumentér for, at dette er et trovaerdigt resultat ud fra fglgende tegneserie, hvor
den bl3d graf er f(x) og den grgnne, der forskydes hen over, er f(t - x)

Ovelse 8.2 Foldning af firkant med savtak
a) Tegn selv graferne for de to.

b) Udregn foldningen: (f *g)(t) = T f(x)-g(t-x)dx

Vores vaerktgjsprogram klarer det let, men resultatet er noget mere kompliceret.
c) Tegn grafen af foldningen. Du skal fa noget i stil med dette:

y v

t t t

d) Kan du ogsa her argumentere for grafens forlgb, ud fra tegneserien ovenfor, hvor
savtak-grafen skubbes ind over firkantgrafen. Du skal fgrst overveje savtakgrafens form
i tegneserien. (Tegneserien er I8nt fra Libre Texts, Mathematics)

Selvom de to funktioner nok er de mest simple, man kan komme p3a, sa ser vi, at det
hurtigt bliver lidt kompliceret at argumentere for foldningsgrafens forlgb. Men veerktgjs-
maskinerne klarer det hele let, og det er en god ide at prgve at folde kendte og simple
funktioner for at f& et mere overordnet billede af, hvad det egentlig er, der sker.
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Ovelse 8.3 Eksempler pa foldninger og deres grafer
a) Tegn fgrst graferne hgrende til de funktioner, der indgar:

Linezer funktion i [-2;2] | Simpel parabel i [-2;2] Gaussfunktionen
normalpdf(0, 1, x), eller

n(x)=0,4- exp(—o,so : x2)

I(x) = x p(x) =-x*+4

0.

b) Bestem nu foldningerne:
)p*p, 2)pxl, 3)p=*n, 4)nxl, 5)nxn, 6)/x]
Prgv selv, men du kan kontrollere med grafer og forskrifter her-link til 8-2

c) Bortset fra nr 6, sa bliver man ikke specielt overrasket over de grafiske billeder, nar
man har gvet sig lidt. Kan du give en generel kommentar eller beskrivelse af, hvad fold-
ning normalt “ggr ved” funktioner og deres grafer?

Lad os lige teenke lidt over, hvad definitionen siger grafisk set: Vi tager grafen for g, og
sa spejler vi forst denne i 2. aksen, hvilket giver grafen for funktionen g(-x). Dernaest

indfgrer vi en ny variabel t, og forskyder nu grafen for g(-x) stykket —t. Dette er gra-
fen for funktionen g(t — x). I den naeste gvelse treener vi lige praecis dette at parallelfor-
skyde grafer

Ovelse 8.4 Parallelforskydning af grafer

a) Tegn grafen for g(x) = x>.

b) Tegn grafen for g(-—x). Sammenlign med a) - hvad ser du?

c) Tegn grafen for g(x +1) = (x+ 1)3. Sammenlign med a) - hvad ser du?

d) Hvis du gnsker at forskyde grafen for g stykket 4 i x-aksens retning, hvilken forskrift
skal du sa anvende?

e) Tegn grafen for g(1 - x) = (1—x)3. Sammenlign med a) - hvad ser du?

f) Givet et fast tal t. Beskriv grafen for g(t — x) ud fra grafen for g.
g) "Kontroller” dine resultater ved at gennemfgre en undersggelse med skydere ('Ex-

plore’ i Maple) af graferne for {x3,(x +6)3,(t - x)3} , hvor parameteren t Ilgber mellem

-2 og 2.

N&r vi har faet styr pa, hvad parallelforskydninger gor, sa kommer det vanskelige, men
praecis det, som ggr foldning sa anvendelig: Vi ganger og tager et integral. Dvs vi be-

regner et areal for hver parallelforskydning af den ene!
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Selvom integralet umiddelbart gor det meget mere uoverskueligt, sa kan vi maske af de
to tegneserier fa et indtryk af, hvorfor graferne, vi har tegnet i gvelse 8.4, og som du
kan finde pa website, “laener sig op af” nogle standardtyper, i og med at alt det skarpe -
en lige linje, en parabel, der lander naeste lodret pa aksen, en firkant funktion, der
springer diskontinuert osv - alt det blgdes op ved at beregne arealer af overlap af funk-
tioners grafer. Dette vokser normalt mere langsomt op.

Men det er bestemt ikke let at gaette pa, hvor resultatet ender, som den fglgende gvelse
demonstrerer. Men det var det heller ikke, da man laerte om integraler og stamfunktio-

ner. Hvem ville uden at have en del erfaring have gaettet pa resultater som:
J‘%dx =In(x), jcos(x)c/x = sin(x), j dx = tan1(x), jtan(x) = —In(cos(x)).

_1
1+x?

Ovelse 8.5 Undersggelse af en foldning af to ikke-simple funktioner
Vi undersgger nu foldningen af funktionerne f(x) =sin(x) og g(x) = 2.x.e*
a) Tegn graferne for f(x) !
og g(-x). Du skal fa et bil-
lede som det her tv.

b) Ved en foldning skal

g(t — x) i spil. Billedet tv.
svarer til t =0.

c) Opsaet nu en explore af
f(x) og g(t - x), hvor vi fx
lader t Igbe fra -3 til 3. Du
skal fa et billede som det th.

0.5

-3 -2 -1 1 3

+00
d) Udregn foldningen (f = g)(t) = I f(x)-g(t - x)dx . Vaer opmaerksom pa, at dit vaerktgj

—00

ikke sl&r over i komplekse tal! Du skal fa et udtryk som:
(F*g)(t) = —Jmn-e* - cos(t)

At foldningen giver en cosinussvingning er nok lidt overraskende.

e) Tegn grafen for foldningen i intervallet [—4;4]. Du skal fa noget der ligner grafen ne-
denfor

f) Foldningsfunktionen har tilsynela-

dende minimum, hvor t er 0. Kan du 1]
forklare det blot ved at se pa de to gra-
fer ovenfor (hvor t er 0)? (Hint: Se blot 0.5/

pa fortegn for funktionsvaerdierne).
f) Argumenter tilsvarende for maksi-

mumsveerdierne. S e Y R
g) Bestem nulpunkterne ved lignings- -0.5]
lgsning, og bestem tilsvarende maks-
0g min-stederne ved at Igse: -1
(f+g) ()=0

Grafen for foldningen (f * g)(t)
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8.2 Matematiske egenskaber ved foldning.
Der geelder samme regler for foldning som for addition, multiplikation og division.

Satning: Regneregler for foldning
For alle integrable funktioner geelder fglgende regneregler for foldning:

e Den kommutative regel, dvs: fxg=gx*f
« Den associative regel, dvs: (fxg)*h=f*(g=h)

e Den distributive regel, dvs fx(g+h)=f*g+f=h

Qvelse 8.6 Bevis satningen
a) Vis at foldning er kommutativ ved at lave substitutionen z =t — x. Husk ogsa at sub-

stituere i integrationsgraenserne. Og udnyt endelig —I: f(x)dx = IZ f(x)dx

b) Vis at foldning er distributiv ved at anvende, at integration er lineaer, dvs
[(fi +£)(x)dx = [f(x)dx +[ f(x)dx

c) Beviset for, at foldning er associativ, kraever udnyttelse af en saetning om dobbeltin-
tegraler, (Fubinis satning) siger, at man ma bytte om pa integrationsraekkefglgen.
Du kan finde dette udfoldet i et dokument pa website, se her - link til 8-3

8.3 Anvendelser af foldning af kontinuerte funktioner

Vi vil her kun omtale nogle fa af de mange anvendelser af foldning. Du kan pa nettet
finde omtalt en raekke andre.

8.3.1 Glidende gennemsnit

Glidende gennemsnit (eng: moving average) er en metode til at udjaevne tilfaeldige ud-
. o - o . o - -

sving pa en graf over tid eller rum, sa vi far tendensen i det grafiske forlgb klarere frem.

Glidende gennemsnit udregnes som et gennemsnit over et interval M =b -a som for-

skydes langs x-aksen. I kapitel 7 demonstreres en diskret udgave af teknikken, som dér

anvendes til at udjaevne tilfeelde udsving i graden af fokus pa en billedserie.

[«]
Det kan ogsa veere brugbart 420 =
Ved t|dsser|er, hvor man eks. + Scripps Institution of Oceanography
V|| f]erne Sasonvarlatlon. Gra_ 400 MNOAA Global Monitoring Laboratory
fen her viser, hvordan maeng-
den af CO2 i atmosfaeren svin-
ger med arstiden bla. pa grund
af et stgrre Igvfald p& den nord-
lige haIvku.gIe. Ved e.t glldends ) sevmssny QP
gennemsnit over et interval pa 320 =) sapAAA UC San Diego U
et gr, frembringes den sorte 19'60 19'70 19.30 19:90 20;30 2o|10 20|20
. Year
kurve som viser tendensen:

Atmospheric CO, at Mauna Loa Observatory
T T T T T

380 |- AT ]

parts per million {ppm)
W
(o))
o
T

March 2021

kilde: NOAA (2021-b). Sixty Years of Global CO2 Levels, 1958
to 2018.
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Maengden af CO, i atmosfeaeren

er uomtvisteligt voksende.

Glidende gennemsnit bruges ogsa ofte for at fjerne stgj i databehandling og i lydbe-
handling. Ved at tage glidende gennemsnit bliver den hurtigt skiftende stgj fjernet.

Glidende gennemsnit er et eksempel pa anvendelse af foldning. Funktionen som vi fol-
der med for at fa et glidende gennemsnit, hvor intervallet har en bredde pa M, er

0, X<-iM
g(x) =14, —sM<x<IM
0, %M<X

Foldningen bliver:
(F*g)(t) = [ F(x)-g(t - x)dx

Nu gaelder: t-x<-JMot+iM<x,09 t-x>IMat-1M>x,

Sa faktoren g(t — x) er altsd 0 i intervallerne J—oo;t—%MJ og [t+%M;oo[.

Og imellem de to, i intervallet [t—%M;t+%M} er g(t - x) konstant lig med L. Indsaet-

tes nu dette, kan vi regne feaerdig:

(Fg)(t) = [ F(x)-g(t - x)dx

;+%M
= | ) Lax

Vi afprgver nu dette pa et konkret eksempel fra lydbehandling.

@velse 8.7 Glidende gennemsnit af svingninger

Funktionen f(x) = cos(%x) + £ cos(2nx)inde-

holder to cosinusfunktioner. 11

a) Tegn fgrst graferne for de to funktioner
hver for sig i samme koordinatsystem, med 057

x €[0;40].

c) Angiv amplituderne for de to. o I 2 I =0 1 =
Svingningstiden er den tid det tager at gen- )
nemlgbe en hel periode. Den anden af de to 0.5
svingninger har en svingningstid pa 1, fordi
vi grafisk gennemlgber én hel cosinussving-
ning i lgbet af et sek.

d) Hvad er svingningstiden for den fgrste af
de to svingninger?

88



Vi vil nu tage et glidende gennemsnit medM =2.
t+iM
e) Beregn integralet A(t) =L j f(x)dx. | 1
t—iM

Du skal fa:

h(t) = %-sin(%}-cos(%-tj

10

Dvs amplituden er en anelse mindre end
den oprindelige med stgrst amplitude.

f) Plot grafen af det glidende gennemsnit -1

P 10 20 30 10
~0,98.cos| —-t *

—0.5

Et studieretningsprojekt?
Hvis vi plotter det glidende gennemsnit
sammen med grafen af den oprindelige
sum, far vi dette billede, som minder om
billedet ovenfor af Mauna Loa:

Hvis man sgger pé’] nettet efter:

data, Mauna Loa vil man fa adgang til en
meget omfattende hjemmeside med et
veeld af data og oplysninger, som man
kan downloade og evt arbejde med i et
studieretningsprojekt

Qvelse 8.8
a) Undersgg hvordan foldningen aendrer sig ndr man andrer konstanten M ved at tegne
grafen ved forskellige vaerdierM : {1,4,6,8,10,16,20}

b) Hvorfor bliver amplituden p& den bld svingning mindre ndr M bliver stgrre?

8.3.2 Low Pass filter og High pass filter

Elektronisk kan man fjerne hgjfrekvent stgj med et sakaldt Low Pass filter, hvor kun
de lave frekvenser kommer igennem. Et Low Pass filter gar praecis det samme som fold-
ningen ovenover.

Hvis man i stedet vil have de hurtige svingninger, men fjerne de langsomme kan det
gores ved at traekke det glidende gennemsnit fra det oprindelige signal. Hvisf(t)er det

oprindelige signal og h(t) det glidende gennemsnit er high pass filtretf(t) - h(t).

Elektroniske filtre indgar i filmen om B&O og materialerne hertil.
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TRAK VIRKSOMHEDERNE IND | UNDERVISNINGEN

0.
icp - Mindste
kvadraters metode

Iterative Closest Point

Q P,

| den stationaere Lab-scanner har man styr pa, hvorfra de forskellige subscans
blev taget, og kan derfor med koordinattransformationer fa disse lagt ind i samme
koordinatsystem og dér stykket sammen. For Trios scanneren har man ikke styr
pa, hvilken beveegelse denne har fulgt, da tandlaegen kerte den rundt i munden.
Det er derfor en anden teknik, der skal udnyttes til at sammenstykke de forskellige
subscans. | filmen praesenterer Seren Knudby denne algoritme, der hedder Iterative
Closest Point. Billederne tages i hastig raekkefolge, og holder vi et bestemt scan
fast, sa flyttes det naeste hen over punkter, der "passer sammen”, ved hjeelp af en
afbildning, der bestar af parallelforskydninger og rotationer. Hvilke rotationer my, vi
skal veelge, fastlaegges af en mindste kvadraters metode. Det iterative i algoritmen
er nu, at nar den farste rotation og parallelforskydning er fastlagt, s gentages
processen! Indtil afstanden mellem de to scan er mindre end en fastlagt tolerance.
Sa stykkes de sammen og neeste billede undergar nu samme proces.

A
CE

U

| 4

matematik
i arbejde



9. Subscans stykkes sammen vha. icp-algoritmen

9.1 Algoritmen Iterative Closest Point

I filmens sidste del (t = 32.50 og frem) beskrives, hvordan triosscanneren med tilhg-
rende software danner punktskyen ved hjaelp af algoritmen Iterative Closest Point (ICP).
I dette afsnit gar vi lidt mere i dybden med, hvordan det virker. I fgrste del ser vi pa,
hvordan det virker i 2 dimensioner, og i andet afsnit tager vi sa skridtet til 3D. Den
grundlaaggende idé i ICP er, at nar man skal matche to subscans, der er "taget” i umid-
delbar naerhed af hinanden, ggr man fglgende:

1. Fgrst sammenparrer man punkterne i det sidste subscan med deres naermeste
naboer i fgrste subscan.

2. Derefter finder man den rotation og parallelforskydning af 2. subscan, der ggr
summen af kvadraterne pa afstanden mellem sammenparrede punkter mindst
mulig. Der er altsa tale om en mindste kvadraters metode - du kan finde et ma-
teriale om dette her link til 9-1

3. Nu flyttes og roteres alle punkter fra subscan 2 ved den fundne rotation og paral-
lelforskydning, og man gar til punkt 1 og foretager en ny sammenparring.

Man gentager nu denne procedure, indtil kvadratsummen er mindre end en fastlagt
mindste tolerance, og har derved fundet den position og orientering af det andet sub-
scan, der placerer det korrekt i forhold til fgrste subscan.

Som vi allerede har set, er en rotation en linezer afbildning, men nar der nu ogsa skal
parallelforskydes, har vi brug for begrebet affine afbildninger.

9.2 Affine afbildninger
Definition pa affin afbildning
En affin afbildning er en afbildning fra et vektorrum ind i sig selv, der har formen:
T(x)=Ax+b,

hvor A er en kvadratisk rotationsmatrix og b er en parallelforskydningsvektor.

Ovelse 9.1 Affine afbildninger og lineaere afbildninger
Vis, at for b= 0 er afbildningenT(x) = Ax + b ikke linezer.

Da vi kiggede pa rotationsafbildninger, var udgangspunktet hele tiden, at vi roterede om
origo. Nar triosscanneren fgres rundt inde i munden bliver den drejet om alle mulige
forskellige punkter, som vi ikke har styr pa. Man kan derfor spgrge, om vi sa kan be-
skrive alle disse drejninger ved udelukkende at rotere om origo. Svaret er ja! Nar vi har
lov til at parallelforskyde det roterede objekt efter rotationen, kan vi kompensere for at
rotationen foregar om origo:

Ro(v)-objekt +b = Ry (v)- objekt < b = Ry (v)- objekt — Ry (v)- objekt = (Rp (v) — Ry (v)) - objekt
Notationen her skal forstds pd den made, at vi anvender rotationsmatricerne Rp0g Rp
begge beregnet med vinklen v pa alle punkter i objektet. Den opmaerksomme laeser
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bemaerker selvfglgelig straks, at denne notation er noget dunkel og spgrger sig selv, om
det virkelig kan passe, at alle punkter i objektet giver samme konstante vektor b ?

Vi beviser det ikke her. I stedet gennemfgrer vi i det fglgende en raekke “spil” i geoge-
bra, hvor vi overbeviser os selv om, at det er tilfaeldet.

9.3 Drejning og parallelforskydning i 2D

Hent filen, du skal bruge, her: link til 9.2. Eller direkte her: https://www.geogebra.org/m/jrdmzcbm

Det er et spil med to deltagere, alfa og beta. Spilleren beta starter med at traekke i
den bla trekant, til den har den form, spilleren gnsker. Derefter veelger beta et centrum
for rotationen af den bl trekant T ved at treekke i punktet PO. Endelig vaelger beta en
rotationsvinkel ved at traekke i B-skyderen. Den rgde trekant viser, hvordan den bl3 tre-
kant er blevet roteret som resultat af beta’s valg - se figuren:

TRotomOogPar

B
parforsk 3 PO
L 3

[ 4 T

-8 R -6 5 -4 . 2 -1 0 1 p g 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Nu er det sd alfa’s tur. Farst demonstrerer vi alfa’s muligheder: Alfa kan rotere den bl
trekant om origo. Dette kunne fx resultere i den brune trekant. Alfa kan ogsa parallel-
forskyde sin trekant ved at traekke i paralleforskydningsvektoren DE. Den brune trekant
kunne saledes parallelforskydes, sa alfa danner den grgnne trekant. Den grgnne trekant
er altsd resultatet af en rotation af den bl trekant om origo efterfulgt af den valgte pa-
rallelforskydning.

Alfa vinder nu, hvis han kan placere den grgnne trekant eksakt oveni den rgde - ellers
vinder beta.

I naeste runde byttes rollerne om, og spillet fortsaetter til I har overbevist jer selv om, at
det altid kan lade sig ggre at ramme den rgde trekant praecist.

Nu er det jo ikke en paen trekant, vi skal ramme med vores rotation og parallelforskyd-
ning. I den virkelige verden er det en punktsky fra et fgrste subscan, der skal rammes
via en rotation og parallelforskydning udfgrt pa et andet subscan. Og begge subscans
indeholder tusindvis af punkter, der alle er i 3 dimensioner. Det er let at se, at dette
ikke er helt let!
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Vi skal derfor gennem en raekke skridt for at nd frem til at kunne behandle drejning og
parallelforskydning af subscans i 2D - og som ovenfor gennemfgres dette som et spil i
Geogebra.

Start med at orientere dig i problemstilingen ved at hente filen, du skal bruge her: (link til
9.3). Eller direkte her: https://www.geogebra.org/m/ha8ckx7b.

Du far denne figur frem:

P Tegneblok X | ¥ 3D Grafik

Summen af afvigelsernes kvadrater 8.74

Rotationsskydere

VX = 56°
e

vy = 304°
°

vz = 126°
®

Parallelforskydningsskydere

deltax =-0.6
@

deltay = -3.85
o

deltaz = -2.25
@

& I‘J : o \F
Socbotooos

S

Her er de sorte punkter pa den grgnne kurve fra subscan 1. De rgde punkter pa den
sorte kurve er fra subscan 2. Vi kan gennemfgre rotationer om alle akser og parallelfor-
skydning langs alle tre akser af subscan 2 ved hjaelp af skyderne til venstre. Du kan
0gsa rotere koordinatsystemet (synsvinklen) ved at hgjreklikke og traekke.

I dette spil kan vi ikke fa de to subscans til at ligge preecist oven i hinanden, sa opgaven
er at komme sa taet pa som muligt. “S3 teet pa” males med mindste kvadraters metode
- se evt linket fgrst i kapitlet.

@verst til venstre er vist summen af afvigelsernes kvadrater. Du vinder, hvis du kan fa
de to punktskyer til at matche sa godt, at kvadratsummen kommer under 0,25.

Vi starter med den simplest mulige situation, hvor vi kun har to Q-punkter og to P-
punkter, der alle ligger pa 1.-aksen. Og her kan der selvfglgelig kun veere tale om paral-
lelforskydninger.

Parallelforskydning af subscan med to punkter i 1D
Givet punkterne fra subscan 1: Q,(0,0), Q,(3,0) og tilsvarende punkter fra

subscan 2: P (1,0), P,(4.5,0)

a) Sammenpar punkterne, og beregn summen af afvigelsernes kvadrater KS.

Nu parallelforskydes alle punkterne i 2. subscan med en vektor p = X
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b) Opstil et beregningsudtryk KS(x) for kvadratafvigelsen som funktion af xog vis,
at det kan reduceres til: KS(x)=2x%+5x +3,5

c) Bestem den vektor p, der minimerer kvadratsummen, og bestem den mindst
mulige veaerdi af kvadratsummen

Naeste skridt er at se pa et vilkarligt antal punkter i rummet. Og vi ser stadig kun pa pa-
rallelforskydninger.

Parallelforskydning af subscan med n punkter i 1D
Vi kigger nu pa n punkter i hvert subscan og en vilkarlig parallelforskydningsvektor p.

Kvadratsummen pa afvigelserne mellem punkterne som funktion af p er fglgende:

mw=§%mw%z

a) Forklar hvad formlen udtrykker. Du skal herunder overveje
a. Hvilke punkter kommer fra henholdsvis subscan 1 og 2
b. Hvor mange koordinater har punkterne i de to subscans
c. Hvor mange punkter er der i de to subscans?
d

. Er punkterne i formlen allerede parret sammen, eller skal vi selv finde en
sammenparring?

e. Hvilke punkter bliver parallelforskudt - Peller Q punkterne?

b) Argumentér for, at nar punktet P, parallelforskydes, far det koordinaterne
o (R) = OF +p
I det folgende vil vi anvende notationen P; = OP; for stedvektoren til punkterne P, og til-

svarende for punkterne Q;

c) Vis, at udtrykket pr (P,) - Q,-Hz kan omskrives til
2
(7)ol = IpF <27~ @) + [P - @)

n
d) Vis, at kvadratsummen " |f, (P) —Q,-Hz bliver til
P

anpi - Q)

i=1

Ks(p)=n-Jplf +2

P+ IP-Qf (1)
i=1

I én dimension bliver udtrykket (1) til et almindeligt andengradspolynomium:
KS(p)=KS(x) = a-x>+b-x+c
e) Forklar hvad a, bog c star for i denne forskrift

f) Bestem et beregningsudtryk for den parallelforskydning x, der giver den mindst
mulige kvadratafvigelse

g) Bestem et udtryk for den mindst mulige kvadratafvigelse.
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@velse 9.2 Mindste kvadratafvigelse i 1D

Hent Excel filen “mindstekvadrater 1d parallelforskydning.xlIs” her-link til 9.4. I denne
har vi listet koordinaterne for to subscans, der naesten passer sammen. Punkterne er al-
lerede parret sammen, og man har mulighed for selv at vaelge en parallelforskydning ” x
" for subscan 2 i det gule felt - se figuren herunder:

A B C D E F G H 1 J K L
1 Subscan 2 kvadratafvigelse
2 Paralleforskydning x= -4,3 Subscan 1 Subscan 2 parallelforskudt Subscan 2 parallelforskudt
3 Q-punkter P-punkter 2(P-Q) (P-Q)A2 P+x (P+x-Q)A2
4 Kvadratsum 1 -5 -2,605 4,79 5,736025 -6,915 3,667225
5 Afvigelse Subscan 2 fra subscan 1 oprindelig 85,977575 2 -41 -1,75 4,7 5,5225 -6,06 3,8416
6 3 -32 -0,44 552 76176 -475  2,4025
7 |Afvigelse Subscan 2 forskudt med x fra subscan 1 39,946775 4 =23 0,355 5,31 7,049025 -3,955 2,739025
8 5 14 1,115 5,03 6,325225 -3,195 3,222025
9 6 0,5 23 5,6 7,84 201 2,2801
10 7 04 3125 545 7,425625 1,185 2,512225
11 3 1,3 402 544 7,3984 0,29  2,5281
12 9 22 4535 467 5452225 0,225 3,900625
13 10 31 59 5,6 7,34 1,59  2,2801
14 11 4 6,45 49 60025 214 3,459
15 12 4,9 77385 497 6175225 3,075 3,330625
16 13 5,8 8165 473 5593225 3,855 3,783025
17 66,71 85,97758 39,94678

a) Justér pd x i regnearket, sd du far en kvadratafvigelsessum under 5.

b) Prgv at beregne den parallelforskydning, der giver den mindste kvadratafvigel-
sessum ved at afleese koefficienterne a, bog ¢ til andengradspolynomiet:
KS(p)=KS(x)= a-x*>+b-x+c og bruge f.eks. toppunktsformlen for anden-

gradspolynomier.

Parallelforskydning af subscan med n punkter i 3D

I 2 og 3 dimensioner ma vi behandle udtrykket (1) som en funktion af flere variable.
Metoden til at finde den optimale parallelforskydning er heldigvis den samme: Vi skal
finde det stationaere punkt for (1) ved at differentiere partielt og seette gradienten lig
nulvektoren: VKS(p)=0

X
Vi indfgrer nu betegnelsen p = |y | for parallelforskydningsvektoren og tilsvarende be-
z

S
n X
tegnelsen S = ZP,- - Q; =|s, | for summen af punktafvigelserne.
i=1

SZ

@velse 9.3 Beregning af den mindste kvadratafvigelse i 3D

a) Vis, at gradienten af (1) bliver VKS(p)=2n-p+2|> (P, - Q;)

n
i=1

b) Vis, at ligningen VKS(p) =0 har den entydige Igsning p = —%- S

n
c) Ger rede for, hvorfor der ikke geelder: S-S = >"|P, - Q|
i=1
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n
d) Vis, at den mindst mulige vaerdi for kvadratsummen bliver: Z”P,- -Q; =

i=1

(Bemaerk, at i dette afsnit traekker vi pa en viden om matrix-beskrivelse af rotationer, se kap 5 afsnit 5.2)
Nu ser vi pé’\, hvordan kvadratsummen kan minimeres ved rotationer. Vi starter igen
med simpelt eksempel, men er selvfglgelig ngdt til at ga ud i 2 dimensioner for at rotati-
oner skal give mening:

@velse 9.4 Minimering af Kvadratsummer ved rotation af to punkter i 2d
Givet punkterne fra subscan 1: Q,(0,3), Q,(3,2) og tilsvarende punkter fra

subscan 2: P (1,3), P,(4,1)

a) Sammenpar punkterne, og beregn summen af afvigelsernes kvadrater KS

Nu roteres punkterne i 2. subscan om Origo med vinklen v .
b) Opskriv matricen for denne lineaere afbildning.
c) Vis, at punkterne fra subscan 2 sendes over i koordinaterne:

(R - cos(v)—3sin(v)

09 £, (P,) = 4cos(v)—sin(v)

sin(v)+ 3cos(v) 4sin(v)+ cos(v)

d) Vis, at kvadratafvigelsen for det fgrste punkt va (Pl) — Qlﬂz kan reduceres til:

If, (B) - @ =19 -6sin(v)—18cos(v)

Beregningerne er lidt harde med handkraft alene, men du kan sikkert f& hjaelp af dit
CAS-veerktgj ved at anvende “"Expand”, og/eller "Simplify”. I Ti-Nspire ser kommandoen
f.eks. sdledes ud, hvis man vil reducere kvadratafvigelsen for det roterede P, :

e:»;pand([il' cos{ﬁ-)—sm(t-'j —3)3+(4' sinl:m-)+cosl:1-)—3:’3)
e) Vis, at kvadratafvigelsen for det andet punkt “fv (Pz) - QZHZ kan reduceres til

va (P)— QZHZ =30-10sin(v)—28cos(v)

Et plot af de to kvadratafvigelser som funktion af rotationsvinklen (i radianer) ser sdle-
des ud:

1.0F
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Laeg meaerke til, at det ikke er den samme rotationsvinkel, der minimerer de to kvadrat-
afvigelser.

f) Opstil et beregningsudtryk KS(v) for kvadratafvigelsen som funktion af v og vis,
at det kan reduceres til: KS(v)=49—16sin(v)—46cos(v)

g) Bestem den vinkel, der minimerer kvadratsummen, og sammenlign denne med
de to vinkler fra figuren ovenfor, der minimerer hvert af leddene.

@velse 9.5 Minimering af Kvadratsummer ved rotation af n punkter i 2d
Vi kigger nu pa den generaliserede kvadratsum (KS) som funktion af en vilkarlig rotati-
onsvinkel (om origo) v:

ZHf )-Qff —ZIIAV P, -Qf

_ [cos (v) —sin(v)

, hvor (2)

er rotationsmatricen for vinklen v.

~|sin(v) cos(v)
Vi indfgrer nu koordinater for punkterne P; og Q;
Pi1
Pi2

din
di2
a) Vis, at punkterne P; sendes over i koordinaterne

P =

I

og Q =

p;1 €0S (V) — pjp sin(v)

f(P)=A, -P =
v(Pi) =4 P, pjy Sin(v)+ pj, cos(v)

b) Vis, at hvert led |A, - P, —Q,-||2 i summen (2) kan reduceres til

A, - -Qf°

= (pjy cos(v) - pj sin(v) - q,-1)2 +(pyy sin(v) + pj, cos (v) — q,-z)z (a)
= (pj1 cos(v) - p; sin(v )2 +q4° - 2-(pjy cos(v) - ppsin(v))- gy (b)
+(piy Sin(v) + p; cos (v)) +qpp” — 2 (pyy sin(v) + pip cos (v)) - aj,

= py? cos? (v) + py? sin® (v) =2 p;y cos(v)- pj, sin(v) (c)
+p;p° Sin® (V) + Py €os? (V) + 2 pyy sin(v)- pj, cos (v)

+q1° +4;0°

~2-(pj1 -Gy - €05 (V) = Pjz - Gy - SIN(V) + Py - Gia - SIN(V) + Pj - Gjp - €OS (V)

= iy - (cos? (v) + sin? (v)) + P’ (sin2 (v) +cos? (v)) (d)
+q1° +;°

~2-(pjy -Gy - €OS (V) + Py - Gjp - €05 (v)) = 2+ (Pyy - Gja - SIN (V) = pjz - Gy - SIn (V)
= pilz + Piz2 + C/i12 + Cliz2 —2-(Pi1 -G + Pi2-Gi2)-€0S (V) = 2-(P1 - Giz — Piz - Gin ) - Sin(v) ()
— P +|Q] - 2P; - Q; cos (v) - 2det (P;, Q;)sin(v) (f)
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c) Man kan prgve at tage sit CAS-vaerktgj til hjaelp her! Men selv om vaerktgjet na-
turligvis regner korrekt, er det ikke altid den giver det resultat, man ved, man
skal fa. Reduktioner og omskrivninger kan tage flere veje. Det er en god ide at
prove selv at nd frem til resultatet. Ovenfor er det foldet betydeligt ud, men alli-
gevel kraeves der en del argumenter. Giv selv en forklaring p&, hvad der sker i
hvert trin af omskrivningerne, fra (a) til (f).

n
d) Argumentér for, at hele kvadratsummen KS(v)=>"|A, -P; - Q,-||2 vil have formen
i-1
KS(v)=A+Bcos(v)+Csin(v)

og ggr rede for, hvad de tre konstanter A, Bog C star for.

e) Vis, at den vinkel v, der minimerer kvadratsummen, kan findes ved den pzene

formel
" det (P, Q)
tan(v) ==L - (3)
> P-Q;
i-1

f) Formulér med ord hvad formlen ovenfor udtrykker og diskutér under hvilke forbe-
hold formlen gaelder.

Lad os prgve at teste formlerne med en lille opgave

Ovelse 9.6 Den optimale rotationsvinkel

I regnearket "Rotation i 2D.xls”, som du kan hente her-link til 9.5 har vi med grgnt og
blat markeret subscan 1 og 2 og i det gule felt har vi mulighed for selv at vaelge en ro-
tationsvinkel (i grader) - der resulterer i det roterede gule subscan 2:

A B C D E F G H | J K L
Kvadratafvigelse KS(v) =

Rotationsvinkel v (grader) = 1,321 12,08977965

Subscan 1  Subscan 2  Roteret Subscan 2  Prikprodukt Determinanter |
Q-punkterne P-punkterne A_v*P Scanl. Scan2 det(Scan1,5can2)

Rotation af Subscan 2 x y x y X v P*Q det(P,Q)

5 4 57 29 -576534 2767823

41 43 -49 3,4 -497708 3,286133

-3,2 4 -40 33 -4,07501 3,206908

-23 3 -28 26 -2,8592 2,534758

14 2,7 -19 2,4 -195482 2,35556

-0,5 2 -08 19 -0,84359 1,881052

04 18 -01 19 -0,14378 1,89719

13 13 1,9 1,0 22 0,949016 2,222469

14 1,0 22 14 19 1,8 1857998 1,843324

15 00 10 31 14 28 2,0 2753148 2,064019

16 80 60 -40 20 0,0 2,0 2,0 6,0 8,0 11 4 2 36 2,7 3536798 2,782276

17 12 49 3 42 39 4108974 3,995789

18 Subscan 2 Roteret Subscan 2 Subscan 1 13 538 4 49 48 4,78804 4,911688

Kvadratsummen KS (v) er beregnet i det lysergde felt ved siden af vinklen.

6,0

@ ~N o Uk W 2

5,0

w0

4,0
10

11 3,0
12

0N O UL RWN R

20

[t=)

a) Juster pa rotationsvinklen sa kvadratsummen KS(v) kommer under 0,25

I regnearket er der ogsa blevet gjort klar til, at du kan beregne prikprodukt og determi-
nanter mellem vektorerne fra subscanl og 2.
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b) Beregn prikproduktet P; - Q; determinanten det (P, Q, )i de tilhgrende felter. Du

skal gerne fa:

Prikprodukt Determinanter
Scanl. Scan2 det(Scanl,5can2)
P*Q det(P,Q)
3 40,1 -8,3
c) Beregn -ved at treekke de to felter ned - alle prikprodukter og determinanter
samt tilhgrende summer. Du bgr fa:

13 13
> P,-Q; ~ 255,13 og ) det(P;,Q;)~ —49,54
i=1 i=1

d) Beregn den optimale drejningsvinkel ved formel (3) og bestem den mindste kva-
dratafvigelse. Du bgr fa KV, ~0,1395

9.4 ICP i tre dimensioner

I tre dimensioner skal der bruges 3 parametre til at beskrive en rotation samt tre koor-
dinater for at beskrive en parallelforskydning. Kvadratsummen bliver altsa en funktion
af seks variable, og da den samtidig indeholder flere tusind led (3 for hvert punkt), bli-
ver det i praksis umuligt at nedskrive pane resultater for kvadratsummen og dens af-
ledte. I stedet for at "differentiere korrekt” vil man her typisk bruge software, der diffe-
rentierer numerisk, og pa den made kunne finde en tilnaermet vaerdi for vinklerne, der
optimerer kvadratsummen.

Proceduren er i princippet enkel. Lad som fgr KS(vX,vy,vZ,px,py,pz)st3 for summen af

de kvadratiske afvigelser af subscan 2 fra subscan 1.

De seks variable VarVy sV PxsPys Py beskriver, hvor meget scan 2 roteres om de tre ak-
ser og efterfglgende parallelforskydes langs de tre akser. For at holde notationen enkel

og intuitiv indfgrer vi forkortelsen x, = (vX,vy,vz,pX,py,pz). ICP fungerer nu efter fgl-
gende algoritme:
1) Fgrst bestemmes gradienten VKS (xo)ved numerisk differentiation med udgangs-

punkt i det aktuelle scan2

Gradienten har generelt den egenskab, at den peger i den retning hvor funktionen, som
den er gradient for, vokser stejlest, sa derfor beregner vi nu KSi gradientens retning:

2) Opstil KS (xo + t-VKS(xO)). Dette er nu en funktion af kun én variabel nemlig t
3) Find minimumsstedet (t -veerdien) for KS(x0 +t-VKS (xo))

4) Beregn de rotationsvinkler og parallelforskydingskoordinater

der giver den mindste kvadratsum.
5) Rotér og parallelforskyd scan 2 ved hjeelp af den fundne x,
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Gentag proceduren og generer pa denne made X,,X3,...X, indtil kvadratafvigelsen er

mindre, end en fastlagt tolerance. Nu er subscan 2 ved nogle fa flytninger og parallelfor-
skydninger lagt oven p& subscan 1.

I filen ” Tandkurveopgave ICP.ggb”, som du kan hente her-link til 9.6, kan du fa et ind-
tryk af hvordan algoritmen virker:

Ovelse 9.7
I venstre side kan du traekke i laengdel skyderen, der bestemmer hvor langt du gar i
den fgrste gradients retning.

a) Justér laengdel skyderen, sa den viste fgrste kvadratsum bliver mindst mulig
Glo bl bl A @ 4N w4

¥ Tegneblok X || ¥ 3D Grafik

Kvadratsummer

leengde1 = 0
. 4749

lngde2 = 0
™ 4749

leengde3 = 0
. 4749

leengde4 =0
. 4749

leengde5 = 0
. 4749

b) Fortseet med at justere de naeste skydere én en efter én, sa den tilhgrende kva-
dratsum minimeres
Det er vanskeligt indenfor den prascision, man kan opna med skyderne, at “ramme”
subscan 1 helt praecist og fa kvadratsummen helt ned pa 0.
c) Men: Fortseaet indtil kvadratsummen kommer ned p3 eller under 0,3

Nar man - som det her er tilfseldet her - skal differentiere "meget besvaerlige” funktio-

ner, ggr man i praksis ofte det, at man benytter sekanthaldningen for funktionen f i

stedet for den korrekt differentierede f':

f(x+h)—f(x)
h

Hvis man benytter tilpas sma vaerdier af parameteren h, giver sekanthaeldningen et re-

sultat, der kun afviger ganske lidt fra den korrekte vaerdi af den afledte.

f'(X)m

(numdiffl)

Ovelse 9.8

Overvej, hvorfor sekanthaeldningen giver ok estimater for f'. Hvordan er det nu den af-
ledte funktion er defineret?

Imidlertid kan man fa endnu bedre estimater for f', hvis man benytter formlen

Fr(x)~ Flx+ h)th(X “h) hummdifr2)
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Ovelse 9.9
Undersgg for hver af funktionerne herunder, hvilken af formlerne (numdiffl) og (num-
diff2) der giver det bedste resultat for f'(2), nar h=0,1

a) f(x):x2
b) f(x)= e
c) f(x)=sin(x)

Ovelse 9.10
Det er her en fordel at bruge sit CAS-vaerktgj!

En funktion er givet ved f(x,y,z)= x* + 2xy +2x +2y? + 6y +3z° — 18z + 32
a) Beregn gradienten Vf(2,2,2)af funktionen f i punktet (2,2,2).
b) Opstil forskriften for funktionen g (t) = f((2,2,2) +t-VF(2, 2,2)) og vis, at funktio-
nen kan reduceres til: g(t)=1216t 4 460t + 44.
c) Find den t-veerdi t*, der minimerer funktionen g(t).
d) Bestem koordinatseettet x; =(2,2,2)+t*-Vf(2,2,2).

e) Gentag proceduren med udgangspunkt i X, ,indtil du har fundet det globale mini-

mum for funktionen f . Du skulle gerne ende meget taet pa punktet (1,—2,3)
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Projektet Traek virksomhederne ind i undervisningen
fortaeller, hvordan matematik er uundvaerlig for avancerede
virksomheder i et moderne samfund. | filmene besager
Casper og Nicoline 12 forskellige virksomheder og lzerer
noget om den matematik, de anvender.

Casper og Nicoline mgder ansatte, der er med helt i
front af det matematiske arbejde: statistikere, ingenigrer,
matematik-gkonomer, epidemiologer m.fl. Alle har
uddannelser med et betydelig matematisk indhold.

Til hver film kan du downloade undervisningsmaterialer.
Her finder du ovelser, opgaveforleb, projekter og oplaeg
til studieretningsprojekter. Materialerne er opdelt i tre
niveauer af sveerhedsgrad fra 9 kl til 3 g. Emnerne er
inspireret af flmen om virksomheden og den anvendte
matematik, men man kan arbejde med materialet uden
at have filmen korende.

Haeftet om Matematikken bag moderne dental teknologi
hos 3Shape knytter sig til flmen af samme navn.

A
4

matematik
i arbejde
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