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Uddrag af forord til Hvad er matematik? Opgavebog 3

(Opgavebogen er under udarbejdelse. Indtil opgavebogen ligger faerdigproduceret henvises til kapitlerne i
de tidligere opgavebgger. Afsnittene med “Kontrolspgrgsmdl til kapitel X” vil indgd i opgavebogen og
laegges samtidig saerskilt ud her pG website).

Alle kapitler har faet en ny facilitet i forhold til de tidligere opgavebgger til C, B og A, nemlig et afsnit O:
e Kontrolspgrgsmal til kapitel X:
Teori, metoder og grundlaeggende viden du skal kende
Dette afsnit er fgrst og fremmest teenkt som en hjaelp til den daglige lektielaesning og til en afsluttende
repetitionsfase. Afsnit O retter sig altsa i lige sa hgj grad til fagets mundtlige dimension som til den
skriftlige.

Vi har bestraebt os pa at skrive grundbogen, sa eleverne faktisk kan leese en matematisk tekst. Men for
enhver faglig tekst gaelder, at fgrste gang man lzeser den, er det svaert at vide, hvad der er de vigtigste
begreber og oplysninger i teksten. Hvad er det isaer man skal have tilegnet sig, efter at have laest teksten.
Det fremgar af spgrgsmalene i afsnit X.0.

Eleverne kan saledes med spgrgsmalene selv evaluere, om de har styr pa det faglige emne. Og lzererne kan
anvende disse opgaver, nar man giver lektier for, ved at pege de relevante opgaver i afsnit X.0 ud for
eleverne. Endelig kan de anvendes i en repetitionsfase, hvor eleverne med brug af disse opgaver selv kan
arbejde stoffet igennem.

Alle spgrgsmal i afsnit X.0 kan besvares ved opslag i grundbogens kapitel X. Man kan evt. bruge
stikordsregistret.

Vi har valgt ogsa at laegge spgrgsmal ind til alle de indledende fortallinger i afsnit 1 i grundbogens kapitler.
Man skal i undervisningen dakke bade den historiske og den anvendelsesmaessige dimension af det faglige
stof, og de indledende fortaellinger er velegnede hertil. Men det enkelte hold vil sikkert kun gennemga
nogle fa af disse, og der er frit valg her. Derfor har vi lagt spgrgsmal ind til alle afsnit.

Bjorn Grgn Bodil Bruun Olav Lyndrup
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Kontrolspgrgsmal til kapitel 1:
Teori, metoder og grundlaeggende viden du skal kende

Afsnit 1.1

Opgave 1.1

a) Hvorfor har tidevandet ikke en fast rytme over arene?

b) Hvorfor er der sa store udsving i tidevandet fra sted til sted pa Jorden?

Opgave 1.2

Den engelske fysiker Kelvin spiller en stor rolle i arbejdet med at tabellzegge
tidevandsbevaegelserne.

a) Hvem var Kelvin? (hint: SIa op pa wikipedia, og udnyt QR-koden s. 50)

b) Hvor har du ellers mgdt Kelvin i undervisningen? (hint: Sla op i Hvad er matematik? 1, kap 4 —
brug stikordsregistret. Og sla evt op i dine fysik og kemi-bgger)

Opgave 1.3
Hvordan udbreder lyd sig gennem luft?

Opgave 1.4

| grundbogen star der, at “bglger flytter sig bade i tid og rum”.

a) Forklar hvad der menes hermed, idet du tager udgangspunkt i en fysisk bglge i vand.
b) Forklar hvad der forstas ved de to begreber: svingningstid og bglgelaengde.

Opgave 1.5
Hvad forstar vi ved frekvensen af en lydbglge? Hvad er sammenhangen mellem frekvens og
svingningstid?

Opgave 1.6
Forklar de to begreber: ren tone og sammensat tone. lllustrer gerne din forklaring med, hvad der er
vi hgrer, nar der frembringes toner med et musikinstrument.

Opgave 1.7
Rene toner kan beskrives matematisk ved hjeelp af sinusfunktionen, som er gjort i grundbiogen s 46,
hvor vi finder formlen: s(t)=A-sin(2r- f -t). Forklar hvad symbolerne star for, og redeggr for,

hvordan man kan skitsere grafen ud fra denne viden.

Opgave 1.8
Nar flere bglger befinder sig samme sted til samme tid, sa siger vi de interfererer. Hvordan kommer
dette tio udtryk i den matematiske beskrivelse.

Opgave 1.9
Hvordan er det grafiske forlgb for de sakaldte savtakbglger og de sakaldte firkantbglger.

Opgave 1.10
Hvad var det for et fundamentalt spgrgsmal om bglger, Fourier Igste i 1822

Opgave 1.11

a) Hvad var kommissoriet (den praecise opgave) for Tidal Committee?

b) I sit foredrag om arbejdet i Tidal Committee taler Kelvin om “The object of the harmonic
analysis”, dvs genstanden for harmonisk analyse. Hvad er det?
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Opgave 1.12

Kelvin byggede to magelgse maskiner til sit arbejde med at fa styr pa tidevandsbevaegelserne,
henholdsvis en harmonisk analyzer og en synthesizer. Hvilkem forskellige typer prpblemer Igste de
to maskiner?

Opgave 1.13
Hvad menes med begrebet tidevandets musik?

Opgave 1.14
Hvad forstas ved en Fourieranalyse af et signal?

Afsnit 1.2-1.5

Opgave 1.15
a) Hvorfra stammer den maerkelige enhed, der giver et gradtal for en cirkel pa 360°
b) Har man nogensinde prgvet at lave det om?

Opgave 1.16
a) Hvad forstas ved radiantallet for en vinkel?
b) Hvordan omregnes mellem grader og radianer

Opgave 1.17

a) Hvad menes med formuleringen, at sinus og cosinus er periodiske funktioner?

b) Angiv nogle overgangsformler knyttet til den retvinklede trekant, og argumenter for dem.
¢) Angiv nogle overgangsformler knyttet til enhedscirklen, og argumenter for dem.

Opgave 1.18
Hvad siger Pythagoras seetning for sinus og cosinus? Argumenter for den

Opgave 1.19
a) Skitser graferne for sin og cos i intervallet [0;2n] .

b) Angiv monotoniforholdene for de to funktioner.

Opgave 1.20
a) Forklar med et eksempel hvordan man Igser en grundligning med sinus.
b) Forklar med et eksempel hvordan man Igser en grundligning med cosinus.

Opgave 1.21
a) Hvad er de afledede funktioner af henh. sinus og cosinus?
b) Hvad er de dobbelt afledede funktioner af henh. sinus og cosinus

Opgave 1.22

a) Hvad handler Hookes lov om?

b) Opskriv Hookes lov pa formen som en differentialligning. Hvad har denne lov med de
trigonometriske funktioner at ggre?

Opgave 1.23
a) En harmonisk svingning kan skrives fa formen: h(x)=A-sin(w-x+¢@)+B. Forklar hvad de

forskellige symboler star for. Inddrag det grafiske forlgb i din forklaring.
b) Forklar ud fra en grafskitse af en harmonisk svingning, hvad vi forstar ved perioden T, og angiv
hvordan man bestemme T ved en grafisk aflaesning.
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c) Der findes en formelmaessig sammenhang mellem perioden T og vinkelhastigheden w. Opskriv
denne og argumenter for den.
(hint: Praxisboksen s 67)

Opgave 1.24
| beskrivelsen af harmoniske svingninger indgar ofte yderligere begreber som bglgelaengde og
svingningstid. Der er en bestemt sammenhang mellem de to begreber — hvilken?

Opgave 1.25

a) For en harmonisk svingning er der formelmassige sammenhange mellem amplituden A,
ligevaegtsvaerdien B, og funktionens maksimum og minimum. Opstil disse og argumenter form dem.
b) lllustrer, fx med grafskitserne i gvelse 1.23 s. 66, hvorledes disse sammenhange kan anvendes til
en grafisk bestemmelse af A og B.

(hint: Praxisboksen s. 67)
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Kontrolspergsmal til kapitel 2:
Teori, metoder og grundlaeggende viden du skal kende

Afsnit 2.1

Opgave 2.1

a) Hvad gar det matematiske problem cirklens kvadratur ud pa?

b) Hvilke hjeelpemidler matte man i den graeske matematik anvende til Igsning af problemet?

c) Denne begraensning i brugen af hjeelpemidler har sin rod i Euklids 5 aksiomer (forudsaetninger).
Hvad er disse 5 aksiomer?

Opgave 2.2
| den aegyptiske matematik findes en formel til beregning af en cirkels areal. Hvad siger denne
formel?

Opgave 2.3

a) Hvad er definitionen pa tallet ?

b) Redeggr for, hvorledes formlen for cirklens omkreds fglger af definitionen i a)

c) Archimedes udledte formlen for arealet af cirkel. Redeggr for hans argument? Kan du acceptere
ha<ns argument, eller synes du der er problemer?

Opgave 2.4

a) Beskriv en metode til at beregne en tilnaermelse til omkredsen af en cirkel (der er flere metoder,
veelg en), og dermed til tallet it

b) I folkeskolen leerer man, at 2 er en god tilnaermelse til tallet t. Hvorfra stammer dette?

Opgave 2.5
Begrebet cirklens kvadratur er gaet ind i det almindelige sprog. Hvad mener man, nar man om et
problem siger, at det er som at Igse cirklens kvadratur?

Opgave 2.6
a) I grundbogen s 77 omtales, at J2 er et konstruerbart tal. Hvad menes hermed? Kan du
tilsvarende argumentere for at fx \/g og «/E er konstruerbare tal?

Opgave 2.7

a) Forklar hvad Cavalieris princip gar ud pa. Giv eksempler pa, hvor det gar godt, og hvor det gar galt
nar man anvender dette princip til at bestemme arealer og rumfang.

b) Inspireret af Cavalieris princip introducerer Wallis i et veerk fra 1656 uendeligheds-symbolet « . |
hvilken sammenhang g@r han det?

Opgave 2.8

a) Forklar Wallis metode til beregning af arealet under en parabelbue, og under grafen for den
kubiske funktion.

b) Hvordan generaliserer Wallis de fundne resultater?

c) Forklar, hvordan Wallis kommer fra at have bestemt arealet under grafen for potensfunktioner til
arealet af en cirkel.

d) Har Wallis dermed Igst cirklens kvadratur? Hvorfor? Hvorfor ikke?
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Afsnit 2.2 - 2.7
Opgave 2.9
Givet en positiv funktion i omradet fra tallet a og fremad. Hvad forstar vi ved arealfunktionen til f?

Opgave 2.10
a) Hvad forstar vi ved en stamfunktion til en funktion f?
b) Angiv stamfunktioner til potensfunktionerne. Argumenter for sit svar.

Opgave 2.11

a) Hvad siger satningen om samtlige stamfunktioner til en funktion f ?

b) Giv en grafisk fortolkning af denne saetning.

c) Seetningen giver anledningen til begrebet den kanoniske stamfunktion. Hvad star det for?

Opgave 2.12
Forklar, gerne med et eksempel, hvordan man bestemmer en stamfunktion, hvis graf gar igennem et
bestemt punkt.

Opgave 2.13
a) Hvad forstar vi ved det ubestemte integral til en funktion f?
b) Hvordan er notationen (hvordan skrives det)?

Opgave 2.14

Angiv stamfunktioner til fglgende funktioner - og argumenter for din pastand:
a) x* (eller 1)

b) e, c#0

c) x°, a#=-1

d) sin(x) og cos(x)

Opgave 2.15
a) Angiv regneregler for det ubestemte integral af sum, differens og gange med konstant.
b) Argumenter for disse regneregler

Opgave 2.16
a) Forklar regnereglen: integration ved substitution, og argumenter for den.
b) Illustrer regnereglen med nogle selvvalgte eksempler.

Opgave 2.17
a) Forklar regnereglen: delvis integration, og argumenter for den.
b) llustrer regnereglen med nogle selvvalgte eksempler.

Opgave 2.18
a) Hvad siger integralregningens hovedsaetning?
b) Hvad er den rgde linje i beviset (med brug af tretrins-reglen)

Opgave 2.19
a) Hvordan beregnes arealet under grafen for en positiv, kontinuert funktion i et givet interval?
b) Argumenter ud fra hovedsaetningen for metoden beskrevet i punkt a).

Opgave 2.20
a) Hvad forstar vi ved det bestemte integral fra a til b af en funktion f?
b) Hvordan er notationen (hvordan skrives det)?
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c) Hvordan udregnes et bestemt integral i praksis (uden veerktgj) ?

Opgave 2.21
a) Hvad siger indskudssatningen?
b) Giv eksempler pa dens anvendelse.

Opgave 2.22
a) Angiv regneregler for det bestemte integral af sum, differens og gange med konstant.
b) Argumenter for disse regneregler

Opgave 2.23
a) Forklar regnereglen: integration ved substitution af et bestemt integral, og argumenter for den.
b) lllustrer regnereglen i praksis med nogle selvvalgte eksempler.

Opgave 2.24
a) Hvordan bestemmes arealet af et omrdde mellem to grafer
b) Hvordan bestemmes arealet af en punktmangde, der ligger helt under x-aksen

Opgave 2.25
a) Hvad er et omdrejningslegeme?
b) Hvordan bestemmes rumfanget af et omdrejningslegeme?

Opgave 2.26
a) Hvordan bestemmes rumfanget af en ring (et omrade indesluttet mellem to
omdrejningslegemer). (hint: Der er to forskellige tilfeelde, se grundbogen s. 117)

Opgave 2.27 (kun for htx)
Hvordan bestemmes rumfanget af et omdrejningslegeme, hvor vi drejer om y-aksen?

Opgave 2.28
a) Hvad er definitionen pa Ginikoefficienten?
b) Hvordan kan Ginikoefficienten skrives pa en formel med brug af integraler?

Opgave 2.29
Hvordan beregnes en gennemsnitlig vaerdi af en funktion ved hjeelp af integralretgning?

Opgave 2.30
Hvordan beregnes laengden af en kurve, der er givet som en graf, ved hjaelp af integralregning?

Opgave 2.31

a) Hvordan defineres den naturlige logaritmefunktion i moderne matematik?
b) Vis ud fra definitionen, at In(1)=0

c) Vis, at In(x) er en voksende funktion.

Det afggrende skridt i beviset for logaritmeregnereglerne er beviset for den grundlaeggende regel:

In(a-b)=In(a)+In(b) . Antag vi har vist dette.

d) Argumenter ud fra den grundlaeggende regneregel for reglen: In(%)zln(a)—ln(b)
e) Argumenter ud fra den grundleeggende regneregel og d) for at In(a")=n"In(a) og
In(a™)=(—n)-In(a) for alle naturige tal n.

f) Argumenter ud fra c) og e) for at In(x) — oo nar x -
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Opgave 2.32

a) Forklar hvordan man kan definere e* og a* ud fra kendskab til In(x)

b) Argumenter for, at (ex) =e"
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Kontrolspergsmal til kapitel 3A:
Teori, metoder og grundlaeggende viden du skal kende

Afsnit 3A.1

Opgave 3A.1

Hvornar omtrent udfoldede den hollandske renaessance sig, med navne som Rembrandt, Frans Hals
og Jan Vermeer?

Opgave 3A.2

a) Hvornar gennemfgrte “den falske Vermeer”, Hans van Meegeren sine svindelnumre? Fortzel kort
noget om hans metode til at male “gamle” malerier.

b) Hvorfor var det sarligt bemaerkelsesvaerdigt, at ukendte billeder af netop Vermeer dukkede op?
c) Hvad var Hans van Meegerens cover-up historie, da han prasenterede sine nye "Vermeer-
billeder”?

d) Hvornar blev svindelen afslgret? Fortael kort om, hvordan han blev opdaget.

e) Under retssagen tog Hans van Meegeren et specielt initiativ for at overbevise retten om, at han
selv var ophavsmand til de malerier, han havde solgt til museer og fx ogsa til Ggring. Hvad var det
han gjorde? Hvorfor gjorde han det?

Opgave 3A.3
De tekniske analyser koncentrerede sig om farven blyhvidt. Hvorfor?

Opgave 3A.4

a) Hvad er det, der karakteriserer radioaktive stoffer?

b) Hvad er en henfaldskaede, fx henfaldskeeden for Uran 238

c) Opskriv henfaldsloven som en differentialligning, og forklar med ord, hvad ligningen siger.

Opgave 3A.5
a) Hvad er definitionen pa halveringstid?
b) Hvad er ssmmenhangen mellem halveringstid og henfaldskonstant.

Opgave 3A.6
| forbindelse med de videnskabelige undersggelser af, om malerierne var segte eller falske, blev der
opstillet to hypoteser. Formuler disse.

Opgave 3A.7
Hvorfor er der radioaktive atomer i farven blyhvidt?

Opgave 3A.8

Nar vi opstiller en differentialligning for dobbelt radioaktivt henfald sa foretager vi her en vigtig
antagelse om en af de variable. Hvilken antagelse er der tale om? Begrund denne antagelse. (hint: se
argument og formler s 135-136)

Opgave 3A.9
Hvad karakteriserer forholdet mellem henfald for Bly-210 og Radium-226 for et gammelt billede i
forhold til et nyt billede? (hint: se tabellen og formlerne s 137)

Opgave 3A.10
Hvad er den grundlaeggende ide i de udregninger, der foretages i gvelse 3.5 s 137, og som giver det
afggrende argument vedrgrende maleriernes agthed eller falskneri?
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Afsnit 3A.2 - 3A.3
Opgave 3A.11
a) Hvad er en differentialligning?
b) Hvad menes med begyndelsesbetingelser?
c) Hvad er en differentialligningsmodel? Giv eksempler.

Opgave 3A.12
Differentialligninger lgses med forskellige metoder. Redeggr for, hvad der forstas ved eksakt lgsning
og ved numerisk lgsning. Hvad er forklaringen pa, at vi har brug for flere Igsningsmetoder?

Opgave 3A.13

a) Hvad forstas ved linjeelementer?

b) Hvordan anvendes linjeelementer i undersggelse af en differentialligning? (hint: praxisboksen og
eksempelt s. 143).

c) Hvad forstas ved en Igsningskurve til en differentialligning? Illustrer din forklaring med
eksempler.

Opgave 3A.14

a) Hvad forstas ved en kvalitativ analyse af en differentialligning? lllustrer din forklaring med
eksempler.

b) Hvordan kan en differentialligning fortaelle om monotoniforhold og lokale ekstrema — uden vi Igses
ligningen.

c) Hvordan kan en differentialligning fortaelle om krumningsforhold — uden vi Igses ligningen.

Opgave 3A.15

a) Nar vi oversaetter mellem sprog og formel, hvad er da den sproglige reprasentation af f'?

b) Nar vi oversaetter mellem sprog og formel, hvad er da den formelmaessige repraesentation af
udtrykket: "er proportional med”?

c) Giv en sproglig preesentation af Newtons afkalingslov. Overseet til en formel-repraesentation og
forklar hvordan du oversaetter.

Opgave 3A.16
SD-diagrammer: Hvis man gnsker at repetere SD-diagrammer er der spgrgsmal hertil i Hvad er
matematik? Opgavebog 2, kapitel 6

Opgave 3A.17
a) Hvad forstas ved den fuldstaendige Igsning til en differentialligning?
b) Hvad menes med en partikulzer Idsning til en differentialligning

Opgave 3A.18
En opgave indeholder fglgende formulering: Undersgg om en funktion er en Igsning til en
differentialligning. Hvordan gribes sadan en opgave an?

Opgave 3A.19

Givet en differentialligning. Hvordan Igses fglgende opgavetyper (illustrer med selvvalgte
eksempler):

- Bestem vaeksthastigheden i et bestemt punkt.

- Bestem en tangentligning i et bestemt punkt.

Opgave 3A.20
| udledningen af eksakte Igsninger til linezere differentialligninger anvendes monotonisatningen i
udstrakt grad. Hvad siger monotonisatningen?

© 2019 L&R Uddannelse A/S ® Vognmagergade 11 ¢ DK-1148 ¢ Kgbenhavn K e Tif: 43503030 ¢ Email: info@Iru.dk
& KOPIERING FORBUDT



Hvad er matematik? Opgavebog 3 BR
ISBN 9788770669184 Uddannelse

Kontrolspgrgsmal til kapitel 3A EGMONT

Opgave 3A.21

a) Hvad karakteriserer eksponentiel vaekst?

b) Hvordan udtrykkes dette i en differentialligning?
c) Hvad er den fuldsteendige lgsning til: y'=k-y

d) Skitser grafisk de forskellige typer af Igsninger til ligningen.

Opgave 3A.22
a) Beviset der giver os den fuldstaendige l@sning til y'=k-y udnytter vores viden om produktreglen

og om reglen for sammensat differentiation. Redeggr for disse to regneregler.
b) Forklar den rgde trad, dvs. gangen i beviset for seetningen om den fuldstaendige Igsning. .

Opgave 3A.23

a) Newtons afkglingslov (se s. 147), medicin-indhold i kroppen i en sygdomsbehandling (HEM?2, s.
246ff), blyforgiftning (s. 160), forurening af en sg (HEM2, s 251) er alle eksempler pa forskudt
eksponentiel vaekst. Forklar de feelles traek i eksemplerne der giver anledning til samme
differentialligning.

b) Opstil differentialligningen og begrund i hvert af de fire ovenstaende eksempler, hvad
kontanterne star for.

c) Forklar for hvert af eksemplerne, hvordan det grafiske forlgb af I@sningskurverne er.

d) Giv en fortolkning af den asymptotiske greense i hvert af eksemplerne. (hint: Sla op pa
eksemplerne i grundbggerne).

Opgave 3A.24

Veaelg ét af beviserne, det i bogen, hvor der anvendes substitution, eller det pa website, hvor der
gennemfgres udregninger parallelt til beviset for seetning 1. Redeggr for gangen i beviset (den rgde
trad).

Opgave 3A.25

a) | gvelse 3.26 om blyforgiftning tales om halveringstiden for blyindholdet i kroppen. Hvad er
definitionen pa halveringstid?

b) Lgsningen til det virkelige problem har formen B(t)=c-e™** +£. Det afsluttende spgrgsmal lyder:

Bestem graenseveaerdien, og giv en fortolkning af dette resultat. Hvad menes hermed?

Opgave 3A.26
@velse 3.27, 3.28 og 3.29, s. 161-62 handler om lgsning til differentialligningen: y' = f(x)-y . Redeggr

for den baerende ide i beviset.

Opgave 3A.27
| gvelse 3.31 siges at "linearkombinationer ogsa er lgsninger”. Hvad menes hermed?

Opgave 3A.28
Redeggr for den beerende ide i beviset for saetning 4, |@sning af den generelle linezere
differentialligning

Opgave 3A.29
Redeggr for Gompertz vaekstmodel

Opgave 3A.30
Ved udslip fra et atomkraftvaerk er det sundhedsmaessige fokus i szerlig grad rettet mod
skjoldbruskkirtlen. Hvorfor>?
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Opgave 3A.31
a) Radioaktivt Jod-131 er en del af en henfaldskaede. Forklar hvad en henfaldskaede er.
b) Hvad er sammenhangen mellem halveringstid og henfaldskonstant.

Opgave 3A.32

a) 1 2012 gennemfgrte Felix Baumgartner et udspring fra en ballon i 36,5 km’s hgjde. Hvad var
formalet med udspringet?

b) Et sddant spring er underlagt nogle grundlaeggende fysiske love. Hvilke?

c) Hvordan tager man fat pa at opstille en matematisk model for springet, nar der er sa mange
variable og sammenhange i spil?

Opgave 3A.33

a) Den mest simple modellering af et frit fald er et fald uden luftmodstand. Hvordan opstilles en
model for et sadant fald?

a) En af de vanskelige faktorer, det er sveert at fa styr pa i et fald som Baumgartners, er
luftmodstanden. Forklar hvorledes man modellerer denne.

b) Forklar hvorledes man modellerer lufttaetheden?

Opgave 3A.34

Lufttaetheden er en funktion af hgjden. Hastigheden er en funktion af tiden. Vi gnsker en model
hvor hastigheden er en funktion af hgjden. Hvordan ggr vi det? Forklar ideen heri, ikke ngdvend
de tekniske omskrivninger.

’

igvis

Opgave 3A.3

a) Hvad ved vi om sammenhangen mellem lydens hastighed og hgjden over jordoverfladen?
b) Malet med Baumgartners spring var at gennembryde lydmuren. Hvad betyder det at
gennembryde lydmuren?

c) Hvor i sit spring sker dette gennembrud af lydmuren for Baumgartner
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Kontrolspgrgsmal til kapitel 3B:
Teori, metoder og grundlaeggende viden du skal kende

Afsnit 3B.1
Opgave 3B.1
Vi betragter en enkelt fiskearts udvikling over tid. Hvad er de centrale tilstandsvariable

Opgave 3B.2

a) Redeggr for den grundlaeggende ide i modelleringen af veegten af en fisk.

b) Pa s. 180 og frem gennemf@res en modellering af vaeksthastigheden af vaegten af en fisk.
Argumenter for de to ligninger for henh. Ud-leddet og Ind-leddet, der er udgangspunktet for
modelleringen.

c) Ud-leddet er proportional med vaegten, mens Ind-leddet er proportional med et overfladeareal.
Hvordan foregar omskrivningen, sa ogsa Ind-leddet er proportional med vaegten?

Opgave 3B.3
Bertalanffy-modellen for vaegten af en fisk er et specialtilfeelde af en stgrre klasse af
differentialligninger. Hvad er det for differentialligninger?

Opgave 3B.4
Bernouillis differentialligning har formen: y'=g(x)-y* — f(x)-y . Argumenter for, at den logistiske
differentialligning er et specialtilfeelde heraf.

Opgave 3B.5
a) Hvad er det karakteristiske grafiske forlgb for vaegtfunktionen af én fisk?
b) Hvor har du fgr mgdt funktioner med tilsvarende grafiske forlgb?

Opgave 3B.6

a) Betragt en hel drgang af en bestemt fiskeart, og antag der ikke fiskes, og at de ikke jages af
rovdyr. Argumenter for, hvilken differentialligning antallet aof fisk vil fglge under de forudsaetninger.
b) Hvad daekker begrebet samlet biomasse af fx en argang af en fiskeart over?

c) Hvordan opstilles en formel for samlet biomasse?

Opgave 3B.7
a) Hvad menes med udtrykket: “det bedste tidspunkt at tage fiskene pa”?
b) Forklar med egne ord, hvorfor der ma vaere et sddant optimalt tidspunkt.

Opgave 3B.8
Forklar grafen, der er gengivet side 185 i grundbogen.

Opgave 3B.9
Hvilken matematisk teknik leder os fra at modellere biomassen af én argang til at se pa den samlede
biomasse af pageeldende art?

Opgave 3B.10
a) Forklar de centrale begreber: fiskeriintensitet og rekrutdr.
b) Hvordan kan disse reguleres?
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Afsnit 3B.2 - 3B.3
Opgave 3B.11
Giv eksempler pa fenomener, der fglger en logitisk vaekstkurve

Opgave 3B.12

a) Veelg en af de tre former for den logistiske differentialligning, forklar hvad symbolerne star for, og
hvordan differentialligningen fremkommer.

b) Opskriv Igsningsformlen.

Opgave 3B.13
Linjeelementer kan illustrere de forskellige typer af Igsninger til en logistisk differentialligning.
Beskriv det grafiske forlgb af de forskellige typer. (hint: det grafisie billede s 189)

Opgave 3B.14

Betragt Igsningen til en logistisk differentialligning pa formen: yzl—m, hvor b=a-M . Forklar
+c-e

betydningen af parametrene M, b og c for det grafiske forlgb. (hint: QR-koden nederst s. 189).

Opgave 3B.15

a) Hvad er den grundlaeggende ide i beviset for I@sningsformlen til den logistiske differentialligning?
b) Et sted i beviset anvendes reglen for sammensat differentiation. Hvad siger denne regel? Hvor og
hvordan anvendes reglen?

Opgave 3B.16
a) Forklar begrebet baereevne.
b) Gegr rede for de asymptotiske forhold for logistisk vaekst.

Opgave 3B.17
a) Hvor er vaeksthastigheden for en almindelig logistisk funktion stgrst?
b) Giv et argument for din pastand.

Opgave 3B.18
a) Grafen for en almindelig logistisk funktion er symmetrisk om et bestemt punkt. Hvilket?
b) Hvad menes med symmetrisk?

Opgave 3B.19
Giv med dine egne ord en beskrivelse af de karakteristiske traek ved de tre vaekstformer: Lineser
vaekst, eksponentiel vaekst og logistisk vaekst.

Opgave 3B.20
| gvelse 3.63 s. 199 (der fejlagtigt har nummer 6.39 i bogen) gives en tabel over den relative
vaeksthastighed af en bestemt dyreart. Hvad menes med begrebet relativ veeksthastighed?

Opgave 3B.21

Omkring 1920 genopdagede nogle forskere den logistisike vaekstmodel. Det var fgrst Raymond Pearl
og Lowell Reed, og derfnaest parret H.S. Reed og R.H. Holland. Hvad var det for eksempler de
illustrerede modellen med? (hint: Afsnit 2.1.1 s. 187 og afsnit 2.14 s. 199-201)

Opgave 3B.22
Hvad forstas ved en separabel differentialligning?
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Opsgave 3B.23

Givet et konkret eksempel — hvilke trin skal man normalt igennem, nar man i praksis og uden et
veaerktgjsprogram skal Igse en differentialligning ved separation af de variable?

Opgave 3B.24

a) Givet en separabel differentialligning. Ggr rede for Igsningsmetoden, som den fremgar af seetning
2 s. 206.

b) Vi kraever, at definitionsmaengden for en Igsning til en differentialligning er et sammenhaengende
interval. For en given separabel differentialligning, hvor der opstar huller i definitionsmasngden,
hvordan afger vi da hvilken del af definitionsmaengden, der hgrer til den sggte Igsning?
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Kontrolspergsmal til kapitel 4:
Teori, metoder og grundlaeggende viden du skal kende

Afsnit 4.1

Opgave 4.1

a) Man anslar, at der blev anlagt 400.000km veje i hele Romerriget. Hvad var formalet?

b) Omkring ar O fremstilles et saerligt kort over Romerrigets veje. En del af kortet hugges i sten og
opsaettes pa den centrale plads i Rom. | hvilken forstand er kortet en korrekt gengivelse af
Romerrigets infrastruktur?

c¢) Hvor ved vi det fra?

Opgave 4.2
Efter Romerrigets fald forvitrede ogsa den infrastruktur der var opbygget. Hvad er det naeste skridt i
samme store skala mht opbygningen af en infrastruktur i Europa (og nu ogsa i resten af verden)?

Opgave 4.3

Fra 1930’erne begyndte man at anlaegge motorveje, fgrst i USA, siden i Europa.

a) Hvad adskiller motorvejsnettet fra det gvrige vejnet?

b) Naevn nogle af de saerlige problemer, man skulle Igse, for at opfylde kravene til et motorvejsnet.

Opgave 4.4

Motorvejsudfletninger krummer i sagens natur.

a) Hvorfor anlaegges disse ikke som de simplest mulige krumme figurer, nemlig cirkelbuer?

b) Hvad er det karakteristiske ved de szerlige klotoidebuer, man anvender?

Man havde allerede fra slutningen af 1800-tallet erfaringer med anvendelse af klotoidebuer for at
skabe en bedre kgrselskomfort.

c) Hvor var det, de blev anvendt, og hvad var baggrunden for, at man netop pa det tidspunkt
begyndte at lede efter andre buer end cirkelbuerne?

d) En bestemt ingenigr formulerede det pracise krav til de buer, de gnskede konstrueret. Hvad var
dette for nogle krav, og hvad hed denne ingenigr

(hint: Grundbogen s 214, citat og QR-kode)

Opgave 4.5
Forklar hvad krumningscirklen i et bestemt punkt af en kurve er.

Opgave 4.6

a) Opstil en parameterfremstilling for en cirkel med radius R og centrum i Origo
Parameterfremstillingen kan ogsa tolkes som en forskrift for en vektorfunktion. r

b) Differentier vektorfunktionen. Til et givet tidspunkt t,, tegn en skitse af, hvordan r(t,) og r'(t,)
ligger i forhold til hinanden?

c) Bestem den anden afledede af vektorfunktionen. Til et givet tidspunkt t,, tegn en skitse af,

hvordan r(t,) og r'(t,) liggeriforhold til hinanden?

Opgave 4.7

Giv et sprogligt argument for, at % er et godt mdl for krumningen af en cirkel med radius R.
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Opgave 4.8

Givet en banekurve for en vektorfunktion.
a) Hvad er definitionen pa krumningen i et punkt?
b) Hvorfor indfgres differentiation mht. kurveleengde?

Opgave 4.9
| definitionen og i @velse 4.3 s. 217 er flere variable i spil: €, 08 og s . Forklar hvad hver af disse star
for (repraesenterer).

Opgave 4.10

Formlen Z—e =k-s igvelse 4.3 fremkommer ved hjzlp af sammensat differentiation. Hvad er den
s

sammensatte funktion?

Opgave 4.11
Tidligere kaldtes klotoider ogsa for Eulers spiral og Cornus spiral. Forklar hvad klotoider har med
spiraler at ggre.

Opgave 4.12

Antag en motorvejsudfletning konstrueres ved at lade en ret linje blive efterfulgt af en cirkelbue. Vi
forestillaeer os vi kgrer gennem denne udfletning med jaevn fart.Skitser grafen for krumningen som
funktion af tiden ved denne gennemkgrsel.

Afsnit4.2-4.4

Opgave 4.13

Forklar med ord, gerne med brug af begrebet geometrisk sted, hvad der karakteriserer fglgende
kurver:

- en cirkel

- en ellipse

- en hyperbel

- en cykloide

- en archimedisk spiral

Opgave 4.14

a) Hvad forstar vi ved en stedvektor til et punkt P?

b) Hvad forstar vi ved en vektorfunktion?

c) Hvad er banekurven til en vektorfunktion?

d) Hvad forstar vi ved en parameterfremstilling for en kurve

Opgave 4.15
Giv for en selvvalgt vektorfunktion eksempler pa de 4 repraesentationsformer (sprog, tabel, graf,
formel).

Opgave 4.16
Giv eksempler pa, at samme banekurve kan have forskellige parameterfremstillinger (hint: Teenk pa
forskellige mader, eksempelvis forskellige hastigheder, at gennemlgbe en kurve pa).

Opgave 4.17
a) Giv en parameterfremstilling for en cirkel med radius R.
b) Giv en parameterfremstilling for en ellipse med centrum i C(c,,c,) og akserne a og b.

c) Giv en parameterfremstilling for en almindelig graf for en almindelig funktion af én variabel
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Opgave 4.18

a) Hvordan bestemmes en banekurves skaering med akserne?
b) Hvad er et dobbeltpunkt, og hvordan bestemmes det?

Opgave 4.19
En banekurve har en parameterfremstilling med et andengradspolynomium som 1. koordinat, og et
tredjegradspolynomium som 2. koordinat. Skitser banekurvens forlgb.

Opgave 4.20

a) Hvad er definitionen pa at en vektorfunktion er kontinuert?

b) Hvad er definitionen pa at en vektorfunktion er differentiabel?

c) Hvad er definitionen pa en differentiabel vektorfunktions hastighedsvektor og
accelerationsvektor?

Opgave 4.21
Vis, at for en vektorfunktion er differentialkvotienten ogsa graenseveerdi for en differenskvotient.

Opgave 4.22

a) Hvad er definitionen pa en tangent til en banekurve?

b) Hvordan bestemmes en banekurves eventuelle lodrette og vandrette tangenter?
c) Hvordan bestemmes vinklen mellem tangenterne i et dobbeltpunkt?

Opgave 4.23
a) Hvad forstas ved en logaritmisk spiral
b) Hvad er det for en geometrisk egenskab, der karakteriserer en logaritmisk spiral?

Opgave 4.24

t—sin(t)
1—cos(t)
a) Argumenter for, at vektorfunktionen er differentiabel.

b) Der er en stor forskel pa det grafiske forlgb for en almindelig reel differentiabel funktion og det
grafiske forlgb af cykloiden. Hvilken?

Banekurven for vektorfunktionen F(t)=( ], t e[-2m;4n] er en cykloide, se fx grafen s. 220.

Opgave 4.25
Givet en vektorfunktion r(t) .

a) Opskriv en formel, hvor hastighedsvektoren v(t)=r'(t) udtrykkes ved fart og retning
b) Argumenter for at accelerationens retning er vinkelret pa hastighedens retning (hint: Differentier

identiteten (E(t))' =1, hvor é(t) er en enhedsvektor i hastighedens retning).

Opgave 4.26
Redeggr for definitionen af krumningen for en banekurve, herunder for, hvorfor vi differentierer
mht kurvelaengden

Opgave 4.27

a) | seetning 3 s. 233 gives formlen for krumning af en banekurve. Redeggr for, hvad den baerende ide
i beviset for formlen er.

b) Redeggr for, hvordan vi far formlen for krumning af en graf (seetning 4, s. 234) ud fra den
generelle formel for krumning.
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Opgave 4.28
Hvordan beregnes leengden af et stykke af en banekurve?

Opgave 4.29
Hvordan beregnes arealet af et omrdde afgreenset af en banekurve (Bemaerk, der er tro versioner,

alt afhaengig af, hvordan vi afgraenser)
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Kontrolspergsmal til kapitel 5:
Teori, metoder og grundlaeggende viden du skal kende

Afsnit 5.1

Opgave 5.1

Forklar de forskellige trin i en matematisk modellering.
(hint: praxisboksene s. 48 og s. 244 i Hvad er matematik? 2)

Opgave 5.2

a) Hvad er Det gkonomiske rad?
b) Hvad star SMEC for?

c¢) Hvad anvendes SMEC til?

Opgave 5.3
Hvad er de to centrale variable i en produktionsfunktion?

Opgave 5.4
Hvad forstar man ved partielt afledede?

Opgave 5.5

Hvilke tre betingelser skal en funktion af to variable opfylde, for at man kalder det en
produktionsfunktion?

- Formuler svaret med ord.

- Udtryk svaret med formler.

Opgave 5.6
Hvordan afggres ved beregning, om grafen for en funktion (af én variabel) krummer opad (eller
nedad)?

Opgave 5.7
Hvilken egenskab har en sakaldt homogen funktion af to variable?

Opgave 5.8
Vis, at hvis en potensfunktion af to variable skal vaere homogen, sa skal summen af potenserne veere
lig med 1

Opgave 5.9
Hvad er definitionen pa en Cobb-Douglas funktion?

Opgave 5.10
Hvad er definitionen pa priselasticitet? Forklar det med ord, og opstil den tilsvarende formel.

Opgave 5.11

a) Giv et eksempel pa et forbrugsgode, der er staerkt priselastisk.

b) Giv et eksempel pa et forbrugsgode, der er meget lidt priselastisk.

c) Forklar hvorfor priselasticiteten i alle normale situationer er et negativt tal.

Opgave 5.12
Givet en Cobb-Douglas funktion pa formen f(/,A)=k-/*-A". Hvordan kan potenserne a og1—a

fortolkes i relation til elasticitetsbegrebet?
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Afsnit5.2-5.9
Opgave 5.13
Hvad forstas ved et hgjrehdndssystem og et venstrehdndssystem?

Opgave 5.14

a) Hvad er en funktion af to variable?

b) Hvad forstar vi ved grafen for en funktion af to variable?

c) Hvilke af fglgende figurer, der kan tetgnes i et 3d-koordinatsystem kan opfattes som graf for en
funktion:

- en kugle?

- en kegle?

- en keelkebakke?

- en vindelflade (som "vejen” op i Rundetarn)?

Opgave 5.15

a) Hvad forstas ved en snitkurve? (Beskriv det geometrisk)

b) Hvad forstas ved en snitfunktion?

c) Giv et eksempel pa, hvordan vi far et formeludtryk for en snitfunktion

Opgave 5.16

a) Hvad forstas ved en hgjdekurve?

a) Hvad forstas ved en niveaukurve?

c) Hvda er sammenhangen mellem hgjdekurver og niveaukurver?
d) Hvad er et konturplot?

Opgave 5.17
Hvad er definitionen p3, at en funktion (af 2 variable) er differentiabel?

Opgave 5.18

a) Givet en flade, der er graf for en funktion af to variable. Hvad er definitionen pa den
retningsafledede i et bestemt punkt, og med en bestemt vektors retning?

v) Giv et beksempel pa beregning heraf.

Opgave 5.19
Givet en flade, der er graf for en funktion af to variable. Giv en tolkning af den retningsafledede i et
bestemt punkt og i en enhedsvektors retning

Opgave 5.20

Argumenter for at en differentiabel funktion har retningsafledede i alle retninger.

(hint: Tag udgangspunkt i definitionen pa differentiabilitet af henh. en funktion af to variable og af
en funktion af én variabel)

Opgave 5.21

a) Hvad forstas ved de partielt afledede af en funktion?

b) Hvordan er notationen? (dvs; Hvordan skrives partielt afledede)
c) Giv et eksempel pa beregning af partielt afledede.
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Opgave 5.22

a) Hvad er definitionen pa gradienten af en funktion i et bestemt punkt?
b) Hvordan er notationen? (dvs; Hvordan skrives gradienten)

c) Giv et eksempel pa beregning af gradienten

d) Hvad er et graientfelt?

Opgave 5.23

Givet en flade, der er graf for en funktion af to variable, og et punkt P i definitionsmangden.
a) Hvad er sammenhangen mellem gradienten i P og niveaukurven gennem P?

b) Beskriv med ord gradientens betydning for det grafiske forlgb

Opgave 5.24
a) Hvad siger produktreglen for en funktion f(x,y) af to variable?

b) Hvad siger kaedereglen for en sammensat funktion f(h(t),k(t))

Opgave 5.25
Givet en differentiabel funktion. Hvad er ssmmenhangen mellem gradienten og den
retningsafledede gennem et punkt P og i en vektor v ‘s retning

Opgave 5.21
Hvad er “den rgde trad” i beviset for, at gradienten angiver retningen med stgrst stigning?

Opgave 5.22
Hvad er “den rgde trad” i beviset for, at gradienterne stdr vinkelret pd niveaukurverne?

Opgave 5.23
Givet en flade, der er graf for en funktion af to variable, og et punkt P pa fladen. Hvad er lighingen
for tangentplanen i P?

Opgave 5.24

a) Hvad er definitionen pa et stationaert punkt?

b) Argumenter for, at ekstrema er stationzere punkter

c) | teorien for funktioner af én variabel har vi begrebet et vendepunkt. Hvad karakteriserer et
vendepunkt? Hvad er det tilsvarende begreb i teorien for funktioner af to variable?

Opgave 5.25

a) Hvad forstas ved de dobbelt afledede og de blandede afledede?

b) Hvordan er notationen? (dvs; Hvordan skrives de dobbelt afledede)?

c) Giv eksempel pa beregning de dobbelt afledede og de blandede afledede.

d) | mange situationer takler man blot iom den blandede afledede. Hvorfor ggr man det, og hvad er
det for situationer?

Opgave 5.24

a) Hvad menes med formuleringen: Bestem arten af de stationaere punkter?

b) Hvordan Igses en sadan opgave med hjalp fra grafiske metoder?

c) Nar arten af de stationaere punkter skal bestemnmes ved beregning, udregnes en szerlig stgrrelse,
der i formelsamlingen hedder r-t —s*. Hvad star symbolerne r, t og s for, og hvordan kan denne
stgrrelse hjeelpe med at bestemme om der er maksimum, minimum eller saddelpunkt?
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Kontrolspergsmal til kapitel 6:
Teori, metoder og grundlaeggende viden du skal kende

Afsnit 6.1

Opsgave 6.1

Den engelske matematiker og ingenigr Frederick W. Lanchester lancerede i 1916 den differentiallig-
ningsmodel, der siden blev opkaldt efter ham. Hvad var det han gnskede at modellere?

Opgave 6.2

Lanchester havde studeret en raekke af krigshistoriens store slag som grundlag for sin model. Seerligt
et slag, der havde stor betydning for det engelske imperium spillede en rolle i hans forarbejder.
Hvad var det for et slag, og hvad var det ved slaget, der iszer optog Lanchester.

Opgave 6.3

a) Opstil den generelle Lanchester model, og forklar, hvorfor koblede differentialligninger volder
seerlige problemer ift. almindelige differentialligninger.

b) Forklar med dine egne ord, hvad det er for en situation, Lanchesters lineaere model beskriver.

c) Forklar med dine egne ord, hvad det er for en situation, Lanchesters kvadratiske model beskriver.
d) Hvis du har gennemgaet hele kapitlet, specielt gvelse 6.36 og 6.37, sa redeggr for de to betegnel-
ser: linecere model og kvadratiske model.

Opgave 6.4
Giv et kort resume af situationen i 2. VK i foraret 1941.

Opgave 6.5

a) Giv et kort resume af udviklingen i operation Barbarossas fgrste ar, eksemplificeret med situatio-
nen i og omkring Leningrad, Moskva, Stalingrad og Kaukasus.

b) Hvad var Nazi-Tysklands strategiske mdl med Kursk-slaget?

c) Giv et kort resume af udviklingen i slaget over de 14 dage det varede.

Opgave 6.6

s. 276 er opstillet en stor tabel over udviklingen i slaget malt pa en raekke parametre.

a) Hvor stammer data fra?

b) Der er tre kategorier af data, hvoraf den ene, FCUD er gengivet i bogen, de to gvrige, ACUD og
CCUD findes pa bogens website. Forklar, hvad forkortelserne star for, og hvad der ligger bag hver af
disse kategorier.

Opgave 6.7
a) I vurderingen af styrkeforholdet udregnes et samlet mal. Hvordan foretages dette?
b) Denne vurdering indeholder et subjektivt element, sa hvorfor ggres det mon?

Opgave 6.8
a) | gvelse 6.4 har vi i punkt a) valgt at skitsere grafiske forlgb, hvor den uafhaengige variable er pro-
duktet af de variable x og y. Hvad kan begrunde dette valg?

Opgave 6.9

a) | Lanchesters lineaere model indgar to parametre, a og b. Hvordan estimeres disse?

b) Hvordan kan disse parameterveaerdier anvendes til at sammenligne den teoretiske model med de
empiriske data
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Afsnit 6.2 - 6.5

Opgave 6.10

Den klassiske mekanik beskriver, hvorledes legemer bevaeger sig og hvordan de vekselvirker med
hinanden. Den grundlaeggende naturlov i den klassiske mekanik er Newtons 2. lov. Hvad siger denne
og hvorfor er det, at den giver anledning til 2. ordens differentialligninger?

Opgave 6.11

a) Opskriv den generelle form for en lineaer 2. ordens differentialligning.

b) Hvad menes med begreberne homogen og inhomogen differentialligning?
c) Giv en begrundelse for, at differentialligningen kaldes for lineeer.

Opgave 6.12

Som hjaelpeformler i Igsningen af 2. ordens differentialligninger, anvendes:
- produktreglen for differentiation,

- reglen for sammensat differentiation,

- monotonisaetningen.

Forklar hvad hver enkelt gar ud pa.

Opgave 6.13

a) Opstil den fuldstaendige Igsning til y"=k>-y

b) Hvad forstas ved en partikulaer Igsning?

c) Hvad menes med at "gg@re prgve”?

d) Ggr selv prgve med den Igsning, du har opstillet!

Opgave 6.14

a) Hvad er den rgde trad i beviset for Igsningsformlen til y"=k>-y?

b) I beviset ganges pa et tidspunkt med en sakaldt integrationsfaktor. Hvad er ideen hermed?

c) For at kunne anvende produktreglen adderes og subtraheres samme led. Hvordan rasonnerer vi
os til, hvad dette led er?

d) Demonstrer omskrivningen hvor produktreglen anvendes

e) Demonstrer hvorledes ligningen til sidst omskrives til en 1. ordens differentialligning.

Opgave 6.15
I Igsningsformlen indgar to parametre. Hvad kraeves der for at bestemme disse tal?

Opgave 6.16
Prototypen p3 et faanomen, der beskrives med differentialligningen y” =k”-y, er kaedelinjen.

a) Hvad er en kadelinje?
b) Hvilke kraefter virker i et bestemt punkt af en ophaengt kaedelinje?

Opgave 6.17
a) Begrund den vektorligning, IE1 +l?2 +IE3 =0, der er givet s. 285.
b) Tyngdekraftens stgrrelse angives som s-g . Hvad er s?

Opgave 6.18
| opstillingen af differentialligningen for kaedelinjen anvendes formlen for en tangents vinkel, o
med vandret: tan(a)= f'(x). Begrund denne formel.
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Opgave 6.19
9

Argumenter ud fra tegningen s. 285 og den foregaende opgave for differentialligningen: y' = .S

!

Opgave 6.20
a) Hvad er formlen for leengden af et stykke af en graf?
b) | gvelse 6.10 anvendes analysens hovedsaetning pa denne formel. Hvad siger denne saetning?

Opgave 6.21
| gvelse 6.11 foretages i punkt c) en substitution. Hvad menes hermed, og hvorfor ggr vi det? Er det
en teknik, du har mgdt fgr?

Opgave 6.22

a) Opstil den fuldstaendige Igsning til y"=—k>-y

b) Hvad forstas ved en partikuleer Igsning?

c) Hvad menes med at "gg@re prgve”?

d) Ggr selv prgve med den Igsning, du har opstillet!

Opgave 6.23

a) Hvad er den rgde trdd i beviset for Igsningsformlen til y"=—k>-y ?

b) I beviset ganges pa et tidspunkt med en sakaldt integrationsfaktor. Hvad er ideen hermed?

c) For at kunne anvende produktreglen adderes og subtraheres samme led. Hvordan raesonnerer vi
os til, hvad dette led er?

d) Demonstrer omskrivningen hvor produktreglen anvendes

e) Demonstrer hvorledes ligningen til sidst omskrives til en 1. ordens differentialligning.

Opgave 6.24
| afslutningen af beviset for seetning 2 anvendes lige store koefficienters metode til at Igse to lignin-
ger med to ubekendte. Hvad gar metoden ud pa? Hvad er de to ubekendte?

Opgave 6.25
I Igsningsformlen indgar to parametre. Hvad kraeves der for at bestemme disse tal?

Opgave 6.26

Prototypen p3 et faanomen, der beskrives med differentialligningen y"=—k>-y , er frie udeempede
fiedersvingninger, der fglger Hookes lov.

a) Hvad siger denne lov?

b) Lgsningsformlen giver en sum af to svingninger. | eksemplet s. 290-91 foretages en omskrivning til
én harmonisk svingning. Hvad er den grundleeggende ide i denne omskrivning?

c) Undervejs i omskrivningen anvendes en formel, der knytter skalarproduktet mellem to vektorer
sammen med vinklen mellem dem. Hvad er det for en formel?

d) Hvis Igsningsformlen giver os y =c, -cos(k - x)+c, -sin(k - x) , hvad bliver da amplituden af den har-

moniske svingning? (hint: praxisboksen s 291)

Opgave 6.27

Redeggr for, hvad der forstas ved faenomenerne:
- frie udaempede fjedersvingninger (s. 292f),

- frie deempede fjedersvingninger (s. 295ff),

- tvungne svingninger (s. 300ff)
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Opgave 6.28
I Ipsningen af den generelle linezere anden ordens differentialligning opstilles det sakaldte karakteri-
stiske polynomium.

a) Hvad er dette?
b) Hvilken rolle spiller diskriminanten (positiv, 0 eller negativ), og de eventuelle rgdder i polynomiet,
nar vi skal Igse en lineaer anden ordens differentialligning? (hint: s. 293-94)

Opgave 6.29
Hvad menes med udtrykket: “Linearkombinationer er ogsa Igsninger”?

Opgave 6.30
a) Hvad forstar vi ved en partikuleer Igsning?
b) Kontroller, at du kan bestemme partikulaere Igsninger med dit vaerktgjsprogram.

Opgave 6.31

For de frie, deempede svingninger skelner vi mellem tre typer:
- overdeempning

- kritisk deempning

- almindelig deempet svingning

a) Hvad er det i Igsningsformlen, der bestemmer typen?

b) skitser for hver af de tre et muligt grafisk forlgb.

Opgave 6.32

a) Hvad er sammenhangen mellem Igsninger til en inhomogen ligning og til den tilsvarende homo-
gene ligning?

b) Hvad menes med at “anvende gaettemetoden”? (hint: s. 298 - se QR-koden)

Opgave 6.33
a) Hvad er et matematisk pendul?
b) | den endelige differentialligning bliver sin(6) erstattet med & . Hvad er argumentet for det?

Opgave 6.34

a) Hvad forstar vi ved et mekanisk systems egensvingning og ved systemets egenfrekvens? (hint:
praxisboksen s. 297 og s. 300f)

b) Forklar hvad det er for en situation, hvor sma patvungne svingninger kan udvikle sig til en kata-
strofe. (hint: Inddrag begrebet resonans)

Opgave 6.35
| gvelse 6.28 punkt b) kan vi leese argumentet: ”Da dette skal gaelde for alle t md farste parentes
veere lig med ...”. Redeggr for hvorfor vi kan argumentere pa den made.

Opgave 6.36
| gvelserne 6.29-6.33 er den baerende ide, at vi undersgger amplituden som en funktion. Hvad er den
uafhaengige variabel? Hvorfor kan denne metode udpege, hvor katastrofen indtraeffer?

Opgave 6.37

| afsnit 5.1 foretages en sammenligning mellem anden ordens differentialligninger og koblede diffe-
rentialligninger. Hvad er metoden i omskrivningen fra den fgrste type til den anden og omvendt fra
den anden type til den fgrte?
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Opgave 6.38
a) | gvelse 6.36 og 6.37 argumenteres for, hvorfor Lanchesters linezere og kvadratiske modeller har

faet disse navne. Giv et resume af argumenterne.
b) Hvad er et faseplot?
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Kontrolspergsmal til kapitel 7:
Teori, metoder og grundlaeggende viden du skal kende

Afsnit 7.1

Opgave 7.1

De reelle tal opdeles i en raekke forskellige klasser, defineret ud fra bestemte egenskaber. Giv en
kort beskrivelse af fglgende klasser af tal:’

- de rationale og de irrationale

- de algebraiske og de transcendente

Opgave 7.2

a) Hvad er et normalt tal?

b) Argumenter for pastanden nederst s 309: Givet et normalt tal a. Sa vil enhver endelig fglge
bestaende af tallene 0, 1, ... ,9 findes et eller andet sted i den uendelige decimaludvikling for tallet a.
c) Prgv at illustrere med dine egne ord, hvad dette betyder for kompleksiteten af et normalt tal.

Opgave 7.3

Der findes forskellige "grader” af uendelighed.

a) Hvilke redskaber har vi til at afggre, om to uendelige maengder er "lige store”?

b) Hvorfor indfgrer vi et ord som akvipotent (dansk: maegtighed) — hvad er der galt med bare at sige
"lige store”?

c) Hvad er definitionen pa numerabel (dansk: taellelig). Giv eksempler.

Opgave 7.4

Giv med dine egne ord et resume af fortzellingen om Hilberts hotel. Du skal kunne demonstrere,
hvordan hotellet far plads til én ekstra gaest. Og generelt redeggre for, hvad de kan klare mht. ekstra
veerelser, og hvad de ikke kan klare!

Opgave 7.5
Pa s 312 er der indsat et lille felt om "Uendelige tals aritmetik”.
Hvad er aritmetik? Og hvad har de forskellige regnestykker med Hilberts hotel at ggre?

Opgave 7.6

a) Argumenter for at de rationale tal bade kan beskrives som brgker (med hele tal i teller og
naevner) og som periodiske decimaltal. (hint: HEM 1, kapitel 7, s. 259 og 265. Eller HEM 1, projekt
7.4)

b) Redeggr for ideen i beviset s. 314 for at de rationale tal er teellelig. Hvilket nummer i raekke bliver
breken £ 7?

Opgave 7.7

| 1873 arbejder Cantor pa at finde det bevis, der siden i matematikhistorien blev kaldt for Cantors
diagonalbeuvis.

a) Hvad er det for en egenskab ved tallene, Cantor er sikker pa gaelder, og som han vil bevise?

b) Redeggr for ideen i Cantors diagonalbevis.

c) Hvad er indholdet i kontinuums-hypotesen?

Opgave 7.8
| diskussionen, om tallinjen er kontinuert eller har huller omtales seetningen om mellemliggende
veerdier. Hvad siger denne szetning?
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Opgave 7.9

Forklar, hvad Dedekinds aksiom for konstruktion af de reelle tal (ved hjalp af Dedekind-snit) gar ud
pa. lllustrer aksiomet med definitionen af tallet \/5

Opgave 7.10
Forklar, hvad Cantors aksiom for konstruktion af de reelle tal (ved hjaelp af intervalruser) gar ud pa.
[llustrer aksiomet med definition af tallet 1

Afsnit 7.2 - 7.5

Opgave 7.11

| kapitel 2 indfgrtes integraler vha. stamfunktioner. Hvad kan sa begrunde, at vi skal indfgre
integralregningen pa ny, nu vha. summer?

Opgave 7.12
Givet en begranset funktion, f defineret pa et interval [a;b].

a) Hvad forstas ved en intervalinddeling af [a;b] ?

b) Hvad forstas ved en undersum og en oversum for funktionen f?
c) Hvad er definitionen p3, at funktionen f er Riemann-integrabel i [a;b], og hvad forstas ved

b
Riemann-integralet I f(x)dx

Opgave 7.13
Givet en begraenset funktion, f defineret pa et interval [a;b].

a) Hvad forstas ved en middelsum for f, hgrende til en given intervalinddeling ?
b) Hvad forstas ved en venstresum, en hgjresum og en midtsum ?

Opgave 7.14

a) Tegn en grafskitse af en begraenset, monoton funktion, og giv ved hjzelp af den et argument for,
at funktionen er Riemann-integrabel (hint: ssetning 1 og beviset s 321)

b) Hvad siger hovedsaetningen om Riemann-integralet?

Opgave 7.15
Redeggr for de almindelige regneregler for integration

Opgave 7.16
Hvad siger integralregningens middelvaerdisaetning? lllustrer din forklaring med en grafskitse.

Opgave 7.17

Analysens hovedseetning udtaler sig om sammenhangen mellem integration og differentiation.

a) Giv en praecis formulering af saetningen.

b) Redeggr for ideen i beviset for saetningen, herunder for, hvordan integralet opdeles vha.
indskudssaetningen og vha. regnereglerne, samt for hvordan integralregningens middelveerdisaetning
anvendes i omskrivningen.

Opgave 7.18

a) Hvad er formlen for kurvelzengden af en graf?

b) | seetning 6 side 328 anfgres, at funktionen f skal vaere differentiabel og f' skal vaere kontinuert.
Hvorfor stilles de krav?

c) Skitser beviset
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Opgave 7.19

a) lllustrer grafisk, pa en enhedscirkel, hvordan vi definerer arcussinus til et tal y (afsat pa 2. aksen).
b) arcsin(y)er en buelaengde pa enhedscirklen. Redeggr for hvordan enhedscirklen kan beskrives

som grafen for en funktion, og hvordan denne bueleengde, derfor kan beregnes.
c) Giv nu den przecise analytiske definition af arcsin(y).

d) Hvad er den praecise definition af sinus og cosinus til vinkler givet ved radiantal.

Opgave 7.20
a) Argumenter for, hvad den afledede funktion af arcsin(y)er.

b) Pa s. 333 gennemfgres beviset for, at (sin(x))' =cos(x) . Hvad er den grundlaeggende ide i beviset?
¢) Hvordan udledes formlen for differentiation af cosinus?

Opgave 7.21
Seetning 8 siger, at: M —1ndr x—0.
X

Giv en grafisk illustration pa enhedscirklen af, at “seetningen ma veere sand”.

Opgave 7.22
Den grundlaeggende ide i en numerisk Igsning af differentialligninger fremgar af skemaet s. 335.
Forklar dette skema.

Opgave 7.23

| gvelse 7.19 pa s. 335 er opstillet nogle koblede differentialligninger pa vektorform.
a) Opstil de 4 differensligninger, vi far ud fra dette.

b) Redeggr for, at vi far v, og v, som i tabellen s. 336.

Bemeaerk: | bogens tabel er de fgrste vaerdier af Av, og Av, skrevet i raekke 0. De skal sté nedenfor i

reekke 1.
c) Brug differensligningerne til at beregne Ax, og Ay, , samt kontrollere vaerdierne af Av, og Av, .

d) Udregn nu vha. differensligningerne x,0g y,, samt v,, ogv,,
e) Udregn v, og vy, (hint: vinklen , kan beregnes ved hjalp af tangens og v,, 0g v, )

f) Forklar, hvordan man udnytter regnearkets egenskaber til at fuldfgre beregningerne.

Opgave 7.24

a) Redeggr for, hvad vi forstar ved en SIR-model.

b) Nederst s. 336 star formlen: N=S5(t)+/(t)+R(t) . Hvorfor star der N og ikke N(t)?

c) @verst s. 337 star der: ”Antallet af mulige kontakter mellem raske og syge til tiden t er S(t)-/(t)”.
Argumenter for det.

Opgave 7.25

a) Redeggr for de tre ligninger i den diskrete model, der prasenteres mindst s. 337.

b) Grafen side 337 mangler angivelse af, hvilke variable, der hgrer til hvilke grafer. Kan du
raeesonnere dig frem til hvilke der hgrer sammen?
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Kontrolspergsmal til kapitel 8:
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Afsnit 8.1

Opsgave 8.1
I indledningen s. 339 fortaelles, at Danmark i fgrste del af 1900-tallet havde 4 nobelpristagere inden-
for medicin og biologi. Find via fx Wikipedia hvem det var, og hvilke opdagelser der gav dem prisen.

Opgave 8.2

a) Giv eksempler pa den szrlige indsats der ggres i Danmark i artierne omkring 1900 for at fremme
forskning inden for medicin og biologi.

b) Beskriv Wilhelm Johannsens egen forskerkarriere

Opgave 8.3

Forskerne pa Wilhelm Johannsens tid kunne bygge videre pa banebrydende videnskabelige opdagel-
ser i anden halvdel af 1800-tallet. ikke mindst Darwins og Mendels arbejder. Giv en kort praesenta-
tion af de vigtigste resultater, der er knyttet til de to videnskabsmaend.

Opgave 8.4
Wilhelm Johannsen indfgrte begrebet gen og betegnelserne genotype og feenotype. Redeggr for
hvad disse to betegnelser star for?

Opgave 8.5

Wilhelm Johannsen gnskede at udvikle faget biologi til et mere eksakt fag, der som andre naturvi-
denskabelige fag anvender eksperimenter. Han havde til dette brug for rene linjer indenfor plante-
avl. Hvad er en ren linje?

Opgave 8.6

a) Galtons undersggelser af sammenhangen mellem faedres og sgnners hgjde far ham til at indfgre
begrebet regression. Hvad star dette for, og hvorfor anvender han et sadant ord?

b) Galton opdager, at bgrn af meget hgje foraeldre nok bliver hgje, men normalt ikke bliver lige sa
hgje som foraeldrene. Han kaldte dette faanomen “regression towards the mean”. Hvis Galton har
ret, hvorfor bliver vi sa ikke generelt mindre? Eller: hvorfor sker der ikke en udjsevning, sa variatio-
nen bliver mindre?

Opgave 8.7

a) Hvad er et Galtonbreet?

b) Wilhelm Johannsen tegnede et histogram over vaegten af sine prinsessebgnner, og overlejrede
diagrammet med en kurve gengivet s. 343. Kurven kaldte han “die ideale Variationskurve”, eller den
sakaldte "Fehlerkurve”. Hvad er det for en kurve? Hvorfor brugte Johannsen ordet fejlkurve om
denne?

Opgave 8.8

a) Redeggr for Wilhelm Johannsens forsgg med prinsessebgnner. Hvad er det han finder ud af om
gennemsnitsvaegten?

b) Forklar formuleringen s. 344: “Wilhelm Johannsen har altsa i ferste omgang eftervist Galtons re-
gressionslov?
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Opgave 8.9

a) | gvelse 8.5 mader vi begrebet z-score. Forklar, hvad dette star for.
b) I gvelse 8.5, punkt c) argumenteres for hgjde og bredde af histogrammets sgjler. Forklar disse ud-
regninger

Opgave 8.10
Wilhelm Johansen paviste, at gener ikke kan sendres via (Mendels) arvelove. Hvad er sa hans forkla-
ring pa udvikling af nye egenskaber og nye arter?

Afsnit 8.2-8. 4

Opgave 8.11

a) Hvad er definitionen pa en random walk?

b) Hvis vii en random walk er ndet til 7 pa tallinjen, hvor kan vi sa lande i nzeste trin?
c) Hvis en random walk har 6 skridt, hvad er da de mulige slutveerdier?

Opgave 8.12
Hvad er et Galtonbraet? (hint: illustrationen s. 348 og den indledende fortzlling).

Opgave 8.13

a) Hvad forstas ved et ideelt eksperiment?

b) Forklar begreberne forventet frekvens og forventet hyppighed.
c) Forklar begreberne forventet slutveerdi og forventet slutkvadrat.

Opgave 8.14

Pa s. 350 undersgges en random walk med 5 skridt.

a) Forklar hvorfra vi far tallene i tabellen over hyppigheder.

b) Forklar hvordan man udregner den forventede slutveerdi og det forventede slutkvadrat ud fra en
sadan tabel.

Opgave 8.15
Argumenter for, at den forventede slutveerdi for en ideel random walk er O

Opgave 8.16

a) Hvad er det forventede slutkvadrat for en random walk med n skridt?

b) | argumentationen herfor pa s. 351-52 indgar et induktionsbevis. Forklar hvad et induktionsbevis
er.

c) Hvad er den grundlaeggende ide i udregningen af slutkvadratet efter n+1 skridt? (hint: se gverst
s.352)

Opgave 8.17
a) Hvad er en generaliseret random walk?
b) Hvad er den forventede slutvaerdi for en generaliseret random walk?

Opgave 8.18

Der findes mange forskellige forklaringer pa opbygningen af Pascals trekant. | definitionen s. 353 er
den knyttet til random walk. Redeggr for dette, dvs. redeggr for, hvor tallene i den n’te reekke kom-
mer fra (hint: se evt. tabellen s. 359 over en random walk med 5 skridt)

Opgave 8.19
a) Hvad siger sumreglen i Pascals trekant? Argumenter for den.
b) Konstruer selv efterfalgende raekker ud fra sumreglen.
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Opgave 8.20

P3 s. 355 defineres tallene K(n,r) i relation til definitionen pd Pascals trekant.
a) Forklar hvad vi forstar ved tal som K(7,0), K(7,1) og K(7,4) . Anvend fx en formulering som:
" K(7,r) er den ideelle hyppighed for at man efter ... skrift landeri ... ”

Opgave 8.21

| gvelse 8.16 er K(n,r) defineret som antal mdder, man kan veelge r personer eller ting ud fra en
samlet population pd n. Redeggr for sammenhangen mellem de to definitioner pa det samme sym-
bol.

Opgave 8.22
Der udfgres en random walk med n skridt. Hvad er det mest sandsynlige udfald?

Opgave 8.23

a) Argumenter for, at i en random walk med n skridt er den forventede afstand mellem slutvaerdi og
middelveerdi lig med Jn (hint: se fgrst pa det forventede afstandskvadrat, se s. 358).

b) Hvad er betegnelsen for dette tal, og hvilket symbol anvendes for det?

c) Forklar de to begreber: normale udfald og exceptionelle udfald.

Opgave 8.24

| afsnit 2.5 gennemfgres en statistisk vurdering af en nulhypotese.
a) Hvad er en nulhypotese?

b) Hvad er den grundlaeggende ide i et random walk- test?

Opgave 8.25

a) Hvad er en normalfordeling?

b) Hvad er en standardnormalfordelingskurve?

c) Argumenter for at konstruktionen af standardnormalfordelingen medfgrer, at middelvaerdien er 0
og spredningen er 1.

Opgave 8.26

Vi har en tommelfingerregel for, om et datamateriale er normalfordelt, udtrykt ved andelen af ob-
servationer der ligger indenfor en afstand pa 1, 2 eller 3 spredninger fra middelvaerdien.

a) Hvad siger “reglen”?

b) "Reglen” bunder i beregninger, vi kan foretage med en random walk. Forklar dette. (hint: se afsnit
2.4, specielt gvelserne 8.18 og 8.19)

Opgave 8.27

a) Forklar med dine egne ord, hvad teethedsfunktionen for standardnormalfordelingen er.

b) Hvad er forskriften for teethedsfunktionen?

c) I tidligere tider kaldtes taethedsfunktionen ofte for fejlfunktionen (eng.: errorfunction, tysk: Fehler-
kurve). Forklar dette.

Opgave 8.28

Opskriv med integraler og brug af taethedsfunktionen, ¢(x) :
a) Middelveerdien =0

b) Spredningen =1

c) Kontroller dine formler med dit vaerktgjsprogram.
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Opgave 8.29

a) Hvad er forskriften for taethedsfunktionen for en normalfordeling med middelveerdi = i og spred-
ning = o ?

b) Givet et datasaet med middelvaerdi = m og spredning = s. Antag et histogram over datasaettet har
areal A. Hvis vi vil prgve at tilnaerme med en normalfordelingskurve, hvilken forskrift skal vi sa an-
vende? (hint: praxisboksen s. 369 og eksempel 1 s. 370)

Bemeerk: Pd s. 372 og 373 er der ved en fejl skrevet @(x) (der er symbolet for taethedsfunktionen) i
stedet for ®(x), der er symbolet for fordelingsfunktionen. | praxisboksen s. 374 stdr det korrekt.
Opgave 8.30

Givet en normalfordelt stokastisk variabel X[J N(x, o).

a) Hvad er definitionen pa fordelingsfunktionen for X opskrevet med et integral?

b) Hvad er definitionen pa fordelingsfunktionen for X opskrevet med symbolikken P(X...)?

(hint: afsnit 3.5, s. 377-78).

c) Hvordan svarer vi pa spgrgsmal som: “Bestem den %-del som ligger over tallet a, ligger under tal-
let b, ligger mellem a og b”? Hvordan opskriver vi svarene med brug af fordelingsfunktionen ®(x) ?
Hvordan opskriver vi svarene med brug af symbolikken P(X...) ?

Opgave 8.31
Antag et dataseet tilneermes med en normalfordeling. Teethedsfunktionen ”svarer” da til et histo-
gram. Hvad svarer fordelingsfunktionen til? (hint: Eksempel 2, s. 372)

Opgave 8.32

a) Forklar med udgangspunkt i gvelserne 8.28 og 8.29 hvorledes vi med lineariseringsteknikken un-
dersgger om et datamateriale er normalfordelt.

b) Forklar, hvorledes vi med lineariseringsteknikken kan na frem til en grafisk aflaesning af ©og o .

Opgave 8.33

a) Redeggr for, hvordan vi selv tegner et fraktilplot. (hint: gvelse 8.30, s. 375)

b) Redeggr for, hvordan vi selv tegner et QQ-plot. (hint: gvelse 8.31, s. 376)

c) Redeggr for, hvordan vi tegner et QQ-plot med brug af et vaerktgjsprogram? (hint: s. 376, QR-ko-
den)

Opgave 8.34
Givet en normalfordelt stokastisk variabel X[ N(x, o).

Antag vi har to oplysninger, fx: P(X<3)=0,2 og P(X>10)=0,3. Hvordan bestemmes pog o ?

Opgave 8.35

a) Forklar ideen i bootstrapping som metode til at undersgge kvaliteten af estimaterne pa en lineaer
regression. Inddrag konfidensintervaller i din forklaring. (hint: afsnit 4, s. 378-381)

b) Redeggr for, hvordan vi bestemmer konfidensintervaller for parametrene med brug af et veerk-
tgjsprogram? (hint: s. 381, QR-koden)
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Kontrolspergsmal til kapitel 9:
Teori, metoder og grundlaeggende viden du skal kende

Afsnit 9.1

Opgave 9.1

a) Hvad menes med formuleringen hos Kepler — senere astronomer — om at “der mangler en
planet”?

Opgave 9.2

a) Kepler var overbevist om, at solsystemets opbygning og dynamik er styret af harmoniske love, og
at han var sat pa Jorden for at opdage disse. Blandt de mange, han mente at opdage, var den vi i dag
kalder for Keplers 3. lov. Hvad siger denne? Er det en videnskabelig lov? Hvorfor / hvorfor ikke?

b) Jagten pa den manglende planet fik bl.a. naering af den sakaldte Titius-Bodes lov. Hvad siger
denne? Er det en videnskabelig lov? Hvorfor / hvorfor ikke?

c) Hvad var Himmelpolitiet for en institution?

Opgave 9.3
Redeggr for historien om opdagelsen af Ceres, om dens “forsvinden” og om Gauss’ bidrag til at den
blev genfundet

Opgave 9.4

Pa s. 385-86 gengives uddrag af Gauss’ egen fremstilling af sin nye metode.

a) Hvorfor er det ifglge Gauss ngdvendigt med flere observationer end antallet af ukendte
parametre, for at bestemme disse med nogenlunde sikkerhed?

b) Hvordan bestemmes det mest sandsynlige seet af veerdier for de sggte parametre?

Opgave 9.5
a) Forklar ideen i ligningslgsning med lige store koefficienters metode.
b) Metoden kaldes ogsa for ”Gauss-elimination”. Kan du forklare dette navn?

Opgave 9.6
Den franske matematiker Legendre havde faktisk fundet mindste kvadraters metode f@r Gauss. Hvad
var det Legendre brugte sin metode til?

Afsnit 9.2-9.4

Opgave 9.7

Givet et rat, ubearbejdet datasaet. Hvordan gar vi frem i en undersggelse af, om vi kan gennemfgre
en matematisk modellering af datasaettet?

Opgave 9.8
Formuler og bevis Pythagoras saetning i 3 dimensioner.

Opgave 9.9
a) Hvordan adderes n-dimensionale vektorer, hvordan ganges en konstant pa en n-dimensional
vektor og hvordan udregnes skalarproduktet af to n-dimensionale vektorer?
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Opgave 9.10

a) Forklar hvorledes en kvadratsum, som indgar i mindste kvadraters metode, kan tolkes som
kvadratet pa afstanden fra en vektor til en linje i et n-dimensionalt rum.

b) Hvilket tal m giver den mindste afstand i det n-dimensionale rum, mellem et datasaet og linjen
bestemtved t-(1,1,...,1)?

c) lllustrer den geometriske ide i beviset for denne saetning.

Opgave 9.11

Givet et datasaet med n veerdier.

a) Hvordan bestemmes middeltallet?

b) Hvordan bestemmes variansen og spredningen?

Opgave 9.12
a) Givet to dataszet, x og y. Hvad forstar vi ved covariansen, cov(x,y)?

b) Hvis vi tror pa en linezer afhangighed, Hvordan estimeres da haldningskoefficienten g og
konstantleddet b ?

Opgave 9.13
Givet to dataseet, x og y. Hvad forstar vi ved tyngdepunktet for dataszettet?

Opgave 9.14

a) Givet to datasaet, x og y, hvor vi tror pa en linear afthaengighed. Hvad forstar vi ved observerede
veerdier og forventede veerdier?

b) Argumenter for, at observerede og forventede vaerdier har samme middeltal.

Opgave 9.15

a) Hvad mener man, nar man siger, at “to dataseet er korrelerede”?

b) Der findes et mal for, hvor god korrelationen er. Hvad er definitionen pa denne
korrelationskoefficient, R?

Opgave 9.16
Hvad forstas ved “planen udspaendt af vektorerne , a og b”

Opgave 9.17
a) Korrelationskoefficienten kan tolkes som cosinus til en vinkel mellem to planer. Hvilke to planer?
b) Argumenter for, at korrelationskoefficienten, R altid ligger mellem -1 og +1.

Opgave 9.18

a) Hvad er definitionen pa determinationskoefficienten (forklaringsgraden), r*?

b) Hvad er ssammenhangen mellem forklaringsgraden og korrelationskoefficienten?

c) Hvad er sammenhangen mellem forklaringsgraden og graden af afhangighed mellem to
variable? Kommenter i den forbindelse udsagn som ”“den uafhangige variabel x forklarer 57% af
variationen i den afhaengige variabel y ”.

Opgave 9.19
Hvad var statistikeren Francis Anscombes hensigt med at producere sine 4 dataszet?
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