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Bevis for regnereglerne 1) og 2) i seetning 3

1)
Nulreglen: f(a) er bade undertal og overtal i intervallet [a;a], sa f(a)-(a—a)=0 er bade undersum og
oversum. Altsa er dette vaerdien af integralet.

Indskudsreglen:

N N ¢
Lad Z:f(é?,)-(x,+1 —xi)=Zf(¢9,.)-Ax, vaere en middelsum for I f(x)dx, og
i=1

i=1
M M
Lad Zf(é",)-(x‘m—x',):Zf(é",)-Ax'i vaere en middelsum for Ibf(x) dx
-1 i=1
Slar vi de to inddelinger sammen til en inddeling af hele [a;b] :

_ R | 1 1 1 [
a=x,<x, <X,<..<x, ,<x,=c=x",<x", <x",<..<x',,<x',=b

N M
sa vil Zf(@,)-AX, +Zf(6?',.)-Ax',. vaere en middelsum for fiintervallet [a;b].
i=1 i=1

Nér vi lader inddelingerne af [a;c] og [c;b] blive stadigt finere, s& intervalleengderne gér mod 0, sé vil de to

c b
middelsummer konvergere mod henholdsvis I f(x)dx og J‘ f(x)dx, dvs summen vil konvergere mod

c b
L f(x)dx+J‘C f(x)dx.
Men for den samlede inddeling vil intervallengderne ogsa ga mod 0. Og saetning 2 siger da, at enhver

middelsum hgrende til denne inddeling vil konvergere mod integralet jbf(x) dx

Da middelsummen konvergerer mod bdde _[C f(x)dx+ J.b f(x)dx og J. ’ f(x)dxer disse to udtryk ens, hvilket

er indskudssaetningen.
2)
Reglen om konstantfaktor

Lad a=x,<x, <x, <..<x,_, <x, =b vaere en intervalinddeling med tilhgrende middelsum:

N N
Z]‘(é’,)-(x,+1 -X;) :Zf(ﬁ,)Ax, . Middelsummen konvergerer mod Ibf(x) dx,nar intervallengderne gar
i=1 a

i=1

mod 0.
N

Sa vil k-(Zf(Hl.)-Axij konvergere med k-Ibf(x) dx, nar intervallengderne gar mod O.
i=1

Ud fra parentesregler og regler om regning med funktioner geelder, at
N

k-(Zf(Q)-AX,j=Zk-f(6’,-)-AX,-=Z(k-f)(9,-)-AX,- *)

i=1
Sidste led er en middelsum for funktionen k- f . Derfor vil (igen ifglge seetning 2):
N b
Z(k-f)(@,)'Ax, konvergere mod .[ (k-f)(x)dx narintervalleengderne gér mod 0.
i=1 a
Men da de to middelsummer ifglge (*) er ens, ma det, de konvergerer imod ogsa veaere ens, dvs:

Lb(k-f)(x) dx :k-Lbf(x) dx
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