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Produktionsfunktioner, der opfylder elasticitetskrav, er potenserede
Cobb-Douglas funktioner

Den generelle definition pa elasticitet har vi i grundbogen formuleret saledes:

Definition: Elasticitet af en funktion i forhold til en variabel
Lad f(z) veere en funktion, der afhaenger af en variabel z. Ved elasticiteten e af fi forhold til z forstar vi

den relative aendring af f i forhold til den relative eendring af z. Pa formel:

(flz,+A2)=f(z,))/ f(2,)

e(f;z)= , eller hvis funktionen er differentiabel:
Az [z,
e(f;z)= ]Jcc’((zzj)) -z,, eller generelt: e(f;z)=%-z
Formlen i definitionen kan omskrives saledes:
e(f;2)=L2 2 o g =202 4p) *)
f(2) z

| grundbogen har vi vist:

Szatning 1: Tolkning af potenserne i en Cobb-Douglas funktion
For en Cobb-Douglas funktion f(/,A)=k-1“-A"* geelder der:

a er produktionselasticiteten mht. kapitalen (investeringen), /
1—a er produktionselasticiteten mht. arbejdskraften, A

Vi vil nu bevise “den omvendte” satning:

Saetning 2: Produktionsfunktioner er Cobb-Douglas funktuioner
Hvis en funktion f af to eller flere variable opfylder en differentialligning af typen (*) for hver af sine
variable, hvor e(f;z) er en konstant for hver af de variable, sa er f en Cobb-Douglas funktion, hvis

funktionen yderligere er homogen.

Bevis:
Lad os sige, at f er en funktion af de to variable x og y. Vi holder nu fgrst y fast og betragter ligningen (*)
som en ligning i x

fixyo)= fx.y,)

Hvis e(f;z) i (*) er en konstant, sa lad os betegne den « . Ligningen har da fglgende form:

Flye) =2 F(x,9,)
X

Dette er en linezer fgrste ordens differentialligning, som vi har lgst i kapitel 3a:

e(f;x)
X

Igdx %
fx,y,)=c-e~ (**)
Det ubestemte integral Igses fgrst:
a 1
I— dx=a-I— dx=a-In(x)
X X
Vi tager ikke en ubestemt konstant med i I@gsningejn af integralet, da denne er indeholdt i konstanten c.
Vi indsaetter nu i (**)

a
flx,y,)=c-e*™ =C-(e'"(x)) =c-x“
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Vi kan foretage denne udregning for alle veerdier af y,. Konstanten c vil naturligvis afhaenge af y,, asa lad
os skrive det som en funktion:
f(Xiyo):C(yo)'Xa

(***)

P3 helt samme made kan vi bestemme en Igsning, hvis vi holder x fast. Her er ligningen:
f,(Xoly)zg'f(Xoiy)

og vi vil fa Igsningen:
fxo,y)=d(x,)-y” (***¥)

Da vi kunne foretage udregningen for alle x, og y,, har vi altsa:
fOy)=cly)-x* (***) og flx,y)=d(x)-y” (****)
Disse to udtryk er selvfglgelig ens:
cly)-x“ =d(x)-y”
Denne ligning er opfyldt for alle x og y. St x=1:
cly)-17 =d(1)-y”
og indsat dernaest c(y)=d(1)-y” i (***):
fy)=cly)-x“ =d(1)-y” -x“ =k-x"-y”
hvor vi har givet konstanten d(1) navnet k.

| bogens gennemgang har vi set, at den egenskab at vaere homogen, giver f=1-« .
Dermed er det vist, at funktionen er en Cobb Douglas funktion.
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