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De blandede partielle afledede er ens

Vi beviser satning 10 pa s 268:

Satning 10: Blandede afledede
Hvis de dobbelt afledede og de blandede afledede af f er kontinuerte,

saer f(x,y) = f(xy)
Denne funktion betegnes normalt 7, og den kaldes den blandede
afledede af f.

Betragt et bestemt punkt (a,b) , hvor betingelserne i seetningen er opfyldt i et omrade omkring punktet. Vi
regner indenfor dette omrade.

Vi opstiller fglgende identitet:
(fla+h,b+k)—fla+h,b))—(fla,b+k)—f(a,b))=(fla+h,b+k)—fla,b+k))—(fla+h,b)-fla,b)) (*)
og vil se, hvad der sker nar vi lader h og k gad mod 0.

Vi definerer funktionerne:
u(x)=f(x,b+k)—f(x,b) 0g viy)=fla+h,y)-fla,y)

Laeg meerke til, at nar vi differentierer u(x) far vi den fgrste partille afledede for funktionen fi spil, og nar vi
differentierer v(y) far vi den anden partielle afledede for funktionen fi spil:

u'(x)=f(x,b+k)— f;(x,b) og Viy)=fla+h,y)-f/(a,y) (**)

Ideen i beviset er nu at bruge middelvaerdisaetningen to gange pa henh udtrykket til venstre og pa
udtrykket til hgjre i (*)
Venstre side i (*) = u(a+h)—ula)=u'(c)-h=(f(c,b+k)—f,(c,b))-h, hvor c ligger i |a;a+h[

Hgjre side i (*) = v(ib+k)—v(b)=V'(d)-k =(]‘;(a+h,d)—j‘;(a,d))-k , hvor d ligger i ]b;b+k[

Vi anvender nu igen middelvaerdisaetningen pa de to parenteser med de fgrste afledede:
Venstre side fortsat: (ﬂ(c,b+k)—j‘x'(c,b))-h=(ﬂ;(c,e)-k)-h=]‘X';(c,e)-k-h, hvor e liggeri |b;b+k|

Hgjre side fortsat: (fy’(a+h,d)—fy’(a,d))-kz(fy’;(g,d)-h)-k=fy')'((g,d)-h-k , hvor g ligger i ]a;a+h[

Samlet har vi derfor:
Venstre side i (*) = fi(c,e)-k-h, hvor cliggeri ]a;a+h[, og e liggeri |b;b+k]
Hgjre side i (*): frlg,d)-h-k, hvor g liggeri Ja;a+h[, ogd liggeri |b;b+k]

Men venstre og hgjre sider er jo ens!, sa vi har:
folc,e)-k-h=f(g,d)-h-k, hvor cog g liggeri Ja;a+h[, og d og e liggeri |b;b+k|
dvs fi(c,e)=f)(g,d) , hvor cog g ligger i Ja;a+h[, og d og e ligger i |b;b+k] (***)
Vi udnytter nu, at de dobbelt afledede er kontinuerte.
Nar h gar mod 0, vil c og g gd mod a. Og nar k gar mod 0, vil d og e ga mod b.
Dvs: Nar (h,k)—(0,0), vil bade (c,e)—(a,b) og (9,d)—(a,b). Men sé vil
fylc.e)—f(a,b) og f(g,d)— f,(a,b)
Men de to dobbeltafledede er identiske hele vejen, som (***) siger.
Sa er ogsa graensevardierne ens: fx’;(a,b) =fy';(a,b), hvorved vi har vist seetningen.
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