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Udledning af ligningen for tangentplanen

Linjens ligning
| den analytiske geometri i to dimensioner udledte vi en ligning for en linje gennem et bestemt punkt

a
A(xo ,yo). Metoden var fglgende: Betragt en egentlig vektor n =[bj , vinkelret pa linjen og afsat i punktet

A. Et punkt P(x,y) ligger pa linjen, hvis forbindelsesvektoren fra A til P er vinkelret pa n . Men at to
egentlige vektorer er ortogonale kan udtrykkes ved, at deres skalarprodukt er O:

fie AP =0
Denne ligning er ogsa i tilfeeldet, hvor P ligger i A, dvs. nar forbindelsesvektoren er nulvektoren. Dvs. altid.
Ligningen kan sa skrives ud med koordinater:

a X=X,
=0 ((x— b-(y—y,)=0
(bj.(y—yoj <a-(x—x,)+b-(y-y,)
Situationen er:

Denne ligning er ogsa i tilfeeldet, hvor P ligger i A, dvs. >

nar forbindelsesvektoren er nulvektoren. Dvs. altid. 4

Ligningen kan sa skrives ud med koordinater: 31

a X—X 2]

[b]o[y_y?)j=0®a-(x—xo)+b-(y—yo)=0 1
Situationen er: _'4 3 3 ] 1 2 i 4

% x
_37
_4-

Planens ligning
| den analytiske geometri i tre dimensioner kan man tilsvarende udlede en ligning for en plan gennem et
a

bestemt punkt A(xo,yo,zo) . Metoden er fglgende: Betragt en egentlig vektor n=| b | , vinkelret pa planen
c
og afsat i punktet A. Et punkt P(x,y,z) ligger i planen, hvis forbindelsesvektoren fra A til P er vinkelret pa
n. Men at to egentlige vektorer er ortogonale kan udtrykkes ved, at deres skalarprodukt er O:
fie AP =0

Denne ligning er ogsa i tilfaeldet, hvor P ligger i A, dvs. nar forbindelsesvektoren er nulvektoren. Dvs. altid.
Ligningen kan sa skrives ud med koordinater:

a) (x—x,

ble|y-y, |=0=a-(x—x,)+b-(y—y,)+c-(2-2,)=0

c z—-2,
Dette er altsa den generelle ligning for en plan i rummet. Det er let at se, hvordan dette kan generaliseres
til rum af flere dimensioner.

Tangentplanens ligning
Vi tegner f@rst situationen op:
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En funktion er differentiabel i et punkt, hvis den er
lokalt plan —se illustrationen. Her er indtegnet et
udsnit af grafen for:

flx,y)=-0.1-x*-0.1-y* +4
Punktet er: P(3,4,£(3,4))=P(3,4,1.5)
Ligningen for denne plan undersgges, ved at vi

konstruerer vektorer i planen, afsat ud fra punktet, og
i de to retninger bestemt af akserne.

Nar vi snitter ned lodrette planer far vi snitgrafer, hvor
tangentplanen snittes til en tangentlinje. Dette er de
sorte linjer pa de to illustrationer af snitgraferne
nedenfor.

Da det er de to akse-retninger, er de afledede til
snitfunktionerne netop de partielt afledede. Dvs at en
vektor i tangentlinjens retning her dannes af: "1 frem,
haldningen op / eller ned". Dvs i x-aksens retning:

d
(1,0,$(f(x,y)) .

Kontroller det er (1,0,-0.6)
Vektoren indtegnes - den cyanfarvede.
Vi har skaleret lidt op og afsat: (4,0,-2.4)

og i y-aksens retning:

d
("’Ld—y("‘*'”)

Kontroller det er (0,1,-0.8)

Vektoren indtegnes - den cyanfarvede.

Vi har skaleret lidt op og afsat: (0,4,—3.2)

De to vektorer, vi nu har fundet i planen, tegner vi ind i samme tegning, og sammen med dem indtegnes en

vektor, der star vinkelret pa de to, dvs vinkelret pa planen.

Vi justerer samtidig tegningen sa skaleringen i de forskellige retninger er den samme (scaling= constrained).

Derved sikrer vi, at hvad der er ortogonalt ogsa fremtreeder sadan
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| analytisk geometri i 3d udleder man formlen for en
vektor der er vinkelret pa to andre. — det indgar i
projekt 7.17 i Hvad er matematik? 2 — og man laerer at
konstruere denne vektor, der kaldes krydsproduktet af
de to givne.

Det er den rgde vektor pa tegningen.
Vi udregner med et veerktgjsprogram:

1 0 0.6 :
0 |x| 1 [=]08
-0.6) (-0.8 1 Ll S

Kontroller, at den fundne vektor er ortogonal til de to
vektorer i planen.

Da den er ortogonal til de to er den ortogonal til alle
linearkombinationer af de to, og dermed til planen.

Planen kan beskrives som de punkter, hvor forbindelsesvektoren fra punktet P(3,4,1.5) til et frit punkt
Q(x,y,z), star vinkelret pa “den rgde vektor”. Den rgde vektor kaldes for en normalvektor som vi kender
det fra 2d.

0.6 x-3
Planens ligning kan altsa opskrives som :| 0.8 || y—4 |=0
1 z-15

Udregnes og reduceres dette med et veerktgj, far vi

0.6-(x—3)+0.8-(y—4)+(z—1.5)=0 eller:
0.6x+0.8y+z—-6.5=0

Den generelle tangentligning
Ovenstaende udregninger havde ikke noget specielt med punktet eller vektorerne at ggre. Funktionen

f(x,y) er differentiabel i omegnen af et indre punkt (xo,yo), og har derfor en tangentplan i punktet

(X0,Y0,2,), hvor vi har sat z, = f(x,,V,) .
Nar vi skaerer tangentplanen med lodrette snitplaner i henh. x-aksens og y-aksens retninger, far vi
tangentlinjer til snitkurverne.

1
Disse tangentlinjer har retningsvektorer bestemt som i planen: [ ] , hvor a er haldningskoefficienten,
a

dvs: ”1 frem, haeldningen op eller ned”. Og hzeldningskoefficienterne er jo de partielt afledede.

Pa snitplanen er enten x eller y en fast veerdi, sa vektorens udstraekning i den retning er 0. Dvs de to
vektorer er:

1 0
0 og 1
fi(X0,¥0) £, (%5, Y0)

| analytisk rumgeometri (3d) laerer man at bestemme en normalvektor n til en plan, ud fra to ikke-
parallelle vektorer i planen, tdogVv.

Denne vektor kaldes for krydsproduktet, og det skrives: n=uxv .
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Et vaerktgjsprogram kan ogsa regne symbolsk og vi far

1 0 —f(%,,Y5)
n= 0 X 1 = _fy,(xolyo)
f;(xoryo) fyl(xo/yo) 1

Tangentens ligning kan derfor opskrives som et prikprodukt, der saettes lig med 0:

X=X,
ne|y—y, |=0, jfr forste side.

z-2z,

Indsat nu formlen for n:
_fx'(xolyo) X=X,

_fy,(xolyo) b y_yo =0

1 z-2,
Udregn det:
_f):(xoryo)'(x_xo)_fy'(xoryo)'(y_yo)_i_z_zo =0
Isoler z: z=2,+ f(Xo,¥0) - (X =% )+ £}(X0,¥0)- (Y =¥ )

Ofte skriver vi formlen lidt enklere:
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Ligning for tangentplanen i punktet (x,,y,,2,), hvor z, = f(x,,y,) :
z=2,+p-(x—=x,)+q-(y—¥o)
hvor p=f/(x,,¥,) 08 q=1£,(X,,¥,)
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