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Kontinuitet og differentiabilitet kan vaere sveert at afggre med gjet.
Funktioner med partielle afledede behgver ikke vaere differentiable

Differentiabilitet for funktioner af to variable defineres sprogligt pa samme vis som for funktioner af én
variable: Funktionerne er lokalt linezere, henholdsvis lokalt plane. Nar vi giver dette et formeludtryk med
epsilonfunktioner er der stadig tale om en simpel generalisering fra én til to dimensioner:

Det er straks en helt anden sag, hvis man kun arbejder med at indfgre differentiabilitet og
differentialkvotienter via differenskvotienter og med brug af tretrinsreglen. Man kan definere
retningsafledet og specielt de partielt afledede vha differenskvotienter. Men en funktion kan have
retningsafledede i alle retninger uden at vaere differentiabel!

Problemet med denne tilgang er, at den er én-dimensional. Der findes uendeligt mange forskellige mader
hvorpa man kan naerme sig et punkt i planen — rette linjer, parabelbuer, spiraler og en masse vi ikke har ord
for. Men uanset hvilket kurve, sa vil de aldrig fange det todimensionale.

Som det fremgar af definitionen er begrebet partielle afledede uhyre vigtigt — de to udggr fx koordinaterne

i gradienten. Men det er vigtigt at huske, at de partielle afledede kan eksistere uden det ggr funktionen
differentiabel. Deltag selv i undersggelsen af nedenstaende eksempler:

Eksempel 1.

Betragt funktionen:
X-y .
——, nar (x,y)#(0,0
Flry) =] eyt M N1 =00

0, nar (x,y)=(0,0)

o . x-0 .
Nar vi er pa x-aksen er f(x,0)=——— , nar x#0.
x 40

Men dette udtryk er jo 0. Og i (0,0) er funktionsveerdien ogsa 0.
Sa funktionen er pa x-aksen reduceret til at vaere nul-funktionen
Denne funktion har naturligvis en afledet: f/(x,0)=0 for alle x,
og specielt: f/(0,0)=0

Argumenter selv for, at fy'(O,y)=O for alle y, og specielt:
£,(0,00=0

Men funktionen er ikke differentiabel i (0,0), den er faktisk slet ikke kontinuert:
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Graensevardien af f, nar vi beveeger os ind
mod 0 ad x-aksen er 0

Graensevaerdien af f, nar vi beveeger os ind
mod 0 ad y-aksen er 0

Men prgv nu at se pa en bevaegelse ind
mod 0, hvor vi fglger linjen y=x.

Vis at greensevaerdien her bliver .

Prgv selv at undersgge den retningsafledede langs linjen y = x ud fra differenskvotienten, og vis, at denne

gar mod uendelig, nar vi naermer os (0,0).
lllustrationerne viser, hvor svaert det kan vaere af en tegning alene at afggre spgrgsmal om kontinuitet og
differentiabilitet. Bortset fra problemet i (0,0), ser funktionsudtrykket jo ikke specielt ”saer” ud.

Eksempel 2.
Betragt funktionen
glx,y)=(x-y)
Dm er hele planen, idet vi definerer den tredje rod af negative
tal som negative tal:
(-27)"* =-3 , fordi (-3)* =—27
(dvs vi opfatter ikke funktionen som en potensfunktion, der har
begraenset Dm til positive tal).
Grafen for g vil se nogenlunde saledes ud

1/3

Funktionen er oplagt kontinuert overalt, ogsa i (0,0).

Hvad med de partielle afledede?
Omskriv funktionen til: g(x,y)=x"*-y?, og vis, at for x og y forskellige fra 0 har vi:
g.xy)=ix7.y og gl(xy)=ix"y
For ethvert punkt pa x-aksen bortset fra i Origo har vi: g/(x,0)=1x"*.0"* =0
Men i ingen punkter pa x-aksen findes g;(x,O) ! Hvorfor? Prgv at zoome ind og forklar resultatet ud fra dit

grafiske billede,

For ethvert punkt pd y-aksen bortset fra i Origo har vi: g/ (0,y)=20"*-y* =0
Men i ingen punkter pa y-aksen findes g (0,y) ! Hvorfor? ? Prgv at zoome ind og forklar resultatet ud fra dit
grafiske billede.

P& hele x-aksen har vi g(x,0)=(x-0)> =0 . Derfor har vi ogs, at g'(0,0)=0

P4 hele y-aksen har vi g(0,y)=(0-y)"* =0. Derfor har vi ogs4, at g/(0,0)=0

Men g er ikke differentiabel i (0,0). Betragt fx retningen bestemt af linjen y =x . Pa denne linje er

funktionen reduceret til:
glx,y)=(x-y)"* =(x-x)

Den retningsafledede, (uden hensyn tiol om retningsvektoren er en enhedsvektor), er her:
g, (x,y)=2-x""

Nar vi beveeger os ind mod (0,0), vil veerdien af den retningsafledede ga mod uendelig.

1/3 =X2/3

Prgv nu selv at definere funktioner med regneforskrifter i sleegt med de ovennaevnte, undersgg de partielle
afledede, og afg@r om funktionerne er kontinuerte og om de er differentiable
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