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Løsninger til øvelser i kapitel 8   

 

Øvels

e 8.1 

Se stumfilmen. 

Øvels

e 8.2 

Øvelsen viser, at variationen bliver mindre, hvis nedarvning er et resultat af et gennemsnit. 

Øvels

e 8.3 

Projekt om Mendels arvelighedslove. 

Øvels

e 8.4 

a) Johannsens diagram er et histogram over fordelingen af vægt for prinsessebønnerne. 

Hyppigheden af afkom i de forskellige vægtklasser. Desuden er en grafen for en teoretisk 

tæthedsfunktion for samme fordeling tegnet.  

b) 

 
c) Svaret til b) viser, at værktøjsprogrammet bestemmer middelværdien til 366,8 mg og 

spredningen 73,3 mg. 

d)  
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e) Ud fra normalfordelingen kan vi bestemme de forventede procentdele for hvert interval som 

multipliceret med 606 giver de genskabte tal. 

 

Øvels

e 8.5 

a) 

 

b) 
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c) 
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Sammenlignes med figuren på side 343, så er der fin overensstemmelse. 

Øvels

e 8.6 

slutværdi -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 

Slutværdi2 64 36 16 4 0 4 16 36 64 

Hyppighed 4 26 103 219 283 230 102 31 2 

Hyppighederne er resultatet af 1000 simuleringer. 

  

 
Øvels

e 8.7 

a), b) og c) På baggrund af 100 simuleringer med 5 skridt fås følgende: 



 

Hvad er matematik? 3  
ISBN 9788770668781   

   

Løsninger til øvelser i kapitel 8  

 

© 2019 L&R Uddannelse A/S • Vognmagergade 11 • DK-1148 • København K • Tlf: 43503030 • Email: info@lru.dk 

 

 

 
Konklusion: Gennemsnit af slutværdier=0,13 og gennemsnit af kvadrat på slutværdier=4,35. 

Øvels

e 8.8 

a) 1000 simuleringer med 16 skridt kan give følgende fordeling af slutværdier. 

 
1000 simuleringer med 25 skridt kan give følgende fordeling af slutværdier. 

 
b) Simuleringerne med 16 og 25 skridt giver anledning til en formodning:  

gennemsnit af slutværdier=0. 

gennemsnit af kvadraterne på slutværdierne=n. 

Øvels

e 8.9 

a) Forventede hyppigheder randomwalk med 2 skridt. 

Slutværdi -2 0 2 

Forventet hyppighed 1 2 1 
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Forventede hyppigheder randomwalk med 3 skridt. 

Slutværdi -3 -1 1 3 

Forventet 

hyppighed 

1 3 3 1 

 
Forventede hyppigheder randomwalk med 4 skridt. 

Slutværdi -4 -2 0 2 4 

Forventet 

hyppighed 

1 4 6 6 1 

 
b) Binært træ for random walk med 2 skridt. 

 
Binært træ for random walk med 3 skridt. 

 
Binært træ for random walk med 4 skridt. 
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Øvels

e 

8.10 

a) Ny definition: En partikel starter i m, og bevæger sig på en talakse på en sådan måde, at den i 

hvert skridt går enten r skridt til venstre eller r skridt til højre. Om vi går til venstre eller højre er 

helt tilfældigt og har hver gang sandsynligheden 50%. 

b) Vi skal bevise, at ( ) .E X m=   

For 1 skridt, dvs. 1n=  får vi 
2

( )
2 2

m r m r m
E X m

− + +
= = = . 

For 2 skridt, dvs. 2n=  får vi 
2 2 4

( )
4 4

m r m m m r m
E X m

− + + + +
= = = . 

Vi antager, at det gælder for n . 

Efter n skridt har vi slutpositionerne { }, 2 ,..., 2 ,m r n m r n r m r n r m r n− ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅  med 

2n  forskellige veje. 

Vi vælger den x’te slutposition, hvor vi kan gå til slutpositionerne x-r eller x+r. 

 

1 1 1 1

slutpositioner 2 2
( ) .

2 2 2 2 2n n n n n

x r x r x x x
E X m

+ + + +

− + +
= = = = = =
∑ ∑ ∑ ∑ ∑

 

Dermed har vi bevist påstanden med et induktionsbevis. 

c), d) og e). Vi skal bevise, at 
2( ) .V X r n= ⋅   

For 1 skridt, dvs. 1n=  får vi 
( ) ( )

2 2 2 2
2( )

2 2

m r m m r m r r
V X r

− − + + − +
= = = . 

For 2 skridt, dvs. 2n=  får vi 

( ) ( )
2 22 2 2

2
2 2( ) 2 4 4

( ) 2
4 4

m r m m m m r m r r
V X r

− − + − + + − +
= = =  

Vi antager, at det gælder for n . 

Efter n skridt har vi slutpositionerne { }, 2 ,..., 2 ,m r n m r n r m r n r m r n− ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅  med 

2n  forskellige veje. 

Vi vælger den x’te slutposition, hvor vi kan gå til slutpositionerne x-r eller x+r. 
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( ) ( )
2 22 2

1 1 1

2 2 2 2

1

2 2 2 2 2 2

1

2 2 2

1

2 2 2

slutpositioner ( ) ( ) ( ( ))
( )

2 2 2

( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )

2

2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 4

2

2 2

n n n

n

n

n

x r m x r m x r m x r m
V X

x r m x r m x r m x r m

x r m r m x r x m x r m r m x r x m

x r m x m

x r m

+ + +

+

+

+

− − + + − − + + + −
= = = =

+ + − ⋅ + + + − + ⋅ −
=

+ + + ⋅ − ⋅ − ⋅ + + + − ⋅ + ⋅ − ⋅
=

+ + − ⋅
=

+ + −

∑ ∑ ∑

∑

∑

∑

1

2 2 2

1

2 2

1 1

2 2

1

2 2 2

2

2 2 2

2

2 ( ) 2

2 2

( ) 2 2

2 2

( 1).

n

n

n n

n

n n

x m

x m x m r

x m r

x m r

r n r r n

+

+

+ +

+

⋅
=

+ − ⋅ +
=

−
+ =

− ⋅ ⋅
+ =

⋅ + = ⋅ +

∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

Dermed har vi bevist påstanden med et induktionsbevis. 

f) 

 Vi har nu 

2

( ) 1

1

1

1

V X

r n

r
n

r
n

=

⋅ =

=

=

  

 

Øvels

e 

8.11 

Repetition af Pascals trekant I andre kulturer. 

Øvels

e 

8.12 

Tallet a i den n+1’te række fortæller antallet af veje til denne slutposition. I den n’te række kan 

man netop komme til slutpositionen i den n+1’te række fra de to positioner, hvor der er 

henholdsvis b og c veje til. Dermed bliver a=b+c. Øvelsen er en generalisering af beviset for 

sætning 2: Opbygningen af Pascals trekant. 

Øvels

e 

8.13 

6. 

række 

 1 6 15 20 15 6 1  

7. 

række 

1 7 21 35 35 21 7 1  

8. 

række 

1 8 28 56 70 56 28 8 1 

 

Øvels

e 

8.14 

15. 

række 

1 16-

1= 

15 

120-

15= 

105 

455 1365 3003 5005 6435 5005 3003 1365 454 105 15 1 

 

Øvels

e 

8.15 

a) I Maple er kommandoen 
n

r

     
 svarende til binomial(n,r). I Nspire og Geogebra er kommandoen 

nCr(n,r). 

b) K(8,3)=56. Se svarene til øvelse 8.13. 
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c) 
1

1

n n n

r r r

     +       = +          −     
.  

Øvels

e 

8.16 

c)  Da der er 32 elever og 5 skal sidde i udvalget, og udvælgelsen foregår uden at en person kan 

vælges flere gang. 

. Antallet af festudvalg er 201376. 

Øvels

e 

8.17 
 

Der er overensstemmelse. 

Øvels

e 

8.18 

En klasse med 30 elever har fået følgende hyppighedstabel for en random walk med 16 skridt. 

 
a)  

 
b) 

 
c)  

 

Øvels

e 

8.19 

a), b) og c) 

 

Øvels

e 

8.20 

Med 25 skridt har vi udfaldene  

{ 25, 23, 21, 19, 17, 15, 13, 11, 9, 7, 5, 3, 1,1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,23,25}.− − − − − − − − − − − − −   

I en ideel random walk med 25 skridt har vi de forventede hyppigheder 

25 25 25 25
, , ,...,

0 1 2 25

                                      
 . 
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Standardafvigelsen er 5.  

Dvs. udfaldene mellem en standardafvigelse er { 5, 3, 1,1,3,5}.− − −   

 

 

De normale udfald er { 9, 7, 5, 3, 1,1,3,5,7,9}.− − − − −  

 

 

De exceptionelle udfald er { 25, 23, 21, 19, 17} {17,19,21,23,25}.− − − − − ∪   

 

 

Øvels

e 

8.21 

0
:H  Sandsynligheden for at en tomatplante med gule blade er lige så stor som sandsynligheden 

for at får en tomatplante med grønne blade. 

Vi laver en random walk model med 1240 skridt, og hvor tomatplante med gule blade er til 

venstre og tomatplante med grønne blade er til højre. 

Videnskabsmanden får 671 tomatplanter med gule blade. Dvs. der er 1240-671=569 

tomatplanter med grønne planter. I random walk modellen lander vi i slutværdien  

X=569-671=-102. Vores standardafvigelse er 1240 35σ= =  (afrundet til et helt tal). Vores 

normale udfald ligger i intervallet [ 2 36;2 36] [ 72;72].− ⋅ ⋅ = −  Alle udfald mellem -72 og 72 kan 

med rimelighed forklares som tilfældigheder. Vi må derfor forkaste nulhypotesen, og vi har 

dermed en signikant afvigelse fra den forventede fordeling.  

Øvels

e 

8.22 

a), b), c), d) og e). 
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f)  
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Histogrammet ud fra en random walk med 100 skridt og grafen for standardnormalfordelingen 

stemmer fint overens. 

Øvels

e 

8.23 

a) På https://en.wikipedia.org/wiki/Intelligence_quotient er følgende hentet 

 
b) Man skal typisk løse forskellige typer af opgaver. 

Øvels

e 

8.24 

a) 
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Vi ser, at µ  svarer til vandret forskydning af grafen for standardnormalfordelingen. Når µ  er 

positiv ser forskydning til højre og til venstre, når µ  er negativ, så er forskydningen til venstre. 

b) Den forskudte kurve topper ved punktet med førstekoordinaten x µ= . 

 
Førstekoordinaterne til vendepunkterne bestemmes som løsningerne til ( ) 0f x′′ =  henholdsvis 

( ) 0phi x′′ = . Afstandene svarer til spredningen på 1. 

Øvels

e 

8.25 

a) 

Når værdien for skyderen σændres, så ændres afstanden mellem førstekoordinaten for 

punkterne på symmetriaksen og førstekoordinaten for vendepunktet. Afstanden svarer til 

værdien af skyderen σ . 

 
Arealet under skalerede graf svarer til værdien af skyderen σ . 

b)  

Når værdien for skyderen σændres, så ændres afstanden mellem førstekoordinaten for 

punkterne på symmetriaksen og førstekoordinaten for vendepunktet på lodret skalerede graf. 

Afstanden svarer til værdien af skyderen σ . 
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Arealet under den lodret skalerede graf er 1. 

Øvels

e 

8.26 

a) 

 
Vi ser, at skyderen m giver en vandret forskydning af grafen. Skyderne s og A giver en lodret og 

vandret skalering af grafen. 

b) Afstanden fra vendepunktet til symmetriaksen svarer til værdien af skyderen s. 

c) Arealet under den skalerede graf svarer til værdien af skyderen A. 

Øvels

e 

8.27 

a) 

 
De 66 målinger ligger i intervallet [24756;24840]. Dvs. en variationsbredde på 84. En mulig 

intervalinddeling fra fra 24750 til 24850 med 10 lige store intervaller. 
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b) 

  
De to målinger 24756 og 24798 ligger uden for intervallet med de normale målinger. 

Middelværdien bliver 24828 med de to målinger slettet. 

c) 

 

Øvels

e 

8.28 

Vi bestemmer minsteværdien til 1,4 og størsteværdien til 3,3.  

 
Ud fra samme intervalbredde på 0,2 fås en gruppering af data til. 

 
De kumulerede frekvenser kan bestemmes med følgende: 

 
Plottet af de sammenhørende værdier giver plottet. 
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Øvels

e 

8.29 

Vi bestemmer de nye sammenhørende værdier med 1−Φ . 

 
Et punktplot af disse værdier giver. 

 



 

Hvad er matematik? 3  
ISBN 9788770668781   

   

Løsninger til øvelser i kapitel 8  

 

© 2019 L&R Uddannelse A/S • Vognmagergade 11 • DK-1148 • København K • Tlf: 43503030 • Email: info@lru.dk 

 

 

Øvels

e 

8.30 

a) Vi starter med at sortere de 50 målinger. 

 
De 50 datapunkter kan bestemmes 

 
b) Vi afsætter ikke det sidste datapunkt, da vi i modellen for normalfordelingen ikke kan 

repræsentere 100%. 
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Hvis vi tegner grafen for fordelingsfunktionen for den normalfordelte stokastiske variabel, så får 

vi. 

 
Grafen og datapunkterne stemmer med god tilnærmelse overens. 

Øvels

e 

8.31 

a)  

 
b) 

 
c) 
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Øvels

e 

8.32 

a)  

 
b) Da residualerne tilnærmelsesvist ligger på en ret linje i et QQ-plot, så understøtter plottet, at 

residualerne fra en lineær regression på Galton datasættet med god tilnærmelse er 

normalfordelte.  

Øvels

e 

8.33 

a) 

  
b) 

 
c) 
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d)  

I Maple er kommandoen normalcdf(…,…,…). 

 
e)  

 
Middelværdien skal øges til 1,09 liter. 

Øvels

e 

8.34 

a) Vi har en normalfordelt stokastisk variabel (281.9,11.4).X N∼   

 
Konklusion: Sandsynligheden for et for tidligt født barn ifølge modellen er 1,8%.  

Øvels

e 

8.35 

a) Vi opstiller to ligninger ud fra informationerne i teksten. 

 
Vi bestemmer middelværdien til 31,7 cm og spredningen på 26,2 cm. 

 

Øvels

e 

8.36 

a) 

 
b) 
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c) og d) 

 
Middelværdien af residualerne svarer til 0,0 , og spredningen af residualerne er 6,0. 

e)  

Vi bestemmer det mindste og det største residual. 

 
Vi laver en inddeling af intervallet [-22;15] med 37 intervaller – intervalbredde 1. 

Vi får en gruppering: 
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f)  

Vi tegner grafen for en normalfordelt stokastisk variabel X med middelværdi 0 og spredning 6,0. 

 
Vi ser, at der er god overensstemmelse mellem histogram og grafen for tæthedsfunktionen 

hørende til X. 
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Øvels

e 

8.37 
 

 

Øvels

e 

8.38  
Øvels

e 

8.39 

a) 
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Kommandoen stikprøve(…,…,true) giver en ny liste med 10 residualer. 

Vi kan kommandoen Crtl R kan vi udtage en liste af residualer. 

b) 
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c) 
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d) 

Vi kan bruge kommandoen ”Optag i regneark” og genberegne regnearket med Crtl R. 

5 sammenhørende værdier af bootstrappet hældning og konstantled kan være: 

 
Øvels

e 

8.40 

a) Vi genberegner regnearket 150 gange svarende til en klasse med 30 elever. 

b) Histogram for de 150 bootstrappede hældninger: 
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Histogram for de 150 bootstrappede konstantled. 
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c) 

2,5% af 150 værdier er afrundet 4, så vi skal bestemme de 4 mindste værdier, og vi skal 

bestemme de 4 største værdier. 

De 4 mindste bootstrappede hældninger er 

  
De 4 største bootstrappede hældninger er 

  
d) 

2,5% af 150 værdier er afrundet 4, så vi skal bestemme de 4 mindste værdier, og vi skal 

bestemme de 4 største værdier. 

De 4 mindste bootstrappede konstantled er 

  
De 4 største bootstrappede konstantled er 

 
e) og f). 

Hvis vi anvender et matematisk værktøjsprogram, så kan vi bestemme de to 

konfidensintervaller. 



 

Hvad er matematik? 3  
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Vi aflæser 95% konfidensintervallet for hældningen til [1,05;2,83] 

Vi aflæser 95% konfidensintervallet for konstantled til [-343,8;-23,3]. 

 

Vi ser, at der er god overensstemmelse mellem de bootstrappede 95% konfidensintervaller og 

de med værktøjsprogrammet bestemte 95% konfidensintervaller. 

 

 

 


