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Løsninger til øvelser i kapitel 5   

 

Før du 

regner 

 
Øvelse 5.1 Giv et referat af praxisboksen i HEM2 s 244: 

 
Øvelse 5.2 a) 

(Bemærk: Man kan næsten altid skære en bid ud af en definitionsmængde, hvor inden for en 

given funktion opfylder de to kriterier. Her ser vi på funktionerne uden begrænsninger på 

definitionsmængderne). 
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Polynomier af ulige grad kan godt være voksende (som 3ogx x ), men den anden afledede er 

enten 0 (for x), eller antager både negative og positive værdier: Grafen har et vendepunkt, hvor 

den skifter mellem at krumme opad og krumme nedad. 

Polynomier af lige grad er ikke kun voksende. 

Eksponentialfunktioner kan godt være voksende, men graferne krummer altid opad. Deres 

anden aflede er altid positiv: ( ) ( ) 2
e e e 0

k x k x k x
k k

⋅ ⋅ ⋅′′ ′
= ⋅ = ⋅ >   

Logistiske funktioner (de normale typer) er voksende, men graferne har altid et vendepunkt. 

Trigonometriske funktioner skifter hele tiden mellem intervaller, hvor de er voksende til 

intervaller, hvor de er aftagende. Og i hvert sådan inteval er der et vendepunkt. 

b)  

Lad ( ) , 0 1a
f x x a= < < .  

1( ) 0a
f x a x

−′ = ⋅ > , så potensfunktioner er voksende. 

( ) 1( ) 1 0, når 1a
f x a a x a

−′′ = − ⋅ ⋅ < < ,  så graferne krummer nedad, når 0 1a< <   

c)  

Alle logaritmefunktioner er proportionale, så vi ser kun på ln( )x : 

( )
1

ln( ) 0, da 0x x
x

′ = > >  ,  så ln( )x  er voksende. 

( ) ( )1 21
ln( ) 1 0x x x

x

− −
′  ′′′ = = = − ⋅ < 

 
 , så grafen krummer nedad. 

Øvelse 5.3 a)  

Svaret står i opgaven. 

b)  

Formlen for priselasticitet er: 
( ) /

( ) /

efter før før

efter før før

V V V
e

p p p

−
=

−
. 

Tælleren 
efter før

før

V V

V

−
 er formlen for procentvækst i vandforbruget.  

Har du glemt formlen for procentvækst? Af HEM1, s. 109 har vi: (1 )efter førV V r= ⋅ +  

Gang ind og roker rundt: 
efter før

efter før før efter før før

før

V V
V V V r V V V r r

V

−
= + ⋅ ⇔ − = ⋅ ⇔ =  

Nævneren 
efter før

før

p p

p

−
 er på samme måde formlen for procentvækst på prisen. 

c) 

Formlen for priselasticitet kan omskrives: 

( ) /

( ) /

efter før før efter før efter før

efter før før før før

V V V V V p p
e e

p p p V p

− − −
= ⇔ = ⋅

−
 

Indsæt 0,14e = −  og 1%
efter før

før

p p

p

−
= :    0,14 1% 0,14%

efter før

før

V V

V

−
= − ⋅ = −   

Et minus betyder fald, så når prisen stiger med 1%, så falder forbruget med 0,14%. 

d) 

En prisstigning vil i alle normale situationer føre til et fald i forbrug. Og omvendt vil et prisfald  i 

alle normale situationer føre til en stigning i forbrug. Derfor er et af tallene i formlen for e 

negativ, så brøken er negativ. 

Øvelse 5.4 
Vi forlænger først med 

0z og forkorter, og derefter med 0( )f z

z∆
 og forkorter: 
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0 0 0 0
0

0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ; )

f z z f z f z z f z
z

f z f z
e f z

z z

z z

+ ∆ − + ∆ −
⋅

= =
∆ ∆

0
z⋅

0 0

0
0

0

( ) ( )

( )

( )

f z z f z

f z
z

z

f z

+ ∆ −

= ⋅ =
∆

0 0

0

( ) ( )

( )

f z z f z

z f z

+ ∆ −
⋅

∆

0
( )f z

z∆
z⋅ ∆

0 0

0 0

0

( ) ( )

( )

f z z f z

zz z
f z

+ ∆ −

∆⋅ = ⋅

 

Lad 0z∆ →  , så vil tælleren gå mod 
0( )f z′ , hvilket giver formlen 

Øvelse 5.5 Nr. 2 og 4 er højrehåndssystemer 

Øvelse 5.6 a)      

Vi vælger et z-interval fra:  -150 til 150, ved 

fx at se på funktionsværdier i ( )10,5±   

b) 

Vi vælger et z-interval fra -1 til 1 pga at cos 

svinger mellem de to værdier 

  
c 1) 

Det centrale er hvad der sker omkring ( )0,0 , 

så vi vælger definitionsmængden som: 

[ ] [ ]4;4 4;4x− − . Og da 24 16=  vælger vi z-

intervallet til [ ]0;10  , så vi kan se figuren, 

uden den bliver skåret skrået igennem 

c 2) 

Det centrale er hvad der sker omkring ( )0,0 , så 

vi vælger definitionsmængden som: 

[ ] [ ]4;4 4;4x− − . Og da 24 16=  og 24 16− = −  

vælger vi z-intervallet til [ ]10;10−  , det giver  et 

indtryk af figuren i sin helhed. 

 

 

 
Øvelse 5.7 Svarene er givet i øvelsen 

Øvelse 5.8 a)  

Er tegnet i 5.6 c-1) 

b)  

Snitfunktionen (Bemærk, at i den blå snitkurve på siden overfor s. 250 er der en trykfejl: 1x =  

skal indsættes alle steder, så 
21

( ) 10 e
y

blå
f y

− −= ⋅  ): 

2y = : 2

2( ) 4yf x x= = +   

c) 
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1x = : 2

1
( ) 1

x
f y y= = +    

d) 

Parameterfremstillingen er: 1,5 2 , 4 1,5x t y t= + = + . Dette indsættes: 

( ) ( )
2 2 2(1.5 2 ,4 1.5 ) 1.5 2 4 1.5 6.25 18 18.25f t t t t t t+ + = + + + = + +   

Øvelse 5.9 Grafen er tegnet i 5.6 c-2) 

a)  

2y = : 2

2( ) 4yf x x= = −  

b) 

2x = : 2

2
( ) 4

x
f y y= = −    

c)  

Parameterfremstillingen er: ,x t y t= = − . Dette indsættes: 

( )
22( , ) 0f t t t t− = − − =  

Det er måske overraskende, men lægges det ind i en samlet 

tegning, ser vi det godt kan lade sig gøre at have en ret linje på en saddelfigur: 

Øvelse 5.10 Svarene er givet i øvelsen 

Øvelse 5.11 a)  
2 2 81x y+ = . Det er en cirkel med centrum i ( )0,0 , og radius 9 

b) 

Ingen niveaukurve for negative værdier af a 

Øvelse 5.12 Bemærk. Vi kalder i det følgende f og g for f1 og f2. 

 
Vi giver i det følgende både illustrationer og Maplekommandoer 

a)  
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b) 

Snitkurver for 2y =  indtegnet på de to grafer: 

 

b) 

Snitfunktionerne som funktion af en variabel x: 

2 2

6 12
1( ) , 2( ) ,

7 7

x
g x g x

x x
= =

+ +
  

Snitgraferne i alm koordinatsystem, hvor den sorte hører til f1, 

den blå til f2: 

 

c) 

Snitkurver for 2x = −  indtegnet på de to grafer: 
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c) 

Snitfunktionerne som funktion af en variabel x: 

2 2

12 6
1( ) , 2( ) ,

7 7

x
h x h x

x x

−
= =

+ +
  

Snitgraferne i alm koordinatsystem, hvor den røde hører til f1, den 

blå til f2: 
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Ekstra 

Kan vi bestemme en ligning for niveaukurverne?  

Det ligner cirkler. Lad os se på den blå: 

 

 
Øvelse 5.13 a) 

 
 

b) 
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 Snitkurverne er grafer for funktioner, som vi kan bestemme således – og tegne grafer af: 
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Øvelse 5.14 a) 

 
 

 b) 

 

 
 c) 
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 d og e) 

Udgangspunktet er 
0 0

( , ) (2,0)B x y B=   

Ifølge definitionen s 254, skal vi se på funktionerne: 

r
�

’s retning: 
2 2

0
( ) ( , ) (2 1,0 1) (2 , ) (2 ) 4 4

r o
f t f x t h y t k f t t f t t t t t= + ⋅ + ⋅ = + ⋅ + ⋅ = + = − + + = − −�  

s
�

’s retning: 2 2

0
( ) ( , ) (2 ( 1),0 1) (2 , ) (2 ) 4 4

s o
f t f x t h y t k f t t f t t t t t= + ⋅ + ⋅ = + ⋅ − + ⋅ = − = − − + = −�  

t
�

’s retning: 
2 2

0
( ) ( , ) (2 2,0 0) (2 2 ,0) (2 2 ) 2 4 2 4

ot
f t f x t h y t k f t t f t t t t= + ⋅ + ⋅ = + ⋅ + ⋅ = + ⋅ = − + ⋅ = − − ⋅ −�  

Vi differentierer og sætter 0t =  (da vi skal finde den afledede i B): 

( ) ( )( ) 4 4 4
r

f t t′ ′= − − = −� , så    (0) 4
r

f ′ = −�  

( ) ( )( ) 4 4 4
s

f t t′ ′= − =� , så    (0) 4
s

f ′ =�  

( ) ( )2
( ) 2 4 2 4 4 4 2

t
f t t t t

′′ = − − ⋅ − = − −� ,  så:  (0) 4 2 5,66
t

f ′ = − ≈ −�  (og ikke bogens 5,64!) 

 e) 

Det passer fint med tegningen: Stå i B og se, om du går ned eller op ved at følge de angivne 

retninger. Man kan også tegne vektorerne ind på grafen i Maple ved hjælp af ’arrow’: 

 
 

Øvelse 5.15 a) 

2 2( , )f x y x y= −  , ( , ) 2
x

f x y x′ =  , ( , ) 2yf x y y′ = −   

b) 

( , ) ex y
f x y

+=  , ( , ) ex y

x
f x y

+′ =  , ( , ) ex y

yf x y
+′ =  

c) 
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( )
3

( , ) 4f x y x y= + +  , ( )
2

( , ) 3xf x y x y′ = ⋅ +  , ( )
2

( , ) 3yf x y x y′ = ⋅ +  

d) 

2 2

6
( , )

3

x
f x y

x y
=

+ +
 , 

( )

( )

2 2 2 2 2 2

2 2

22 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1
( , ) 6 6 6

3 3 3

1 1 6 12
6 6 2

3 3 3 3

brøkregel produktregel

x

sammensat diff

f x y x x x
x y x y x y

x
x x

x y x y x y x y

′ ′   ′′ → ⋅ → ⋅ + ⋅   
+ + + + + +   

− 
→ ⋅ + ⋅ ⋅ = + 

+ + + + + +  + +

  

Det sidste kunne sættes på fælles brækstreg, men pænt bliver det ikke. 

( )

2 2 2 2

2

22 2 2 2

1 1
( , ) 6 6

3 3

1 12
6 2

3 3

brøkregel konstantfaktor

y

sammensat diff

f x y x x
x y x y

xy
x y

x y x y

′ ′   ′ = → ⋅ → ⋅   
+ + + +   

− 
→ ⋅ ⋅ = 

+ +  + +

 

Øvelse 5.16 

 

Øvelse 5.17 

 
Øvelse 5.18 Facit er i 5.15 og 5.16, hvor de to partielle afledede bestemmes. Stil dem op som koordinater: 
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( , )
Gradient( ( , )) ( ( , ))

( , )

x

y

f x y
f x y f x y

f x y

 ′
 = ∇ =
 ′
 

  

Maple kan beregne gradienten således – husk at indlæse Student[MultivariateCalculus]! 

 
 

 

 
d) 

 
Øvelse 5.19 
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Øvelse 5.20 

 
 

Øvelse 5.21 
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Øvelse 5.22 
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Øvelse 5.23 

 

 

 
Øvelse 5.24 
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Vi indtegner punkterne på grafen og tjekker – grafen er lidt kompliceret at studere, så vi bringer 

tre billeder fra forskellige vinkler: 

 

 Billedet af grafen understøtter vores formodning. Men det er jo ikke et bevis. 

Øvelse 5.25 De centrale dele er: 
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Øvelse 5.26 De blandede afledede, der blev udregnet i eksemplet s. 267 er ens 
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Øvelse 5.27 
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Øvelse 5.28 
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Her bliver man let snydt, ved kun at se på grafen, for der ser klart ud til at være et maksimum. 

Men det er i (0,0), og  g4 er ikke defineret her! Det er i ét punkt, så man vil ikke kunne se det på 

grafen uanset indzoomning. 

Øvelse 5.29 
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Øvelse 5.30 
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