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Projekt 9.1 Regneregler for stokastiske variable — middelvaerdi, varians og

spredning

Saetning 1: Regneregler for middelvaerdi, varians og spredning for diskrete stokastiske variable
Lad X veere en stokastisk variabel med sandsynlighedsfordelingen:

Stokastisk variabel X Xp | Xp | e | e | Xp
Sandsynlighed P(X=x;) | py | Py | = | = | Pp
Og lad Y veere en stokastisk variabel med sandsynlighedsfordelingen:
Stokastisk variabel Y yi | V2 Ym
Sandsynlighed P(Y =y;) 9, | 9 am

og lad k veere et vilkarligt reelt tal, der ikke varierer.
Da geelder fglgende regneregler:

a) E(k)=k f) V(k)=0

b) E(X+k)=E(X)+k g) VI(X+k)=V(X)

c) E(k-X)=k-E(X) h) V(aX)=a*V(X)

d) E(X+Y)=E(X)+E(Y) og ) V(X+Y)=V(X)+V(Y), og
BYC=ER R VIX-Y) =E(x?)-E(Y2)— (E(X))? - (E(v))?
TP 24 @ 1 O LS 2 nar X og Y er uafhaengige.

e) V(X)=E(X?)—(E(X))

Forudsaetninger der anvendes i beviset:
Vi anvender definitionerne:
Middelvaerdien g =E(X) defineres som
H=EX)=X1-p1+Xy - Py+X3-P3+..+Xp_1-Pp_q1+Xn Pp-
Variansen Var(X) defineres som
2 2 2 2 2
Var(X)=(X1—,u) pl +(X2_,U) 'p2 +(X3—,U) p3 +...+(Xn_l—ﬂ) ‘pn_1+(Xn —ﬂ) ‘pn .
Spredningen o(X) defineres som

G(X)=W.

| beviset anvendes flere steder, at summen af sandsynlighederne er1: p; +p, +...+p, =1

Bevis for a):

Nar den stokastiske variabel er en konstant k, sa er sandsynlighedsfordelingen simpel
X=X, k
P(X=x,) 1

Dvs. E(X)= kX1l= k.

Bevis for b)
For en stokastisk variabel X har vi
X= X; Xy X, X3 Xn 1 X,
P(X: Xi) Py P, P; Pn1 p,
Dvs. der ma geelde for
X+ k=x+k X, tk x, + k x;+ k X, .tk x, + k
P(X+k=x+k) | P P, Ps [ Py
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Vi far derfor

E(X+ k)= (x,+ k)>p, + (x, + k)>Xp, + (x, + k)Xp, + ...+ (x,_, + k)>p, , + (x,+ k)>p, =
X0, T %0, X0, Lt X, 0p, T X, kot ko, kp,+ L kp, T kop, =
X0, X0, X0, X, 00, T X0, kXp, o, ot p, T p,)=
X0 T %0, X 00,+ L X, 0P, T x>0, kA=

E(X)+ k

Bevis for c)

Som i b) ma der galde for
k>X = k>x, k>, k>x, k>x, k>, k>x,
P(koX=kxx) | Py [ ps [ P,

Vi far derfor
E(k>X)= (k>x,)>p, + (k> )%, + ...+ (k>x,)>p,

= k{x,p,+ x0p, 1t X,p,)
= k>XE(X)

Bevis for d)

Ved kast med to terninger, kunne X +Y angive summen af gjnene. Men der behgver ikke at veere lige mange udfald
for X og Y. Forestil dig fx, at X angiver gjnene ved kast med en terning og Y angiver summen af gjnene ved kast med
to terninger. Vi kan her fa alle vaerdier fra 3 til 18. Vaerdien 12 kan her fremkomme som: 1+11, 2+10, 3+9, 4+8, 5+7,
6+6. Men de enkelte summer her harv forskellig sandsynlighed. Skal vi fa resultatet 4+8 kraever det, at X giver 4,

hvilket har sandsynligheden %, og at Y giver 8, hvilket har sandsynligheden % . Da det skal indtreeffe samtidig, er

1.4 _1
6 36 54
kan gange sandsynlighederne. Det virker som om, der er meget at holde styr pa. Derfor er det godt, at vi har en sa

simpel formel! Vi gennemfgrer nu beviset med symbol-regning:

sandsynligheden for at vi far udfaldet 4+8 lig med . Her udnyttes, at de to variable er uafthangige, sa vi

For den anden stokastiske variabel Y har vi
Y=y; Y1 Y2 Y3 Ym- Ym
P(Y=y;) a1 a, a3 m-1 am

Middelvaerdien af X +Y beregnes ud fra formlen: Summen af alle led (x,- +yj)-p,- “q; (jfr argumentet oevnfor)

Vi skaver os overblik: For summen X +Y har vi,
X+Y=Xxi+y; | X Xy X3 Xn_1 Xp

Y1 X1ty
Y2
Y3

Ym-1
Ym Xnt+Ym
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Vi summerer nu leddene raekkevis:
Dvs. at vi for hver af vaerdierne for Y far

(yi+X1)p1-Gr+(y1+X%3) Py g1+t (y1 +X,) PGy +
(Vo +x1)pr-Ga+ (Y2 + %) P2 -Gy +. .+ Yy +X5) Py Gy +

Vm +X1)P1- G+ Vm +X2) P2 Ay + oo+ Y + %) POy
multipliceres nu alle parenteserne ud for hver af vaerdierne for Y, og omarrangeres leddene far vi fra fgrste raekke:

(X1°PL- G+ X Py G+t X PGy )+ (V1 PL G+ Y1 P2 Gy + et Y1 P Gr )=
(X1 P+ P+t Xy P )G +(V1 PLGL+ Y1 P Gy +e Y1 Py Gy )=

E(X)-q1+(y1-p1-q1 +y1-p2-q1+...+y1-p,,-q1)

Udfgrer vi det samme for naeste raekke

(X1°P1L @y +X5 Py "Gy + et Xy PG )+ (V2 P Ga + V2 P2 "Gy + etV P G2 )
Vi ser, at det giver

E(X)-q; +(y2 PGy Yo Py Gyt tYr Py 'qz)

Samlet far vi for alle reekkerne:
E(X)-q1+(V1-P1-Gy+Y1-P2 -G+t Y1 Pp-01)
E(X)-q, +(y2 PGtV PGy t...t Y Py 'qz)

E(X)- G +(Ym P10 +Ym P2 Gm + -+ Ym Pr-Gm )

Nu summerer vi det hele, ved at summere lodret. De fgrste led giver:
E(X)-(gy+qy+...+q,,)

Den lodrette sum af de fgrste led i y-parenteserne giver:
Y1:P1-G1+Y2 PGy + et Yy PGy =E(Y)-py

Overvej selv dette!

dvs alle led giver:

E(X)-(q1+qy +...+q) +E(Y)-(py +py +...+pp) =
E(X)-1+E(Y)-1=E(X)+E(Y)

slut pa beviset for d i tilfaeeldet med sum af to stokastiske variable.

@velse 1.
Gennemfgr selv beviset vi tilfaeldet med produkt af to stokastiske variable. Vi anvender igen skemaet ovenfor, og at
sandsynligheden for at fa et produkt x; -y som fgr er produktet af sandsynlighederne, nar X og Y er uafhangige.

Anvend samme ide ved f@rst at se pa raekkerne, dernaest summere lodret.
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Bevis for e)

Vi tager udgangspunkt i definition pa V(X), og anvender ogsa definitionen pa E(X):

2 2 2 2 2
VIX)=(xy— 1) -y +(xa—2) " Py +(x3— 1) D3+t (Xpg — 10) " - Bpg + (X — 1) Py -
| hvert led indgar der “kvadratet pa en toleddet stgrrelse”, som vi kan gange ud.

V(X)

X1 —/1)2 Py +(x —/1)2 Py +(x3 —/1)2 "P3 "‘---4'()9;—1—/1)2 Py +(Xp —ﬂ)z "Pn

(X%'P1 +ﬂ2'P1—2X1'#'P1)+(X§'P2 +/12'P2—2X2'/1'P2)+'-'+(Xg'pn +ﬂ2'Pn—2Xn'/1'Pn)
(x

2D+ 03 Py bt X Py |+ (47 Py 4y ot 4y ) =20 Py =20 Py == 2y By
=(xf-p1 +X3-p, +...+x§-pn)+,u2-(p1 Py H et Py ) =2 (X Py + X Py o Xy DY)
=E(X?)+ 12 1-2- u-E(X)

=E(X°)+p* =2y

=E(X?)— 1

=E(x*)-(E(X)’

Gar selv ngje rede for hvert trin i omskrivningen!
Hermed er formel e) bevist.

Bevis for f)
Anvend punkt e):

V(k)=E(k?)—(E(k))’ =k — (k) =0

hvor vi ogsa har udnyttet punkt a) to gange.

Bevis for g)

Vi har:
axX= axx, axx, axx, a X, axx, ; axx,
P(aX=ax;) | p, P, Ps P4 P,

Vi kunne satte ind i definitionen pa variansen og regne det igennem, men det er lettere nu at udnytte e):
Via-X)=E((a- X))~ (E(a-X))* =E(a*-X* )~ (E(@- X))’

Udnyt nu punkt c) og ggr udregningerne faerdig.
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Bevis for h)

Vi udnytter igen punkt e):
V(X+b)=E((X+b)2)—(E(X+b))2
—E(X2+b? +2-b-X)—(E(X)+b)’
—E(X?)+ b2 +2-b-E(X)—((E(X))2 + b2 +2~b-E(X))
—E(X2)+b? +2-b-E(X)—(E(X))* —b* —2-b-E(X)
—E(X?) - (E(X))* =V(X)

Bevis for i)
Vi skal vise, at V(X +Y)=V(X)+V(Y), nar X og Y er uafhaengige.
Vi udnytter igen punkt e):

V(X +Y)= E((X +Y)2)—(E(X+Y))2
=E(X2 +y2 +2-X-Y)—(E(X)+E(Y))2
—E(X%)+ E(Y2)+E(2-X-Y)—((E(X))2 +(E())* +2 -E(X)-E(Y))

—E(X)+E(v2)+2-E(X)-E(Y) - (E(X))* —(E(V))* —2-E(X)-E(Y)

—E(X?) = (E(X)) +E(Y?)—(E())
=V(X)+V(Y)
hvilket var pastandenii i)

Dvelse 2
Vis reglen for varians af et produkt ud fra punkt e) og reglerne for middelvaerdi af et produkt.

Hermed er satningen bevist!
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