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Optimeringsopgaver indeholder altid flere variable. | gymnasiet Igses de traditionelt ved, at man — ved hjzelp af en
bibetingelse — omformer problemet til et, hvor der kun indgar én variabel. Men ligesom der findes metoder til at
bestemme maks og min af funktioner af én variabel, findes der naturligvis metoder til at bestemme maks og min af
funktioner af flere variable. | dette projekt vil vi kaste lys over den dybere teori bag typiske modelleringsopgaver
som fx Projekt 5.13 Design en optimal flaske— en optimeringsopgave med fri fantasi

| vores rejse ind i denne verden af funktioner af flere variable opstar der behov for nye matematiske metoder, der
samtidig har en vaerdi, der reekker ud over det specifikke projekt her. Afsnittene om implicit differentiation, om
gradientvektorer og om Langrange-multiplikatorer kan saledes bade indga i et stgrre samlet projekt, eller laeses
seerskilt, som sma projekter inden for teorien om funktioner af flere variable.
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1. Eksempel: Kvadratet som en optimal figur

Saetning 1: Kvadratet som en optimal figur
Blandt alle rektangler med en given omkreds er kvadratet den figur, der har det stgrste areal-
Blandt alle rektangler med et givet areal er kvadratet den figur, der har den mindste omkreds.

Bevis:
Saetningen haenger pa den fglgende kvadratsaetning:

(a+b)’ = (a-b)’ +4a-b

b | b b
(a+bf —(a—b)* =4a-b i /
b a-b
Kaldes grundlinjen og hgjden for rektanglet for g og h
finder vi derfor /
Formlen for arealet: T=g-h a a-b
b (a-b) ab

Formlen for omkredsen: O=2g+2h

Kvadratsaetningen kan derfor omskrives pa formen

a-b b b
e
[P a b »/
= a+b
T
a-b
(g+h) —(g—h)’=4g-h 0’
’ (3) =(g-h) +4T
(gj —(g-hP=4-T 2
1.0°=4T +(g-h) h | h T /
4T=1-0"-(g—h)’ b r //
g T
gh (g-h)’ T
g-h h h
|
| g h »|
= g+h o
>
g-h

Dvelse 1

a) Ggr rede for at seetningerne om kvadratet som optimal figur netop fglger fra de to sidste formuleringer af

kvadratseetningen, der ogsa kan formuleres som den fglgende ulighed T£1—16-O2 , hvor der kun geelder

lighedstegn, hvis g=h.
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Typisk vil vi jo gerne have differentialregningen i spil, nar vi lgser min-max-problemer. | det ovenstaende
modelleringproblem har vi en klasse af figurer, rektangler, karakteriseret ved to uafhangige variable, grundlinjen g
og hgjden h, samt to afhaengige variable, omkredsen O=2g+2h ogarealet T=g-h.

Bade arealet og omkredsen er voksende funktioner af grundlinjen og hgjden, sa der findes fx ikke noget stgrste
rektangel, hvad enten vi kigger pa areal eller omkreds. Men binder vi den ene afhangige variabel kan vi lave et
optimeringsproblem for den anden afhaengige variabel. Vi kan fx indhegne en rektangulaer mark med et givet stykke
hegn til radighed. Opgaven gar da ud pa at indhegne sa stor en mark som mulig med en given omkreds.

Dvelse 2:

a) Formuler et tilsvarende problem, hvor vi i stedet binder arealet.

Sa snart vi har bundet den ene afhangige variabel kan vi bruge bindingen til at eliminere den ene af de to
uafheaengige variable, fx hgjden h. Problemet reduceres da til en optimering af en enkelt afhaengig variabel, som er
givet som en funktion af en enkelt uafhaengig variabel, hvilket jo netop betyder at vi har mulighed for at differentiere
funktionen og saette differentialkvotienten til nul. Der ved finder vi eventuelle stationaere punkter, og ved at
undersgge disse stationaere punkter naermere kan vi afggre om der er tale om et maksimum, et minimum eller noget
tredje fx et vendepunkt med vandret vendetangent.

Dvelse 3:

a) Benyt elimination til at Igse de to ovenstaende problemtyper, hvor du den ene gang varierer arealet og
holder omkredsen fast, mens du den anden gang varierer omkredsen, mens du holder arealet fast.

b) Ggr rede for at ligningen for det stationaere punkt i begge tilfalde fgrer til den samme sammenhang mellem
grundlinjen og hgjden og karakteriser den pagaeldende optimale figur.
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@velse 4: Udfordring
Da der er tale om en geometrisk problem kan du illustrere problemet visuelt i et geometriprogram.

a) Konstruer et rektangel, hvor du kan traekke i savel rektanglets grundlinje som rektanglets hgjde og find ved
opmaling eller beregning rektanglets areal og omkreds.

b) Las arealet og se hvordan rektanglet deformeres under indflydelse af bindingen. Prgv fx at spore
hjgrnepunktet (g,h). Overfgr grundlinjen og omkredsen til et koordinatsystem, dvs. grundlinjen overfgres til
f@rsteaksen, omkredsen til andenaksen, og konstruer grafen for omkredsen som funktion af grundlinjen.
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c) Find grafisk den optimale omkreds. Hvordan passer modelleringen sammen med de resultater du fandt i den

symbolske Igsning?

d) Las nuistedet omkredsen og se hvordan rektanglet deformeres under indflydelse af bindingen. Prgv fx at
spore hjgrnepunktet (g,h). Overfgr grundlinjen og arealet til et koordinatsystem, dvs. grundlinjen overfgres
til f@rsteaksen, arealet til andenaksen, og konstruer grafen for arealet som funktion af grundlinjen.

e) Find grafisk det optimale areal. Hvordan passer modelleringen sammen med de resultater du fandt i den
symbolske Igsning?
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2. Eksempel: @ldasen som en optimal figur (se bog 2, kapitel 1, eksempel 5, s. 47)

| det foregaende eksempel med rektangler kunne vi i princippet I@se opgaven med meget simple midler. Denne gang
illustrerer vi principperne ved hjzlp af et lidt mere kompliceret problem, hvor det bliver svaert at komme uden om
differentialregningen.

Denne gang ser vi fgrst pa cylinderformede daser, karakteriseret ved to /—\
uafhangige variable, radius r og hgjden h, samt to afhaengige variable, v
overfladearealet O=2m-r* +2mn-r-h og rumfanget V=m-r’-h. Bade
overfladearealet og rumfanget er voksende funktioner af savel radius
som hgjden, sa der findes fx ikke nogen st@rste dase, hvad enten vi
kigger pa overfladeareal eller rumfang. Men binder vi den ene afhaengige
variabel kan vi lave et optimeringsproblem for den anden afhaengige h
variabel. Vi kan fx fremstille en gldase med et bestemt rumfang, fx 50 cl.
Opgaven gar da ud pa at fremstille dasen med sa lille et materialeforbrug
som mulig, dvs. sa lille et overfladeareal som muligt med et givet
rumfang. - ———

@velse 5:

a) Ggr rede for formlerne for cylinderdasens overfladeareal og rumfang.

b) Formuler et tilsvarende problem, hvor vi i stedet binder overfladearealet.

Sa snart vi har bundet den ene afhangige variabel kan vi bruge bindingen til at eliminere den ene af de to
uafhaengige variable. Da de afhaengige variable er polynomier i grundlinjen og hgjden, skal vi veelge den variabel,
som har den mindste grad, da det fgrer til de nemmeste udregninger. | dette tilfaelde skal vi altsa eliminere hgjden h.
Problemet reduceres da til en optimering af en enkelt afhangig variabel, som er givet som en funktion af en enkelt
uafhaengig variabel, hvilket jo netop betyder at vi har mulighed for at differentiere funktionen og szette
differentialkvotienten til nul. Derved finder vi eventuelle stationzere punkter, og ved at undersgge disse stationzere
punkter naermere kan vi afggre om der er tale om et maksimum, et minimum eller noget tredje fx et vendepunkt
med vandret vendetangent.

@velse 6:

a) Benyt elimination til at Igse de to ovenstaende problemtyper, hvor du den ene gang varierer rumfanget og
holder overfladearealet fast, mens du den anden gang varierer overfladearealet, mens du holder rumfanget
fast.

b) Gegr rede for at ligningen for det stationaere punkt i begge tilfeelde fgrer til den samme sammenhaeng mellem
radius og hgjden og karakteriser den pagaldende optimale figur.
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@velse 7: Udfordring
Da der er tale om en geometrisk problem kan du illustrere problemet visuelt i et geometriprogram.
a) Konstruer et rektangel, hvor du kan traekke i savel rektanglets grundlinje (diameteren) som rektanglets
hgjde. Dasen fremkommer ved at dreje rektanglet omkring rektanglets lodrette symmetrilinje. Find ved
beregning savel dasens overfladeareal som dens rumfang.

b) Las rumfanget og se hvordan rektanglet/dasen deformeres under indflydelse af bindingen. Prgv fx at spore
hjgrnepunktet (r,h). Overfgr radius og overfladearealet til et koordinatsystem, dvs. radius overfgres til
fersteaksen, overfladearealet til andenaksen, og konstruer grafen for overfladearealet som funktion af
radius.

c) Find grafisk det optimale overfladeareal. Hvordan passer modelleringen sammen med de resultater du fandt
i den symbolske I@sning?

d) Las nuistedet overfladearealet og se hvordan rektanglet/dasen deformeres under indflydelse af bindingen.
Prgv fx at spore hjgrnepunktet (r, h). Overfgr radius og rumfanget til et koordinatsystem, dvs. radius
overfgres til fersteaksen, rumfanget til andenaksen, og konstruer grafen for rumfanget som funktion af
radius.

e) Find grafisk det optimale rumfang. Hvordan passer modelleringen sammen med de resultater du fandt i den
symbolske Igsning?

@velse 8: Projekt Tumlingen
Denne gvelse er indeholdt i projekt 4.13 i B-bogen. Her finder du
ogsd alle rumfangs og overfladeareals formler

a) Entumling bestar af en halvkugle sat sammen med en kegle.
Indf@r passende variable og find formlerne til udregning af
rumfang og overfladeareal.

b) Gennemfgr en undersggelse af det tilhgrende o
optimeringsproblem.
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3. Modellering med funktioner med flere variable.

| det foregaende har vi Igst modelleringsopgaverne med eliminationsmetoden, sa vi ender med at kigge pa en enkelt
funktion af en enkelt variabel. Selv om vi fra starten af havde flere uafhaengige variable, sa binder vi nogle af de
afhangige variable for at reducere antallet af uafhaengige variable til en enkelt: Modellen har altsa kun en enkelt
frihnedsgrad. Det er imidlertid ikke ngdvendigt at eliminere uafhangige variable, hvis vi i stedet er villige til at arbejde
med funktioner af flere variable. Det giver ydermere en dybere indsigt i hvorfor min-max-problemerne typisk
optraeder i par.

y)=c0

Vi ser fgrst pa kvadratet som en optimal figur: Som udgangspunkt har vi to uafhaengige variable: grundlinjen og
hgjden. Dertil kommer to afhaengige variable, nemlig omkredsen og arealet, der altsa begge er funktioner af to
variable. | et koordinatsystem kan vi derfor repraesentere savel omkredsen som arealet ved hjlp af niveaukurver,
hvor omkredsen henholdsvis arealet er konstant. En niveaukurve pa en graf for en funktion af to variable er netop
defineret som snitkurven mellem grafen og en vandret plan, z=z,. Det er sddanne niveaukurver vi nu vil undersgge

neermere.

Dvelse 9:

a) Tegn niveaukurverne for omkredsen O som funktion af grundlinjen g og hgjden h, idet du indfgrer en skyder
for omkredsen. Hvilken slags kurve er der tale om?

b) Tegn niveaukurverne for arealet T som funktion af grundlinjen g og hgjden h, idet du indfgrer en skyder for
arealet. Hvilken slags kurve er der tale om?

c) Varier nu omkredsen, mens du holder arealet fast. Bestem grafisk en omtrentlig veerdi for den optimale figur
i dette tilfeelde. Vink: Bestem skeaeringspunkterne for de to niveaukurver.

d) Varier tilsvarende arealet, mens du holder omkredsen fast. Bestem grafisk en omtrentlig vaerdi for den
optimale figur i dette tilfaelde. Vink: Bestem skaeringspunkterne for de to niveaukurver.

e) Sammenhold resultaterne af denne grafiske analyse med den tilsvarende symbolske analyse.
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Vi bruger derefter igen gldasen som et eksempel. Som udgangspunkt har vi to uafhangige variable: radius og
hgjden. Dertil kommer to afhangige variable, nemlig overfladearealet og rumfanget, der altsa begge er funktioner af
to variable. | et koordinatsystem kan vi derfor repraesentere savel overfladearealet som rumfanget ved hjzlp af
niveaukurver, hvor overfladearealet henholdsvis rumfanget er konstant. Der er flere forskellige mader at afbilde
niveaukurverne pa. Her vil vi udnytte at de er grafer for simple funktioner, hvor vi udtrykker hgjden som funktion af
radius:

@velse 10:

a) Tegn niveaukurverne for overfladearealet O som funktion af radius r og hgjden h, idet du indfgrer en skyder
for overfladearealet.

b) Tegn niveaukurverne for rumfanget V som funktion af radius r og hgjden h, idet du indfgrer en skyder for
rumfanget.

c) Varier nu overfladearealet, mens du holder rumfanget fast. Bestem grafisk en omtrentlig veerdi for den
optimale dase i dette tilfaelde. Vink: Bestem skaeringspunkterne for de to niveaukurver.

d) Varier tilsvarende rumfanget, mens du holder overfladearealet fast. Bestem grafisk en omtrentlig vaerdi for
den optimale dase i dette tilfeelde. Vink: Bestem skeeringspunkterne for de to niveaukurver.

e) Sammenhold resultaterne af denne grafiske analyse med den tilsvarende symbolske analyse.

Vi vil nu prgve at formulere det mere generelt: Der er givet et modelleringsproblem med to uafhangige variable x og
y (fx radius og hgjde). Ydermere er der givet to afhangige variable z og w fastlagt ved hver deres funktion af to
variable (fx overfladeareal og rumfang)

z=f(x,y) og w=g(x,y)
Vi kan nu tegne niveaukurver for disse to funktioner:
flx,y)=z, og glx,y)=w,

Hvis vi eendre pa niveauerne z, og w, sa vil der ske en forskydning af disse to niveaukurver. Sa laenge disse to
niveaukurver skeerer hinanden kan vi ikke vaere i et stationaert punkt. Hvis vi fx holder niveauet for variablen w fast
og varierer variablen z, sa vil vi kunne bevaege os i to retninger langs niveaukurven for w. | den ene retning vil z falde
og i den anden vil z stige. Altsa er z ikke stationaer. Praecis det samme geelder, hvis vi holder variablen z fast og
varierer variablen w.
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Konklusionen er altsa at hvis den ene variabel er stationaer, nar vi varierer den anden, sa vil de to niveaukurver
tangere hinanden i det stationaere punkt (x,,y,) . Med andre ord: De to niveaukurver gennem punktet (x,,y,) vil

have en falles tangent med rgringspunkti (x,,y,). Man siger undertiden at de to niveaukurver kysser hinanden.

Vi skal derfor finde betingelsen for at de to niveaukurver har en feelles tangent .. Laeg maerke til at de to variable z og
w indgar symmetrisk i karakteriseringen af et stationaert punkt, dvs. hvis z er stationaer, nar vi holder w fast, sa er w
ogsa stationaer nar vi holder z fast. Det er altsa herfra den grundlaeggende symmetri i max-min-problemerne
stammer! Vikan ogsa pa tilsvarende vis begrunde hvorfor den ene variabel er maksimal, mens den anden er
minimal, men vi udskyder lige denne del af problemet til efter vi har fundet ligningen for et stationaert punkt.
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4. Implicit differentiation

12 v

Axy)=Axe o)

[ a=Mh' (A:l

Nar vi kigger pa en niveaukurve for en funktion af to variable f(x,y)=z, sa vil niveaukurven i almindelighed kunne
opfattes som grafen for en almindelig funktion, sa laange niveaukurven ikke er lodret. Ellers ma den handteres som
en familie af grafer for almindelige funktioner pa samme made som fx en cirkel kan opfattes som graferne for to
almindelige funktioner. Vi betegner denne funktion med h, dvs. f(x,y)=2z,= y=h(x).

Tangenthaldningen i et punkt (x,,y,) pa niveaukurven er da givet ved h'(x,). Vi kan altsa finde tangenthaeldningen
ved eksplicit differentiation forudsat vi kender forskriften for h. Men vi kan ogsa finde tangenthaldningen direkte fra
funktionen f(x,y) ved hjeelp af sakaldt implicit differentiation. Det foregar saledes:

Tangenthaldningen for fladen z = f(x,y) fastleegges ud fra tangentplanens ligning:

re=Z s L ny
ox oy

g f

b
- (X=x,)+—-(y—
z-1z, ax( o) o (y=v,)
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of . . . . .
Her er 6_ den sdkaldt partielle afledede med hensyn til x, dvs. vi holder y konstant og opfatter alene funktionen f
X

som en funktion af x. Den partielle afledede med hensyn til x, er altsa tangenthaeldningen, nar vi beveeger os langs
med x-aksen. | CAS-systemer findes den derfor ved hjeelp af en kommando som derivative(f(x,y), x). Det tilsvarende

geelder for den partielle afledede Z—f med hensyn til y.
y
o . . of
Nar vi bevaeger os stykket Ax langs x-aksen lgftes vi stykket A, =—-Ax langs z-aksen. Det fglger af den
T0x
saedvanlige differentialregning. Nar vi samtidig bevaeger os stykket Ay langs y-aksen lgftes vi stykket A,, =2—f-Ay
y
langs z-aksen. Det samlede resultat af dels at flytte os stykket Ax langs x-aksen, dels stykket Ax langs y-aksen, er da
summen af disse to uafhaengige tilvaekster Az=A, +A, :Z—f-Ax+Z—f-Ay.
. . » Y
z T
5f 5f
Af=—Dx+ 5Dy
bf i
Ay —.
y y x Ax
By Ax

Niveaukurve langs hvilken f er konstant

Men nar vi nu bevaeger os langs en niveaukurve, holdes z-konstant, dvs. der nar vi bevaeger os langs med tangenten
til niveaukurven ma der geelde:

ox oy
of
Ay _ax
Ax of
oy

Dette er derfor formlen for implicit differentiation:

Seetning 2: Formlen for implicit differentiation
For en given niveaukurve f(x,y)=z,, der gar gennem punktet (x,,y,) kan vi finde haeldningen for tangenten til
niveaukurven ved hjalp af implicit differentiation, hvor y opfattes som en funktion af x:
_of
' ox
h'(x,) =§ .
oy
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Vi giver en anden udledning i naeste afsnit . | et CAS-program ser kommandoen for implicit differentiation typisk
saledes ud
IMpDif(f(x, y) = 2o, ).

Men sa er det jo nemt at skrive en ligning op for den feelles tangenthaldning for de to niveaukurver:

o 0Jg
_ox __ox

o 9

dy oy
of 99 _09 o _
ox Oy Ox 8y_

Det er pa den sidste form vi normalt vil prgve at Igse ligningen for stationaere punkter for systemer af funktioner i
flere variable.

Satning 3: Ligningen for stationzere punkter i to variable
Betingelsen for at to niveaukurver z= f(x,y) og w=g(x,y) kysser hinanden, dvs. den ene afhangige variabel er

stationaer med hensyn til den anden er givet ved ligningen

of 0dg
o ox|_of 29 29 o _
o dg| ox oy ox oy
oy oy

Lad os lige tjekke i vores simpleste eksempel at det virker .

For et rektangel med grundlinje x og hgjde y er arealet z givet ved z= f(x,y)=x-y og omkredsen er givet ved
w=g(x,y)=2x+2y . Ligningen for stationaere punkter er derfor givet ved

_Olx-y) 0(2x+2y) O(x-y) 0(2x+2y)

C ox . oy - oy . ox

=y-2—x-2=2-(y—x)

Altsa er et punkt stationaert netop nar y =x eller med andre ord, et rektangel er stationzert netop nar det er et
kvadrat.

0

12 Ty -
N x
A
\
\
(6,6)
\\‘
D~ . .
~ T=xp=36
O=2x+2y = 12 T
1
X
-2 1 20
-2
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Hvis vi nu kigger pa et diagram, kan vi se at niveaukurven for arealet er en hyperbel, niveaukurven for omkredsen er
en ret linje og de stationaere punkter ligger pa diagonalen y = x . Da hyperblen ligger over den rette linje og da savel
areal som omkreds vokser med stigende vaerdier af x og y fglger det at hvis vi binder omkredsen falder arealet, nar vi
bevaeger os vaek fra det stationaere punkt langs den rette linje. Tilsvarende fglger det at hvis vi binder arealet stiger
omkredsen, nar vi beveeger os vk fra det stationaere punkt langs hyperblen. Altsa kan vi karakterisere de
stationaere punkter saledes:

Blandt alle rektangler med fast omkreds har kvadratet det stgrste areal.
Blandt alle rektangler med fast areal har kvadratet den mindste omkreds.

| almindelighed kan vi kun udlede lokale resultater ved hjxlp af differentialregning. Vi skal de foretage en implicit
differentiation af anden orden for at vurdere hulheden af de to niveaukurver og derved se, hvilken der ligger gverst. |
et CAS program ser kommandoen typisk sddan ud: ImpDif(f(x,y)=2z,,x,2)

Ved implicit differentiation af arealfunktionen finder vi:

X.y=20:>y+X-y'=0:>y|=—Z (isoler y')
X

U (differentier ligningen endnu engang)

2
y‘+y'+x-y"=0:>y"=—i (isolery")
X

2
Seettes udtrykket for y' ind i udtrykket for y" fas derfor y" =—)2/ . Den er selvfglgelig noget nemmere at finde ved
X

hjeelp af CAS:

SEIET
impDif{x"}:zoJxL}'JE}' » 2L
N

]

° H n 2
| et stationaert punkt hvor y=x fas endelig y"'=—.
X

Tilsvarende finder vi ved implicit differentiation af omkredsen:
2x+2y=2,=2+2y'=0=y'=-1
U
2-y"=0
Hzeldningen langs den rette linjer er selvfglgelig konstant og den anden afledede er derfor nul.
Da hulheden for hyperblen er positiv og hulheden for den rette linje er nul, fglger det at hyperblen ligger over den

rette linje, og som vi har set fgrer det til at det stationaere punkt er et minimumspunkt, nar vi holder arealet fast og
et maksimumspunkt, nar vi holder omkredsen fast.
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@velse 11: @ldasen
En gldase er kendetegnet ved to uafhaengige variable: radius x og hgjden y. Tilsvarende er den kendetegnet

ved to afhaengige variable: rumfanget z=f(x,y)=m-x’-y og overfladearealet w=2m-x" +2m-Xx-y .

a) Find ligningen for de stationaere punkter og karakteriser de pagaldende gldaser.
6

b) Ggr rede for at den anden afledede langs niveaukurven for rumfangsfunktionen er givet ved —f .
X

2-(x+y)

c) Gor rede for at den anden afledede langs niveaukurven for overfladefunktionen er givet ved ———.
X

d) Ggr rede for at det stationaere punkt er et minimumspunkt, nar vi holder rumfanget fast, og tilsvarende at

det stationaere punkt er et maksimum, nar vi holder overfladen fast.

@velse 12: Tumlingen

a) Gennemfgr nu selv analysen af tumlingen .
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5. Gradientvektorer

Gradientveldor

tangentvektor \

{xu +4x, Yo+ y}

. \ f{x, y]l=zg +Az

Vi kigger igen pd en funktion af to variable z= f(x,y) og de tilhgrende niveaukurver f(x,y)=z, hvor vi binder

vaerdien af den afhaengige variabel til at veere konstant. Ved differentiation fas de partielle afledede j—fg—f hvor vi
X oy
varierer den ene uafhaengige variabel og holder den anden konstant. For tilvaeksten af funktionen f gaelder da (med
tilneermelse hvis vi gar langs grafen og eksakt, hvis vi gar langs tangentplanen)
Af:a_f.Aera_f.Ay: 8_f,8_f U{Ax,Ay}
ox oy ox oy
Hvor det sidste produkt er skalarproduktet som vi kender det fra vektor regningen. Her er venstresiden, dvs.

tilveeksten Af en skalar, mens tilvaeksten {Ax,Ay} er en forskydningsvektor. Den fgrste faktor {a—f,a—f} er derfor

ox oy
ogsa en vektor, der kaldes gradientvektoren og ofte betegnes med §f . Tilveekstformlen kan derfor skrives mere
kompakt som
Af =VfIAr
Hvis nu tilvaekstvektoren Ar peger langs tangenten til en niveaukurve, hvor f jo er konstant er
fersteordenstilvaeksten Af =0, dvs. tangentvektoren star vinkelret pa gradientvektoren. Vi indser altsa fglgende:

Saetning 4: Gradientvektoren

— of 0
Hvis der er givet en funktion af to variable z= f(x,y) vil gradientvektoren Vf =(a—f,a—fJ vaere en normalvektor til
X oy
niveaukurven gennem et punkt, dvs. den vil sta vinkelret pa tangentvektoren i dette punkt. Ydermere vil funktionen
vokse hurtigst, nar vi bevaeger os langs med gradientvektoren og aftage hurtigst nar vi bevaeger os modsat

gradientvektoren.

@velse 13

a) Prov selv at ggre rede for vaekstpastandene ud fra egenskaber ved prikproduktet.
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Bemaerkning: Det er standard for CAS-programmer at de kan tegne niveaukurver og det tilhgrende gradientfelt. Her

1
ses fx gradientfeltet for funktionen f(x,y)=g~x2 -y sammen med udvalgte niveaukurver:

Da gradientvektoren star vinkelret pa tangent vektoren fglger det, at tangentvektoren er en tvaervektor til
gradientvektoren og derfor har koordinaterne

- of o

Vtangent :{ f _f}

_8_y' ox
Dermed finder vi igen at tangentvektoren (langs niveaukurven) har haldningen
of

atangent == g}(

oy
Vi har altsa som lovet genfundet formlen for implicit differentiation .

Vi kan nu ogsa nemt genfinde ligningen for de stationaere punkter.

@velse 14: Stationaere punkter for to funktioner af to variable

a) Ggrrede for at en niveaukurve for f(x,y) og en niveaukurve for g(x,y) tangerer hinanden netop nar deres

gradientvektorer er parallelle.

b) Benyt dette til at genudlede ligningen for de stationaere punkter.

Hidtil har vi blot genfundet tidligere resultater med en ny synsvinkel. Metoden med gradientvektorer kommer for
alvor til sin ret, nar vi udvider problemstillingen. Fx kan vi nu se pa problemer med tre uafhangige variable. For at
have et konkret eksempel at gve os pa udvider vi rektanglerne til 3 dimensioner dvs. til retvinklede kasser. Som de
uafhaengige variable kan vi da bruge leengde, hgjde og dybde. Som de afhangige koordinater kan vi bruge
kantleengde, overfladeareal og rumfang.
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@velse 15:

a) Gor rede for at rumfanget, overfladearealet og kantlaengden er givet ved funktionerne
fx,y,z2)=x-y-z, glx,y,z2)=2-x-y+2-y-z+2-z-x samt h(x,y,z)=4-x+4-y+4-z

hvor x, y og z star for kassens laengde, hgjde og dybde.

b) Giv eksempler pa optimeringsproblemer, hvor en af variablerne varieres, mens en anden (eller begge de
gvrige) holdes fast. Vink: Kantleengden indgar fx i postvaesnets dimensionering af pakkepost eller
luftfartsselskabernes dimensionering af handbagage.

Lad os nu se pa eliminationsmetoden: Med tre uafhaengige variable skal vi eliminere to af variablene for at reducere
problemet til en enkelt funktion af en enkelt variabel. Lad os taenke os at vil optimere vaerdien af rumfanget f, mens
vi holder vaerdien af overfaldearealet g og kantlaengden h fast.

@velse 16:

a) Ggr rede for at de to niveauflader for g og h skaerer hinanden i en rumkurve med tangentvektoren ?gx%h.

Prgv ogsa at tegne niveaufladerne for g og h og prgv eventuelt at finde en passende parameterfremstilling
for skaeringskurven. Hvilken type flader er der tale om? Hvilken skaeringskurve er der tale om?

b) Ggr rede for at de tre niveauflader for f, g og h i rummet skal have en fzlles tangent, hvis der skal veere et
stationaert punkt. Ggr rede for at det betyder at de tre gradientvektorer ma veaere parallelle.

c) Ggrrede for at ligningen for de stationaere punkter derfor ma veere givet ved den sakaldte rumdeterminant:

0 =§fL(§g ﬁh) - det(%fﬁgﬁh)

d) Find ligningen for de stationaere punkter i det konkrete tilfeelde med en kasse. Ggr rede for at bl.a. terninger
er stationzere.

Men vi kan ogsa ngjes med at se pa en enkelt betingelse, dvs. vi eliminerer kun en af de tre uafhaengige variable, | sa
fald er den funktion vi skal variere stadigvaek en funktion af to variable. Hvis den skal optimeres skal begge de
partielle afledede derfor veere nul. Vi kan fx forsgge at optimere rumfanget f samtidigt med at vi holder
overfladearealet g fast:

Dvelse 17:

a) Ggr rede for at hvis der er tale om et stationzert punkt ma de to niveauflader for f og g tangere hinanden,
dvs. de ma have falles tangentplaner.

b) Gegr rede for at ligningen for de stationaere punkter ma veaere givet ved 6=§f><§g .

c) Find ligningen for de stationaere punkter i det konkrete tilfaelde med en kasse. Karakteriser de stationaere
kasser. Ggr rede for dualiteten i dette eksempel.

De to varianter vi netop har set pa afslgrer et generelt traek ved min-maks problemer, hvor vi varierer pa en
afhaengig variabel, mens vi holder andre fast. | alle tilfeelde er et punkt stationzert, netop nar de involverede
gradientvektorer er linezert afhaengige, dvs. med to gradientvektorer ma de ikke udspaende et areal, med
tregradientvektorer ma de ikke udspaende et rumfang osv. Dermed har vi fundet et generelt princip bag Igsningen af
optimeringsproblemer.
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Laeg ogsa maerke til at Vodkaklovnen hurtigt fgrer til sddanne mere komplicerede problemer. Hvis den opbygges af
flere delfigurer kommer der hurtigt mange uafhaengige variable i spil og vi er derfor tilsvarende ngdt til at opstille
flere bindinger pa klovnens form for at kunne eliminere et passende antal variable. Hvis | har lavet vodkaklovnen vil
det ikke vaere sveert at finde passende sjove eksempler | kan analysere.

Saetning 5: Ligningen for stationaere punkter i tre variable
a) Betingelsen for at to niveaukurver for funktionerne f(x,y,z) og g(x,y,z) kysser hinanden er givet ved ligningen

0=VfxVg
b) Betingelsen for at tre niveaukurver for funktionerne f(x,y,z), g(x,y,z) og h(x,y,z) kysser hinanden er givet ved
ligningen
0=Vfl(VgxVh)=det(Vf,Vg,Vh)
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6. Lagrange multiplikatorer

Ved mere generelle min-maks problemer der omfatter mange uafhaengige variable bliver det hurtigt uoverskueligt at
skulle opstille specifikke ligninger for de stationaere punkter. Man bruger da i stedet en generel algoritme, der

bygger pa de sdkaldte Lagrange multiplikatorer. Ideen stammer fra lineser algebra: Hvis to gradientvektorer §f og
§g skal veere linezert afhaengige ma der findes en parameter 1 sa §f+/1§g=6 . Hvis tre gradientvektorer 6]‘ ,

§g og Vh skal vaere lineaert afhaengige ma der findes parametre 4 og u sa §f+/1§g+;ﬁh=6 osv. Lagrange fik
derfor ideen at man kunne omformulere problemet sa disse ekstra parametre automatisk kom pa plads.

Ideen er praecis den modsatte af eliminationsmetoden. | stedet for at udnytte bindingerne til at eliminere s mange
uafhaengige variable som muligt, sa udvider vi problemet med ekstra variable og opsuger bindingerne, sa vi ender
med en enkelt funktion Lagrangefunktionen, som vi sa skal optimere ved at satte alle de partielle afledede til nul.
Det fgrer til et stort ligningssystem som vi typisk overlader til CAS at Igse.

Szetning 6: Lagranges metode:
Vi teenker os at vi skal optimere funktionen y = f(x,, x,,...,x,) in variable under k bibetingelser, der skrives pa
formen g,(x,,x,,...,x,)=0,...,q,(x,,X,,...,x,) =0 . Til hver af bibetingelserne tilfgjer vi da en sakaldt
Lagrangemultiplikator, dvs. hjelpevariablene A, 4,,...,4, og konstruerer Lagrangefunktionen

L(Xy, Xy, X Ay Ay oo ) = F(X, X e X )+ A G0 (X, X e X, )+ A, G5 (X, X e X, ) o+ A9, (X, X, 000X )
De stationeaere punkter for Lagrangefunktionen svarer da netop til de stationzere punkter for den oprindelige
funktion under bibetingelserne.

Lad os kort argumentere for Lagranges metode:

Vi skal saette alle de partielle afledede til 0. Vi kigger fgrst pa hjaelpevariablene 4,,4,,...,4, . Vi finder da

Gy Xys,)
62‘1 1 2%
oL
Ozazgz(xl,xz,...,xn)
oL
0 62 _gk(xllle /X)

Det sikrer preecist at alle bibetingelserne er opfyldt. Det sikrer ogsa at Lagrangefunktionen L har praecis den samme
vaerdi som den oprindelige funktion fi et stationaert punkt ..

Saledes opmuntrede kigger vi nu pa de almindelige variable x,,x,,...,x, . Vi finder da

0= L oL _of e g, il 892+ A 0g,
x, o, ox, ox, ox,

0= aL E-‘rﬂ‘l‘%-i-ﬂz'%-h..ﬁ-ﬁk'aﬂ
8x ox, 0ox, 0ox, ox,

OZGL o /kéglJH12 8gz+ +/18ﬂ
ox, Ox, 0ox, ox ox

n n

Omskriver vi det ved hjaelp af gradientvektorer fas ligningen

0=Vf+AVg, +A,Vg,+..+ 4 Vg,
Men det siger jo netop at gradientvektorerne er linezert afhaengige og som vi har set er det netop betingelsen for et
stationaert punkt.

© 2018 L&R Uddannelse A/S ® Vognmagergade 11 ¢ DK-1148  Kgbenhavn K e TIf: 43503030  Email: info@Iru.dk
& KOPIERING FORBUDT




(T

Hvad er matematik? 2 R
ISBN 9788770668699 Uddannelse

Projekter: fra kapitel 8 Projekt 8.6. Optimeringsproblemer og funktioner af flere variable EGMONT

Lad os lige se et simpelt eksempel pa Lagranges metode:

Et rektangel med siderne x og y har omkredsen 2x+2y og arealet x-y . Hvis vi vil optimere arealet, nar omkredsen

er 20 konstruerer vi Lagrangefunktionen
Lix,y,A)=x-y+A-(2x+2y —20)
De partielle afledede er derfor givet ved

oL
—=y+1-2
Oox Y
ﬂ:x+ﬂu-2
oy

L
8— =2x+2y—-20
oA
Vi skal derfor Igse ligningssystemet:
O=y+A4-2
O=x+4-2
0=2x+2y-20

| dette tilfeelde er det et meget simpelt lineaert ligningssystem, som vi godt selv kan Igse, men vi kan selvfglgelig ogsa
overlade det til vores CAS-veerktgj. Vifinder da x=5, y=5 og A =-5/2. Det optimale rektangel er altsd et kvadrat

med sideleengden 5.
@velse 18: Bldasen

a) Los gldaseproblemet ved Lagranges metode.

@velse 19: Tumlingen

a) L@stumlingeproblemet ved hjaelp af Lagranges metode.

@velse 20: Kasseproblemet

a) Lgs kasseproblemet ved hjaelp af Lagranges metode.
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