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Projekt 7.8 Lineaer algebra — moderne og klassisk kinesisk

De fire elementers kostbare spejl

"Som bekendt anses matematikken for at vaere en meget vigtig videnskab. Denne bog om matematik vil derfor veere
af stor nytte for alle folkeslag. Kendskabet til hvordan man foretager undersggelser, udviklingen af tankekraft, den
rette mdde at styre et kongedgmme pd eller endda at herske over hele verden, kan opnds af den, som er i stand til at
drage lzere af denne bog. Bar sa ikke de, som @gnsker at vaere lzerde, tage den til sig og studere den med stor
omhyggelighed?"

(Zhu Shijie: Fra forordet til De fire elementers kostbare spejl, 1303)
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Indledning:

Lgsning af linezere ligningssystemer blev som fortalt i A-bogen, kapitel 9, fgrst for alvor sat i system i vesten af Gauss
med grundlzeggelsen af den lineaere algebra. Men algoritmerne har vaeret kendt meget laenge fgr Gauss, hvad han
selvfglgelig godt vidste. Den kultur, der kom leengst med Igsning af lineaere ligningssystemer var den kinesiske: De
udviklede de samme metoder som Gauss mange hundrede ar fgr Gauss. Men de havde selvfglgelig ikke den
symbolske notation til radighed, sa de opfandt ikke den linezere algebra i moderne forstand. Men de udviklede alle
de afggrende algoritmer, idet de indsa at det alene er koefficienterne til de ubekendte, der er afggrende, og at man
derfor kunne repraesentere et lineaert ligningssystem ved et talskema, i moderne sprogbrug: en koefficientmatrix. Og
ved at udfgre simple systematiske sakaldt linesere regneoperationer pa disse talskemaer, kunne det omformes til en
form, hvor man direkte kan aflaese Igsningen, eller afggre om der slet ingen eller uendeligt mange Igsninger. Alt
sammen skete ved handregning pa bambuspinde, sa i praksis holdt kineserne sig til at kigge pa linesere
ligningssystemer med hgjst fem ubekendte!

Den kinesiske metode er ogsa en af de metoder, der er implementeret i CAS-programmer, nar de skal lgse linezre
ligningssystemer, hvad enten man bruger den generelle solve-kommando, eller en passende lineaer variant specielt
tilpasset de linesere ligningssystemer. Sa projektet giver ogsa et sjaeldent kik ind i maskinrummet, hvor vi for en
gangs skyld kan se hvad det egentlig er, der foregar nar solve-kommandoen let og elegant Igser et stort linesert
ligningssystem.

Sa i dette projekt laerer du ikke blot om de grundlaeggende algoritmer til Igsning af linesere ligningssystemer. Du
leerer ogsa om lidt om historien bag nogle af de grundlaeggende teknikker inden for den moderne lineaere algebra.
Om lgsning af lineaere ligninger: ref og rref-metoden

Vi vil nu se pa ligningssystemer bestaende af flere ligninger med flere ubekendte. Men vi vil kun se pa lineaere
ligningssystemer, dvs. de ma kun indeholde de ubekendte i fgrstegrads-udtryk. De ma altsa kun vaere bygget op af
de simple regneoperationer, og den ubekendte ma ikke veere fx kvadreret, ligesom vi ikke ma dividere med den
ubekendte. Den mest almindelige form for to ligninger med to ubekendte ser derfor saledes ud:

a-x+b-y=e
c-x+d-y=f
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Lige store koefficienters metode
Vi varmer op med et meget simpelt eksempel

Eksempel 1:
(1) x+y=5

(2) x-y=1
Her kan ligningssystemet nemt Igses ved fgrst at laegge ligningerne sammen, hvorved vi finder
(11) 2-x=6<=x=3
og derefter treekker dem fra hinanden, hvorved vi finder
(21) 2-.y=4=y=2
Her har vi brugt den fglgende notation: (11) er den fgrste omskrivning af ligning 1, (12) den anden omskrivning af
ligning 2 osv. Tilsvarende er (21) den fgrste omskrivning af ligning 2, (22) den anden omskrivning af ligning 2 osv.

Spegrgsmalet er s3, om vi derved har lgst ligningssystemet fuldstaendigt, dvs. om ligningssystemet bestaende af
ligningerne (1, 2) er aekvivalent med ligningssystemet bestdende af ligningerne (11, 21)? Det er umiddelbart klart, at
enhver Igsning til ligningssystemet (1, 2) ogsa er en Igsning til ligningssystemet (11, 21). Men galder det omvendte
0gsa? Hertil bemaerker vi at ligningssystemet (11, 21) er fremkommet ved omformningerne:

(11)=(1)+(2)
(21)=(1)-(2)
Men heraf fglger jo sa omvendt, at der geelder
(1)=%-((11)+(21))
(2)=%-((11)—(21))
De to ligningssystemer er altsa aekvivalente!

(1) x+y=5 (12) 2-x=6 (12) x=3
(2) x-y=1 (21) 2-y=4 (22) y=2

Dvelse 1:

o X+y=8
a) Prgv nu selv kraefter med ligningssystemet: 5
X—y=—

Sa vil vi prgve at diskutere linezere ligninger lidt mere alment. Vi vil benytte en metode, der hedder lige store
koefficienters metode, som tillader os at Igse vilkarlige ligningssystemer systematisk ved reduktion. Den findes i to
varianter:

e Ensimpel, hvor man omformer ligningssystemet til en form, hvoraf Igsningerne fremgar ved substitution.
e Enlidt mere kompliceret variant, hvor man omformer ligningssystemet til en form, hvoraf Igsningerne
fremgar umiddelbart.
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Escehlon-omformningen: ref og rref-metoderne

Strategien har i begge tilfaelde faet navn efter et militaert udtryk: en eschelon. Det kan minde om fx en bataljon. Det
handler om at stille en raekke soldater op i en bestemt formation. Hertil skal vi forestille os at soldaterne star pa
reekke med en flgjmand ud for hver raekke. Ved en almindelig eschelon traekker man nu hele raekken skrat ud, sa
man kan se flgjmanden:

X660 X660
X660 = X660
X600 X4 &0

Ved en reduceret eschelon traekker man kun flgjmaendene skrat ud, sa man kan se dem tydeligt:

Xo66¢ X 4666
X® 666 = X & 666
Xo 666 X0 460

| forbindelse med lineare ligninger, skal man teenke pa de ubekendte som flgjmaendene, og konstanterne og
parametrene som de menige soldater.

Eksempel 2: Lgs ligningssystemet
(2) X+y=5
(2) x—y=1

Nar vi skal Igse ligningssystemet traekker vi derfor fgrst ligningerne fra hinanden, hvorved vi fjerner x fra den
nederste ligning, dvs. vi erstatter (2) med differensligningen (1) — (2):

(2) x+y=5
(21)=(1)-(@2) 2y=4

Vi har nu faet trukket x ud som flgjmand, og har derfor faet lavet en almindelig eschelon. Den kan man umiddelbart
bruge til at Igse ligningen, idet man fgrst finder y fra ligningen (21):

(2) X+y=5
(22)=(21)/2 y=2

Derefter indsaetter vi den fundne vaerdi for y i ligningen (1) og lgser denne. Men vi kan ogsa fjerne y fra den gverste
ligning ved at traekke ligningen (22) fra ligningen (1), hvorved vi finder:

(1)=(1)-(22) x =3
(22) y=2

Denne gang har vi trukket begge flgjmaendene fri, sa de star alene, og dermed faet en reduceret eschelon!

Nar vi nu skal ggre det samme pa computeren bemaerker vi, at de linezere udregninger er meget simple og kun virker
pa koefficienterne. Det er derfor nok at oversaette ligningssystemet til en koefficientmatrix:

(1) x+y=5 1 1 5
(2) x-y=1 1 -1 1

x y konstanter

Viregner sa lgs direkte pa koefficientmatricen, men det er preecis de samme udregninger som fgr!

(1) 1 1 5
2) 1 -1 1
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Fgrst traekkes de to reekker fra hinanden, og vi erstatter den anden raekke med differensraekken:
(1) (1 1 5]
(21)=(1)-(2) 10 2 4

Sa divideres den anden raekke med 2:

(1) 1 1 5]
(22)=(21)/2 0 1 2|

Derved har vi opnaet at fa opstillet den almindelige raekke-eschelon, hvor flgjmanden er trukket klart ud. Vi
fortseetter sa med at traekke den gverste raekke fra den nederste, og vi erstatter den fgrste raekke med
differensrakken:

(1)=(22)-(1) [1 0 3
(22) 01 2

Dermed har vi opnaet at frembringe den reducerede raekke eschelon, hvor det flgjmaendene er skilt fuldstaendigt ud.
Og nar vi sa oversaetter det tilbage til ligningssystemet, idet fgrste sgjle er knyttet til x, anden sgjle til y og tredje
sgjle til konstanterne fas netop:

(11) 1 0 3] 1x+0y=3 x =3
(22) 01 2 Ox+1ly=2 y=2
@velse 2:

2 35
a) Hvilket ligningssystem varer til koefficientmatricen{ > 2} ?

@velse 3:
Dit CAS-veerktgj rummer formentlig kommandoer til at udfgre reekkeoperationerne pa koefficientmatricen.
| TI-Nspire CAS finder du sadanne kommandoer under Matricer i oversigten over Matematiske operatorer:

Matrix &

L3

Opret

Tranzpaoner

Determinant
R=zkke-echelonform
Reduceret r=kke-echelonform
Lez matrixligning

| Normer

<

| Dimensioner

<

]

R&kkeoperationer

Byt rekker
Rzkketilfejelze

Multiplicer rkke
Multiplicer rekke og lz=g til
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a) Find ud af hvordan kommandoerne virker, og hvordan de kan bruges til at omforme det ovenstaende
ligningssystem fra eksempel 2 med koefficientmatricen:

1 1 5
1 11

Det er dette princip computeren bruger til at Igse 2 ligninger med to ubekendte! Men fgr vi ser nsermere pa det, vil
vi se pa et lidt mere kompliceret eksempel:

Eksempel 3: Lad os teenke os at vi skal Igse ligningssystemet
(2) 2-x+3-y=3
(2) 3-x—4-y=5
Vi starter da, med at udnavne den fgrste ligning til at vaere den ligning, der skal indeholde den fgrste ubekendte x.

Vi skal sa have elimineret x fra den anden ligning. Det sker ved hjzelp af lige store koefficienters metode, idet vi
udfgrer mellemregningen:

(11)=3-(1) 6-:x+9-y= 9
(21)=2-(2) 6-x—8-y=10

Ved subtraktion finder vi da den omformede ligning:
(22)=3-(1)-2-(2) 17.y=-1

Pa nuvaerende tidspunkt har vi derfor omformet det oprindelige ligningssystem (1, 2) til fglgende dermed
akvivalente ligningssystem:

(1) 2-x+3-y= 3
(22) 17-y=-1

De er xkvivalente, fordi ligningssystemet (1, 22) kan omformes tilbage til ligningssystemet (1, 2). Det fglger
umiddelbart af omskrivningerne:

(1)=(1)
(2)=(3-(1)-(22))/2
Dermed har vi gennemfgrt den delvise reduktion til en almindelig raekkeeschelon! Af den sidste ligning fglger

umiddelbart, at veerdien af y selvfglgelig er givet ved y = —1/17. Og ved at saette denne vaerdiind i den fgrste ligning
fas en fgrstegradsligning, der umiddelbart kan Igses med hensyn til x. | princippet er vi derfor faerdige.

Hvis vi vil gennemfgre en fuldstaendig reduktion kraever det, at ogsa ligning (1) omformes, sa den kun indeholder én
ubekendt/flgjmand, nemlig x. Det sker igen ved hjaelp af lige store koefficienters metode, idet vi udfgrer
mellemregningen:

(12)=17-(2) 34-x+51.y=51
(23)=3-(22) 51-y=-3
Ved subtraktion finder vi da den omformede ligning:

(13)=17-(1)-3-(22)  34-x=54
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Pa nuvaerende tidspunkt har vi derfor omformet det oprindelige ligningssystem (1,2) til fglgende dermed
akvivalente ligningssystem:

(13) 34-x =54

(23) 17-y=-1

De er xkvivalente, fordi ligningssystemet (13,23) kan omformes tilbage til ligningssystemet (1,22). Det fglger
umiddelbart af omskrivningen

(1)=((13)+3-(22)) /17
(22)=(22)

Dermed har vi gennemfgrt den fuldstaendige reduktion til en reekke- eschelon! Vi kan nu umiddelbart aflaese
Igsningerne til ligningssystemet:
27
17

y—_ll
17

@velse 4:

2 35
a) L@s nu selv ligningssystemet med koefficient-matricen: { Y 2}

b) Hvis du har fundet ud af hvordan raekkeoperationerne i dit CAS-veerktgj virker, sa brug dem til at omforme
koefficientmatricen.
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Ligningslgsning med CAS
Sa er det pa tide, vi far computeren bragt i spil! Som eksempel benytter vi igen ligningssystemet:

(2) 2-x+3-y=3
() 3-x—4-y=5

Forst skal vi have indskrevet koefficientmatricen
(1) 2 3 3
(2) 3 4 5

Den indeholder 2 raekker og 3 sgjler. | TI-Nspire CAS findes en matrix-skabelon:

=If Matematikskabeloner |

Daobbeltklik pa ikonet for atinds ztte elementet
u] a -
T o Vo Vo ¢ mo {2
e {: {: |D| om [EE] [nu] I'Dpree'tenmatri)( @‘

oo o oon

1] nog a o d d= dn )

ﬂ] I:ggg] L8 T gl 5l Matrix
Iﬁdn _[ndn lim 0 DII Antalraekker 4

Antal kolonner |3

OK | | Annuller | [

e

sd

-

e

3 3
-4 5
Nar vi fgrst har indskrevet koefficientmatricen, skal vi have den reduceret til raeekke-eschelon formen. Det gg@r vi ved
hjeelp af kommandoen
rref = reduced row eschelon form, dvs. reduceret raekke eschelon form

der ikke ma forveksles med den korte udgave

ref = row eschelon form, dvs. reekke eschelon form

Vi henter rref-kommandoen i kataloget over | Matematiske operatorer
Matematiske operatorer i Matrix-menuen, dvs. _
. Dobbeltkik pa ikonet for at indsstte elementet
gor klar til at udfgre en reduceret raekke eschelon
form: [ T .
2,_.. Matrix X I
! =
/ PR 10 _.- Opret ¥ |
3 -4 5 -1 .
01 — pE
1? Rakke-echelonform
. . . . Les matrixligning
Herved finder vi netop Igsningerne til
ligningssystemet, dvs. . | Normer - ¢ | L=
Ix+0y=27/17 x=27/17 L1 4 Guigert

rrefifatrix [ Tol])
Ox+1ly=-1/17 y=-1/17
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Bemaerkning: Hvis vi kun havde brugt almindelig raekke eschelon form, dvs. ref kommandoen, havde vi i stedet faet:

LA 5 |

l.ef('a 303, 3 3
13 -4 s) | -1
0 1 —_—

17 |

og dermed havde vi kun faet omskrevet ligningssystemet pa formen:

4 5 5 4 -1 27

1 x——y=— X=—+——=—
3 3 d 3 317 17

. Vs. 1

O-x+ l.y=— =—
Y 17 Y 17

Sa det giver en del ekstra oprydning, hvis man ngjes med ref-kommandoen!

@velse 5:

2 35
b) Benyt rref-kommandoen i dit CAS-veerktgj til at reducere koefficient-matricen: { w 2}

c) Forklar hvilket ligningssystem, denne koefficientmatrix svarer til og hvilke Igsninger ligningssystemet har.

Hvad sker der nar ligningssystemet bryder sammen?

Desveerre er det ikke altid ligningssystemet har en enkelt paen Igsning. Det kan fx veere, at de to ligninger i
virkeligheden er identiske. Se fx pa ligningssystemet

(1) 2-x-3.y=-5

(2) —-4-x+6-y=10
Maske laegger vi ikke meerke til, at ligning (2) i virkeligheden blot er ligning (1) ganget med -2:

@=-2-1)
Men det betyder jo, at de har praecis de samme Igsninger. Enhver Igsning til (1) er derfor ogsa en Igsning til (2) (og
omvendt), men da ligning (1) har uendeligt mange Igsninger gaelder det selvfglgelig ogsa for hele ligningssystemet!

Hvis vi forsgger at Igse ligningssystemet med lige store koefficienters metode, kan vi fx gange ligning (1) med 2 og
derefter laegge ligningerne sammen, hvorved vi finder

0=0
Det oprindelige ligningssystem er derfor akvivalent med ligningssystemet:
1) 2:x-3-y=-5
(21) 0=0
Men hvad betyder det? Jo, den anden ligning er jo altid opfyldt! Og dermed er den overflgdig. Ligningssystemet er

derfor i virkeligheden akvivalent med den fgrste ligning i sig selv, og dermed har ligningssystemet uendelig mange
I@sninger.
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Prgver vi at lgse ligningssystemet pa computeren finder vi da ogsa:

Altsa er ligningssystemet akvivalent med

3 -5
11 X—y=—"
(11) SY=5
(21) 0=0

Det viser netop, at den anden ligning er overflgdig, og at den fgrste ligning kan omskrives pa formen

x—3 y—_5<:>x—3 y—5
2 2 2 2
Der er altsa uendelig mange Igsninger, og ved at saette y-vaerdier ind i den ovenstaende ligning kan vi finde de
tilhgrende x-vaerdier. Hvis vi kun er interesserede i positive heltallige lgsninger, kan vi specielt ngjes med at indsaette
ulige veerdier for y:

-2
y=1 = x:é-l—éz—:—l (duer ikke!)
2 2 2
3 5 4
y=3 = x=—=-3-—= —=2
2 2 2
3 5 10
y=5 = x=—-5-—=—=5
2 2 2
3 5 16
y=7 = x==-7-==""=8 (osv.)
2 2 2

Det kan ogsa ske, at ligningssystemet slet ikke har nogen Igsning. Se fx pa ligningssystemet
(1) 2-x-3-y=5
() —-4.-x+6-y=10

hvor vi har andret fortegnet pa hgjresiden for den fgrste ligning! Hvis vi igen forsgger at Igse ligningssystemet med

lige store koefficienters metode, kan vi fx gange ligning (1) med 2 og derefter laegge ligningerne sammen, hvorved vi
finder

0=15

Det oprindelige ligningssystem er derfor akvivalent med ligningssystemet:
(1) 2:.x-3.y=5
(21) 0=15

Men hvad betyder det? Jo, den anden ligning er jo aldrig opfyldt! Og dermed gdelaegger den muligheden for at finde

Igsninger totalt! Dermed har ligningssystemet ingen Igsninger. Prgver vi at Igse ligningssystemet pa computeren
finder vi da ogsa:

1-1-ef(. 2 -3 5 I) E 1 _";. U
-4 6 10) °
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Altsa er ligningssystemet aekvivalent med

3
(11) x—;y—O
(21) 0-1

Det er den anden ligning, som er afggrende! Den er umulig at I@se, og det viser netop, at ligningssystemet ingen
Igsninger har.

@velse 6:

a) Giv selv eksempler pa ligningssystemer med 2 ubekendte, der enten ingen Igsninger har, eller uendeligt
mange lgsninger har.

Flere ligninger med flere ubekendte: Kineserier

Metoden med at Igse lineaere ligninger ved hjaelp af simple regneoperationer pa koefficientmatricen, og derved
reducere den til en almindelig eschelon form gar tilbage til kineserne for mindst 2000 ar siden. Sa det er gammelt
arvegods.

Eksempel 4: Kineserne Igser fx ligningssystemet:
(2) 3-x+2-y+ z=39
) 2-x+3-y+ z=34
(3) X+2-y+3-2=26

Vi vil Igse det ved en fuldstaendig reduktion til en raekke-eschelon! Ved at bruge lige store koefficienters metode pa
ligning (1) og (2) kan vi fjerne x fra ligning (2):

2-(1) 6-x+4-y+2-2=178
3-(2) 6-x+9-y+3-2=102
(3)-(2)—2-(2) 5.y+ z= 24

Ved tilsvarende at bruge lige store koefficienters metode pa (1) og (3) kan vi fjerne x fra ligning (3):

(1) 3-x+2-y+ z=39
3-(3) 3-x+6-y+9-2=78
3-(3)—-(2) 4.y+8-z=39

Vi har derved faet omformet ligningssystemet til formen:
(1) 3-x+2-y+ z=39
(22) 5.y+ z=24
(31) 4.-y+8-z=39

Dermed er den fgrste flgjmand trukket fri! S3 anvender vi lige store koefficienters metode pa de to sidste ligninger
for at fjerne y fra den sidste ligning:

4-(21) 20 y+ 4-z= 96
5-(31) 10-y+40-2=195
5-(31)-4-(21) 36-z= 99
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Dermed er det oprindelige ligningssystem omformet til det aekvivalente ligningssystem:

(1) 3-x+2-y+ z=39
(32) 36-z2=99

Her stopper kineserne sa omformningen, idet de bemaerker, at vi nu kan finde z af den sidste ligning. Derefter saettes
den fundne veerdi af z ind i den foregaende, som vi sa bruger til at finde y. Endelig saettes de fundne veerdier af zog y
ind i den f@rste ligning, som sa bruges til at finde x. | princippet har vi derfor Igst det oprindelige ligningssystem.

Men vi vil fgre omskrivningen helt igennem til en reduceret raekke-eschelon! Fgrst vil vi dog forkorte den sidste
ligning med 9, for at fa mindre og dermed panere tal at arbejde med!

(1) 3-x+2-y+ z=39
(21) 5.y+ z=24
(33) 4-z=11

Vi benytter derefter lige store koefficienters metode pa de to sidste ligninger til at fjerne z fra den anden ligning.

4-(21) 20-y+4-2=96
(33) 4.z7=11
4-21)-(33) 20-y =85

o 4y =17

Dermed er ligningssystemet omformet til formen:

(2) 3-x+2-y+ z=39
(22) 4.y =17
(33) 4-z=11

Sa mangler vi kun at fjerne y og z fra den fgrste ligning. Fgrst fjerner vi z ved hjeelp af lige store koefficienters metode
anvendt pa den fgrste og tredje ligning:

4-(1) 12-x+8-y+4-2=156
(33) 4.7= 11
4-(1)—(33) 12-x+8-y =145

dvs. ligningssystemet er nu bragt pa formen:

(12) 12-x+8-y =145
(22) 4.y = 17
(33) 4.7= 11

Sa fjerner vi y fra den gverste ligning ved at anvende lige store koefficienters metode pa den fgrste og anden ligning:

(12) 12-x+8-y+ =145
2-(22) 8-y+ = 34
(12)-2-(22) 12-x =111

& 4-x = 37

Og sa er vi endelig igennem!!
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Ved hjeelp af lige store koefficienters metode har vi omformet det oprindelige ligningssystem til formen:

(13) 4.x =37
(22) 4-y =17
(33) 4.z=11
37 17 11
og deraf fremgar lgsningerne jo direkte: X:Z, yZZ’ Z=Z.

Nar man har gaet sa grueligt meget ondt igennem for at Igse et sa forholdsvis simpelt et ligningssystem, sa sk@nner
man pa, at man har en computer, der kan automatisere processen:

1 0 0 =—
| . 4
321 39] .
metlly 301 34|01 0 —
o 4

'.1 2 3 EDII
11
00 1] =—
4.

Kineserne havde naturligvis ikke computere til radighed. Men de indsa hurtigt, at de kun behgvede at arbejde
direkte med koefficientmatricerne, dvs. med de 'firkantede talskemaer'. Kineserne indfgrte derfor effektivt matricer
til at repraesentere ligningssystemer. Tallene blev sa noteret ved hjalp af pinde i et positionssystem, som netop
svarede til vores ti-talssystem. Og da de ogsa hurtigt indsa nytten af negative koefficienter, havde de farvede pinde
til radighed, sa den ene farve kunne sta for positive koefficienter, den anden for negative koefficienter. Kineserne
udviklede derfor ogsa som de fgrste systematiske regler for at regne med negative tal.

Dvelse 7:

a) Les nu selv i handen pa tilsvarende vis ligningssystemet med koefficientmatricen

2 1 3 5
-1 2 1 7
1 3 5 2

b) Kontroller med rref-kommandoen og den specielle kommando for Igsning af lineaere ligningssystemer i dit
CAS-veerktaj (I TI-Nspire CAS hedder det fx linsolve(...) ).

@velse 8:

a) Kineserne kendte ikke den analytiske geometri. Men det ggr du i et vist omfang.
Gor rede for at to linezere ligninger med to ubekendte svarer til skaeringen mellem 2 rette linjer i planen og
at tre linezere ligninger med tre ubekendte svarer til skeeringen mellem 3 rette planer i rummet.

b) Giv ved hjelp heraf en geometrisk tolkning af ligningssystemerne i eksempel 3 og 4. Illustrer ogsa
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