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Projekt 7.6 Ellipsens braendstraler og Keplers anden lov

Vi vil her finde en formel for braendstralernes laengde og med afsaet heri undersgge Keplers anden lov.

Ellipsens braendstraler

Saetning: Ellipsens brandstraler

Hvis en ellipse er indlejret i et koordinatsystem med ellipsens akser som koordinatakser, sa er la&engden af
braendstralerne givet ved
r,=a+e-x ogr,=a—e-x.

Bevis:
Betragt figuren:

Af Pythagoras’ seetning fas:

r’=(x+a-e) +y’

Indszettes udtrykket for y? fra ellipsens ligning fas:
2

b
r’=x’+2a0-e-x+a’-e’+b’—=-x*
a
Indsaettes udtrykket for b? fas:
a—-a-e

2

a
r’ — X 120-e-x+ 2E +at— e — X tel-x Reducer den sidste brgk

r’=d +2a-e-x+e -x* Fjern de led der g&r ud mod hinanden

r’=x’+2a-e-x+a’*-e’+a’—a’-e—

r12 =(a+e-x) Brug kvadratsaetningen

Heraf fglger netop at r, =a+e-x . P4 samme made findes udtrykket for r, — prgv selv! v/

Af seetningen fglger blandt andet at toppunkterne pa storeaksen netop er de to punkter pa ellipsebanen,
der ligger teettest pa Solen henholdsvis fiernest fra Solen. De kaldes derfor ogsa for Perihelet og Aphelet.
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A

Planet

Aphel ~ o8 Perihel
E T r-cos(v) Sol(a-e,0)

Ifplge seetningen er afstanden r fra Solen til planeten altsa givet ved:
r=a—e-x,

hvor x=a-e-+r-cos(v) . Her star v for retningsvinklen for planeten malt i forhold til Perihelet.
Kombineres disse to ligninger finder vi nu

r=a—e-x
r=a—e-(a-e+r-cos(v)) Indsaet udtrykket for x
r=a—a-e’—e-r-cos(v) Gang parentessen ud
r+e-r-cos(v)=a—a-e’ Laeg e-r-cos(v)til pa begge sider
r-(1+e-cos(v))=a-(1—e*) Seet r og a uden for en parentes
(1-e’ . .
:M Divider med 1+e-cos(v) pa begge sider
1+e-cos(v)
_ P 2
f=——m— Set a-(1—-e)=p
1+e-cos(v)

hvor p kaldes ellipsens halve bredde (semilatus rectum).

Det er bemaerkelsesvaerdigt at denne ligning gaelder for
alle himmellegemers baner i Solesystemet, ogsa for
fremmede legemer, der matte fglge de andre keglesnit.

Dette er i overensstemmelse med Newtons teori for
gravitationen ifglge hvilken en satellit, der udskydes
vandret fra en kanon oppe pa et stort bjerg vil fglge en
bane med Jordens centrum som det ene braendpunkt: Ved
sma hastigheder styrter satellitten ned.

Ved stgrre hastigheder fglger den en ellipseformet bane
rundt om Jorden. Ved endnu stgrre hastigheder en
parabelformet bane vaek fra Jorden og til slut en
hyperbelformet bane vaek fra Jorden.
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@velse 1:

a) Opret i dit dynamiske geometriprogram en cirkel med centrum i Solen S. Afsaet et frit punkt Q pa cirklen og mal
retningsvinklen v. Afsaet en halvlinje fra S gennem Q.

b) Beregn afstanden til himmellegemet r givet ved den ovenstaende formel, idet du indfgrer en variabel
excentricitet e. Afsaet planeten P i denne afstand langs halvlinjen. Konstruér planetens bane som et geometrisk
sted drevet af Q. Bemaerkning: Du kan ogsa tegne banen som et polaert plot.

c) Variér excentriciteten e og frembring derved alle typer keglesnit som baner.

Keplers anden lov

Perihel Perihel

C F, C

Vi kan nu undersgge Keplers anden lov naermere, ifglge hvilken forbindelseslinjen til en planet
overstryger et areal, der vokser jaevnt med tiden.

Hvis der er gaet tiden t siden perihelpassagen, og planeten har omlgbstiden T, har vi derfor overstrgget
arealet:

t
T

Vi minder lige om arealsaetninger:

2

Trekant: T=1-a-b-sin(C) og Cirkeludsnit: T:3—;o~n~r

Da ellipsen kan opfattes som en fladtrykt cirkel med fladtrykningsfaktoren g kan vi finde de relevante

arealer, og indsaette i det samlede udtryk:

D CF1P + onerstr(aget af [P onerstrwget af cP
b t b 0
—-( -(a-e) sm(¢9))+rtoa-b'—:— —n-a’ Anvend arealszetningerne
a T 360
L t 0
2-e-sin(@)+mn-—=—m Reducer
T 360
180
6=360- +— e-sin(0) Isolér &
T =

Ligningen kaldes Keplers ligning. Kender vi tiden t siden sidste perihelpassage, kan vi Igse ligningen og finde
centervinklen € (og derefter bruge trigonometri til at finde retningsvinklen v og planetafstanden r). Det er et af de
tidligste eksempler pa en ligning, der ikke kan Igses med en formel, en sakaldt transcendent ligning, fordi den bade
indeholder den ubekendte & pa sadvanlig vis og begravet inde i en sakaldt transcendent funktion, her sinus. Meget
moderne matematik er udviklet med henblik pa at kunne handtere Igsningen af bl.a. Keplers ligning pa anden vis. En
af idéerne gar ud pa at Igse ligningen iterativt.

© 2018 L&R Uddannelse A/S ® Vognmagergade 11 e DK-1148 e Kgbenhavn K e TIf: 43503030 ¢ Email: info@Iru.dk
& KOPIERING FORBUDT



(T

Hvad er matematik? 2 R
ISBN 9788770668699 Uddannelse

Projekter: fra kapitel 7 Projekt 7.6 Ellipsens braendstréler og Keplers anden lov EGMONT

Hgjresiden bestar af to led:
Det fgrste svarer netop til centervinklen for en jaevn cirkelbevaegelse med omlgbstid T.
Det andet led er normalt meget mindre end den jeevne vinkel, fordi excentriciteten er meget lille.

Til fgrste tilnaermelse kan vi derfor give @startvaerdien 6, =360-%.

Indsaettes det i ligningen fas den fgrste iteration osv.:

t 180 t t 180
6, =360-—+——-e-sin(360-=) — &, =360-—+——-€"sin(4,)
T =« T T =

| Ipbet af fa iterationer stabiliseres vinklen nu med den gnskede ngjagtighed og vi har Igst ligningen!

@velse 2:
a) Lgs ligningen med iteration i dit vaerktgjsprogram, fx i et regneark.

b) Udfordring: Prgv ogsa om du kan lave en korrekt dynamisk model af planetbevaegelsen.
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