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Projekt 7.5 Ellipser — breendpunkter, braendstraler og praktisk anvendelse i
en nyrestensknuser

Ellipsens ligning har vi undersggt i den indledende fortzelling til kapitel 7.

| det fglgende skal vi undersgge ellipser som banekurver, og vise, hvorledes denne beskrivelse kan dabne for en
indsigt i, hvordan en nyrestensknuser fungerer. Selv om vi fgrst gennemfgrer en systematisk undersggelse af
vektorfunktioner og deres grafer, der kaldes banekurver, sa er den symbolik vi anvender let genkendelig fra fx linjens
parameterfremstilling. Sa projektet er saledes ogsa en introduktion til begrebet vektorfunktion.

Eksempel 1

X1(I)=5-cos(z)+3
{y1(z)=2-sin(z)+4

(HE0)2), T
y 2sin(t) 4 2
hvor 0<t<2r. >

Banekurven er en ellipse med centrum i (3,4) , storakse
a=2-5=10 og lilleakse b=2-2=4 . p

Figuren viser banekurven for vektorfunktionen

w

@velse 1
Vi vil nu undersgge vektorfunktionen

X acos(t) X,
= =+ ,
y bsin(t) Yo
hvor 0<t<2x, ved variabelkontrol, dvs ved pa skift at lade x,,y,, a og b variere.

a) Hold x,, y,0g b fast. Lad a variere, plot en vandret linje igennem (xo,yo) , aflees skaeringspunkterne med

banekurven og aflaes afstanden mellem de to punkter. Hvilken betydning har a for banekurvens udseende?

b) Hold x,, y,0g a fast. Lad b variere, plot en lodret linje igennem (xo,yo), aflees skaeringspunkterne med

banekurven og aflees afstanden mellem de to punkter. Hvilken betydning har b for banekurvens udseende?

c) Hold x,, a og bfast. Lady,variere, plot centrum og aflees. Hvilken betydning har y,for banekurvens forlgb?

d) Hold y,, a og b fast. Lad x, variere, plot centrum og aflaes. Hvilken betydning har x, for banekurvens forlgb?

@velse 2

a) Bestem en vektorfunktion for en ellipse med centrum i (—1,2), storakse pa 14 og lilleakse 6.
b) Tegn banekurven for ellipsen.

c) Benyt kurvelaengdeformlen til at bestemme ellipsens omkreds.

Dvelse 3

x) (acos(t X —x.)? —y.)?
Vis at vektorfunktionen|  |=| (® +| 7 | svarer til ligningen x :O) +(y )2/0) =1.
y bsin(t) Yo a b
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2. Brandpunkter
Vi betragter ellipsen med centrum i (0,0) og storakse 2a samt lilleakse 2b (se figur). Ellipsens braendpunkter, F, og
F, , er defineret som skaeringspunkterne mellem ellipsens storakse og cirklen med centrum P(0,b) og radius a.

Afstanden fra koordinatsystemets begyndelsespunkt til breendpunkterne er derfor
|OF, | =|0F, | =a* —b? .

Dvs brandpunkterne har koordinaterne F,(—/a* —b*,0) og FZ(\/(J2 —b*,0).

Dvelse 4

Eftervis, at |OF,|=|OF,|=Va* —b" .

Betragter vi i stedet en ellipse med centrum i C(x,,y,), storakse 2a og lilleakse 2b, sa vil breendpunkterne
naturligvis have koordinaterne

F(x,—Na’—b’,y,) og Fx,+\a*—b,y,),

— [(x
svarende til at centrum er parallelforskudt med stedvektoren OC ={ Oj.
Yo

Hvis P(x,y)er et tilfeldigt punkt pa ellipsen kaldes linjestykkerne PF, og PF, braendstralerne fra P.

Dvelse 5

a) Bestem F, og F, forellipsen i eksempel 1.
b) Tegn ellipsen og afszet et tilfaldigt punkt P(x,y) pa banekurven.
c) Bestem laengden af braendstralerne fra P.

d) Underspg ved at variere P(x,y), hvad der gelder for afstanden |PF|+|PF,|.

@velse 6
Vi ser igen pa en ellipse med centrum i C(x,,y,), storakse 2a og lilleakse 2b, som jo har vektorfunktionen

- [a cos(t)j (xoj
si)=| , . + )
bsin(t) Yo
hvor 0<t<2r.

Vis, at |PF,|+|PF,|=2a.

© 2018 L&R Uddannelse A/S ® Vognmagergade 11 e DK-1148 e Kgbenhavn K e TIf: 43503030 ¢ Email: info@Iru.dk
& KOPIERING FORBUDT



Hvad er matematik? 2
ISBN 9788770668699

Projekter: fra kapitel 7 Projekt 7.5 Ellipser — braendpunkter, braendstréler og praktisk anvendelse i en nyrestensknuser

3. Excentricitet

| forbindelse med ellipser optraeder begrebet excentricitet.
En ellipses excentricitet betegnes e, og er defineret ved

FF.

,_lREl
2a

hvor F, og F, er ellipsens braeendpunkter, og a er ellipsens halve storakse.

@velse 7
Vis, at

hvor a, henholdsvis b er ellipsens halve lilleakse henholdsvis halve storakse.

Dvelse 8

Uddannelse

EGMONT

Undersgg excentricitetens betydning for ellipsens udseende, idet excentriciteten defineres som en funktion af den

halve lilleakse, dvs.

e(b):ﬂ’l—b—z,
a

og a varieresiintervallet b<a <.
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4. Brandstralernes vinkel med tangenten og anvendelsen heraf i en nyrestensknuser.
@velse 9
Vi ser igen pa ellipsen fra eksempel 1.

a) Tegn ellipsen, og afseet et tilfaeldigt punkt P(x,y) pa banekurven.
b) Tegn braendstralerne fra P, og tegn tangenten i punktet P.

c) Bestem ved hjalp af dit geometriprogram vinklen mellem hver af braendstralerne fra P og tangenteni P (se
figur).

X1(:)=5-cos(r)+3
y1()=2-sin(t)+4

F1 [ F2

d) Undersgg, hvad der geelder om de to vinkler, nar P(x,y) varieres.

e) Hvad geelder der om en braendstrale, der starter i et af breendpunkterne og reflekteres i tangenten?

Den egenskab vi opdagede eksperimentelt i gvelse 9 vil vi nu bevise. Egenskaben i gvelse 9e) udnyttes i de sakaldte
nyrestensknusere, idet en patient placeres sa den nyresten, der skal pulveriseres, befinder sig i den ene braendpunkt
af en ellipsoide (en omdrejningsellipse), mens der i det andet braendpunkt befinder sig en lydkilde, der kan udsende
ultralyd. Nar lydbglgerne herfra rammer overfladen reflekteres de og samles i det andet braendpunkt. Derved opstar
en hgj koncentration af lydenergi, som vil vaere i stand til at gdelaegge nyrestenen uden noget operativt indgreb.

@velse 10
Vi betragter ellipsen med centrum i (0,0) og storakse 2a samt lilleakse 2b.

Vis, at ellipsens braendpunkter, F, og F,, har koordinaterne F,(—e-a,0) og F,(e-a,0).

F.F.
(Vink: Udnyt fx formlen e =M som kan omskrives til: |FlF2| =e-2a, og udnyt ellipsens symmetriegenskab)

2a
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@Dvelse 11

— (X acos(t
Betragt et tilfeeldigt punkt P pa ellipsen med stedvektor OP:( J:[b ) ((t))j . Stedvektoren som funktion af t
y sin

betegnes r(t).

bcos(t)
b) Kald vinklen mellem braendstrdlen F,P og tangenten for u, og vinklen mellem braendstralen F,P og tangenten for

a) r'(t) er retningsvektor for tangenten. Vis, at r'(t) = [

—asin(t)]

v. Bemaerk, dette er vinkler mellem linjestykker. Argumenter ud fra tegningen ovenfor eller ud fra din egen tegning
for, at vinkel u svarer til vinklen mellem vektorerne P—I-'1 og r'(t), og at vinkel v svarer til vinklen mellem vektorerne

?og r(t).

c) Vis, at disse vektorer har koordinaterne: PT'l =[ P =

—ea —acos(t)) — [a cos(t)— eaj
. og KP= .
—bsin(t) bsin(t)

Vi gnsker at vise, at vinkel u er lig med vinkel v. Dette ggr vi ved at vise, at cos(u)=cos(v). Og i den sidste ligning kan
vi udnytte vores viden om sammenhang mellem skalarprodukt og vinkel:

cos(u) = fl—'i(t) cos(v) = F_Z,P—F:(t)
PR (e) FP|- )

Vi udnytter nu formlen e?-a® =a* —b?, som vi far fra gvelse 7, samt formlen (cos(t))2 +(sin(t))2 =1 til at

gennemfgre felgende udregninger:
(de farvede udtryk svarer til hinanden — argumenter for hvert trin i omskrivningen)

(‘P_I-'{Dz =(—ea —acos(t))2 + (—bsin(t))2
=[e2 -0’ +a? -(cos(t))2 +2-ea-acos(t)}+[b2- }
= (az —b2)+a2 ~(cos(t))2 +2-ea-acos(t)+b*-

=a*+a° ~(cos(t))2 —b° -(cos(t))2 +2-ea-acost)

—a’+ -(cos(t))2 +2-ea-acos(t)
=a’+ -(cos(t))2 +2-eq-acos(t)
=(a+e-a-(cos(t)))2

Konklusion:

‘P_Fi‘ =a+e-a-(cos(t))
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@velse 12

Vis efter samme opskrift fglgende:
a) (‘Fz—P‘)z =(a—e-a-(cos(t)))2, hvoraf: ‘?P‘ =a—e-a-(cos(t))
b) p_,:l'.F'(t)=e-a~sin(t)-(a+e-a-(cos(t)))

c) RP-F(t)= e-a-sin(t)-(a—e-a-(cos(t)))

@velse 13
Indszet nu de fundne udtryk i formlerne for cos(u) og cos(v), og konkluder, at cos(u)=cos(v), hvoraf vi kan slutte, at

u=v: Brandstralernes vinkel med tangenten er lige store. Derfor vil et signal udsendt fra det ene braendpunkt og
reflekteret i overfladen af elipsoiden, samme ned i det andet braendpunkt.
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