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Projekt 7.11 Punkters beliggenhed i forhold til en linje i 2d eller en plani 3d

1. Punkters beliggenhed i forhold til en linje i planen

a
Vi ser pa en linje / med ligningen a-(x—x,)+b-(y—y,)=0, dvs. P(x,,y,)er et fast punkti a og ﬁz{b] eren

normalvektor for /. Vi afsaetter normalvektorens begyndelsespunkt i P, sdledes at PO—P og n har fzlles
udgangspunkt, som vist pa figuren.

Vived at P ligger pa /, netop nar ?P og n er ortogonale. Og kender vi ligningen for planen, kan vi jo bare satte
punktet ind og se om ligningen gar op! Undersgg fx om punktet C(1,4) ligger pa den linje /, der har ligningen
2-x+3-y—-14=0.

Hvis derimod vinklen mellem PTP og n er spids, sa ligger P pa samme side, som den side normalvektoren peger ud
til. Omvendt, hvis vinklen mellem F{TP og n er stump, sa ligger P pa den modsatte side af, den hvor normalvektoren
peger ud til. Vi kan saledes let afggre om to punkter ligger pa hver sin side af en ret linje.

Q(x1,y1)

P(x,y)

Q(leyl)

Po(xo,¥0)

Vi vil undersgge om punkterne A(—1,4)og B(4,5) ligger pa hver sin side af /. Fgrst bestemmer vi et punkt P,(x,,y,) pa
I. Vi seetter blot den ene af punktets koordinater til at vaere fast, og sa regner vi os frem til den anden koordinat.
Typisk veelger man en af koordinaterne til at vaere nul. Her er det fx let, hvis vi seetter y, =0 oger x, =7 .Dvs.

P,(7,0) er et punkt pa /. Vi bestemmer forbindelsesvektorerne:

o ) o a0

2
Nu kan vi bestemme vektorernes vinkler med normalvektoren n =(3] .

G.b
Vi anvender skalarproduktformlen cos(v)=|f’| ‘5‘ :
a .
APA -4
cos(v,)=—=2—= =-0,124 dvs. v, =97,13°>90°
ST R A
APB 9
cos(v,)= o = =0,588 dvs. v, =53,96° <90°
> |Al-|pB| V13418 ?

Altsa ligger A og B pa hver sin side af planen.

@velse 1.1
Konstruer situation i eksemplet i et veerktgjsprogram, og konstruer rette linjer vinkelret pa linjen gennem A og B, og
benyt disse til at argumentere for punkternes placering i forhold til linjen.
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@velse 1.2

Underspg bade ved konstruktion og beregning, om punkterne A(5,2) og B(4,8) ligger pa hver sin side af linjen med
ligningen x—y—8=0.

@velse 1.3
Underspg bade ved konstruktion og beregning, om punkterne A(5,2) og B(1,-3) ligger pa samme side af linjen med

ligningen 2-x—3-y—7=0.

Leeg meerke til, at udtrykket i taelleren, fx ﬁEPTA er preecis det udtryk, der star i teelleren i dist-formlen, nar vi

indsatter punktet A’s koordinater. Og det udtryk vi indsaetter A’s koordinater i er linjens ligning! Vi konkluderer
derfor:

Praxis

Antag vi har givet en linje og to punkter A og B. Indsat punkternes koordinater i linjens ligning.
Sa geelder:

1. Hvis de to udtryk har samme fortegn ligger de to punkter pa samme side af linjen.

2. Hvis de to udtryk har modsat fortegn ligger de to punkter pa hver sin side af linjen.

3. Huvis et af udtrykkene er lig med 0, sa ligger pagaeldende punkt pa linjen.

2. Punkters beliggenhed i forhold til en plan i rummet
Vi ser pd en plan a med ligningen a-(x—x,)+b-(y—y,)+z-(z—z,)=0, dvs. P(x,,y,,2,) er et fast punkti a og

a

n=| b |er en normalvektor for a . Vi afsaetter normalvektorens begyndelsespunkt i P,, saledes at KP og n har
c

faelles udgangspunkt, som vist pa figuren.

h

v=90° P(x.,y.2)

Po(x0,Y0,20)

Vived at P liggeri a, netop nar KP og n er ortogonale. Og kender vi ligningen for planen, kan vi jo bare saette
punktet ind og se om ligningen gar op! Undersgg fx om punktet C(1,—2,—3)ligger i den plan a, der har ligningen
2:x+3-y—5.-2-11=0.

Hvis derimod vinklen mellem F{)—P og n er spids, s& ligger P pd samme side, som den side normalvektoren peger ud

til. Omvendt, hvis vinklen mellem F{TP og n erstump, sa ligger P pd den modsatte side af, den hvor normalvektoren

peger ud til. Vi kan saledes let afggre om to punkter ligger pa hver sin side af en plan — eller analogt hertil, om to

punkter i planen ligger pa hver sin side af en ret linje.
P(x,y,z)

-

n

n
| v>90° (& py(xo,y0,20)
o 8 :
Po(Xo,Y0,20) &~ ) :r ’4
o /
P(x.y.2)
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Vi vil undersgge om punkterne A(—1,4,5)og B(4,—3,—6) ligger pa hver sin side af « . Fgrst bestemmer vi et punkt
P(x,,V,,2,)1 O . Viseetter blot to af punktets koordinater til at veere faste, og sa regner vi os frem til den sidste
koordinat. Typisk veelger man en af koordinaterne til at vaere nul og prgver sig frem med den anden, sa den tredje
ogsa bliver et paent tal. Her er det fx let, hvis vi seetter z, =0 og x, =1, sa far vi nemlig:

2:1+3-y—-5.0-11=0

3-y—9=0
y=3
Dvs. P,(1,3,0) er et punkt i a . Vi bestemmer forbindelsesvektorerne:
-1 1 -2 4 1 3
PA=OA—OP,=|4 |-|3|=|1 og PB=0B—OP,=—=| -3 |-| 3 |=| -6
5 0 5 ) 0 -6
2
Nu kan vi bestemme vektorernes vinkler med normalvektoren n=| 3
-5

Vi anvender skalarproduktformlen cos(v):%:
a .

AlP,A -26
cos(v,)=—2—= =0,770 dvs. v, =140,36° > 90°
" JAl-[pA| V38430 g
APB 18
cos(v,)=—2—= =0,324 dvs. v, =84,11°<90°
" |Al-[pB| /389 ?

Altsa ligger A og B pa hver sin side af planen.

@velse 2.1
Konstruer situation i eksemplet i et 3D-vaerktgjsprogram, og konstruer rette linjer vinkelret pa planen gennem A og
B, og benyt disse til at argumentere for punkternes placering i forhold til planen.

@velse 2.2
Undersgg bade ved konstruktion og beregning, om punkterne A(5,2,9) og B(4,1,-2)ligger pa hver sin side af planen
med ligningen x—y+2-z—8=0.

Leeg meerke til, at udtrykket i taelleren, fx ﬁEPO—A er praecis det udtryk, der star i teelleren i dist-formlen, nar vi

indsatter punktet A’s koordinater. Og det udtryk vi indsaetter A’s koordinater i er planens ligning! Vi konkluderer
derfor:

Praxis

Antag vi har givet en plan i rummet, samt at vi har givet to punkter A og B. Indsaet punkternes koordinater
i planens ligning. Sa geelder:

1. Hvis de to udtryk har samme fortegn, ligger de to punkter pa samme side af planen.

2. Hvis de to udtryk har modsat fortegn ligger de to punkter pa hver sin side planen.

3. Huvis et af udtrykkene er lig med 0, sa ligger pagaeldende punkt i planen.
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