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Meteorologernes matematiske modeller for vejrsystemernes
udvikling er meget komplicerede. Men selv om de anvender i
tusindvis af ligninger og meget stor computerkraft, er de alligevel
ikke i stand til at forudsige mere end omtrent en uge frem.
Korttidsprognoserne er blevet betydeligt bedre, men prognoser ud
over 1 uge er stadig sa usikre, at det kunne virke som om der er en
graense for, hvad vi kan forudsige.

Allerede i 1960’erne havde meteorologen Edward Lorenz studeret
en yderst forenklet model for vejrets udvikling, og havde opdaget,
hvordan selv de mest ubetydelige sendringer i startveerdierne kunne
medfgre dramatiske forskelle i scenarierne for vejrets udvikling pa
lengere sigt.

To af pionererne indenfor studiet af den
diskrete logistiske vaekst: Meteorologen
Edward Lorenz og Biologen Robert May

| 1972 holdt Lorenz et foredrag med titlen: Predictability: Does the Flap of a Butterfly's Wings in Brazil Set Off a
Tornado in Texas? Artiklen skabte gjeblikkeligt begrebet sommerfugleeffekten.

@velse 1
Hent Lorenz artikel pa bogens website. Laes den og forklar mere praecist, hvad det er han mener med
sommerfugleeffekten.

Det centrale budskab fra Lorenz var ikke, at man ikke kan forudsige noget. Det kan man rent teoretisk, men selv
forholdsvis enkle matematiske systemer er sa fglsomme overfor begyndelsesvaerdierne, at man i praksis ikke kan
regne ret langt frem. To vejrprognoser, hvor begyndelsesvaerdierne adskiller sig med sa lidt som effekten af et
sommerfugleslag, kan efter nogen tid adskille sig med en hel tornado: ”... two particular weather situations differing
by as little as the immediate influence of a single butterfly will generally after sufficient time evolve into two
situations differing by as much as the presence of a tornado. ”

Dvelse 2
Via bogens website kan du hente en applet, der illustrerer, hvad der menes med fglsomhed over for
begyndelsesbetingelser.

Begrebet Butterfly Effect har fascineret mange
kunstnere og inspireret flere film. Filmen med
samme navn starter med at vise teksten: Ndr
en sommerfugl blafrer med vingerne pd den
Y2 ene side af jorden, seettes en kaedereaktion i
small | m et |-La , —y gang, der ender med en storm pa den anden

' side af jorden.

asHION kUtCHeR amy SmERt

tHe sutterfly effect

CHaNge ONe LHING. CHaNgGe eVeRYLHING.

ISIT THE OFFICIAL SITE IN THEATERS JANUARY 23

Det system, Lorenz undersggte, var nok simpelt i forhold til meteorologernes store systemer, men var dog stadig ret
kompliceret. Men den egenskab, Lorentz havde opdaget, skulle vise sig at veere en generel egenskab ved mange
sakaldte ikke-lineaere systemer. Ikke-linezere systemer er sadanne, hvor de variable oplgftes i potenser, ganges og
divideres, eller hvor vi anvender funktioner som eksponential- og logaritmefunktioner eller trigonometriske
funktioner. Linezere systemer er sddanne, hvor de variable ganges med konstanter, og hvor vi i gvrigt kun udnytter
regningsarterne + og -.
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Denne opdagelse kom fra en helt anden del af matematikken. Robert May, der var professor i Zoologi ved Princeton
Universitetet, var fgrst i 70’erne optaget af diskrete systemer for populationer, dvs. populationer med en tydelig
adskillelse mellem generationerne. Det kunne fx dreje sig om insekter der saetter afkom i verden og selv dgr det ene
ar, hvorefter afkommet bliver voksent og gentager cyklussen det naeste ar. Populationen til at begynde med kaldes
Yo, efter étar y,, efter 2 ar y, osv. Generelt er populationen efter n tidsenheder er da vokset til stgrrelsen y,, . Nar
vi vil undersgge en population efter et vist antal perioder, sa regner vi os frem skridt for skridt:

yn+1:yn+f(yn) eller yn+1_yn:f(yn)

f angiver tilvaeksten pr. tidsenhed. Sddanne ligninger kaldes for differensligninger. Som saedvanligt i
populationsdynamikken antages tilvaeksten kun at afhange af stgrrelsen af den forudgaende population.

At Igse en differensligning betyder at finde et udtryk for y,,, sa vi ikke behgver at regne forfra. Men det er ofte et
vanskeligt problem at Igse en differensligning.

Og nu dukker den logistiske vaekstmodel op igen fra en uventet kant. Den logistiske ligning er den simpleste ikke
linesere model, man kunne fa nogle erfaringer med. Den logistiske model er, som Verhulst beskrev det, en
eksponentiel model, hvor der er tilfgjet et hammende led. For at varme op ser vi derfor fgrst pa den eksponentielle
vaekst. Her er tilvaeksten proportional med stgrrelsen af populationen, og vi regner os nu frem:

fly)=r-y, Opskriv formlen for tilveekst, hvor r er veekstraten
Yne1 = Yn=I"Yn Indseet i differensligningen
Y1 =VYn+r-y,=1+r)y,=a-y, Set y, uden for en parentes

Vaksten er altsa en simpel gangevaekst med fremskrivningsfaktoren a=1+r.

@velse 3 Eksponentiel vaekst
a) Benyt dit veerktgjsprogram til at bestemme vaerdierne af Algeneration_nr Blantal_individer © B

y, skridtvis i et regneark. Anvend fx startveerdi # =seq(n,n,0,100) :
¥, =0.0001, som skrives i startcellen, og anvend fx 12 ? 5 [?[']g?gg--
fremskrivningsfaktoren a=1.025svarende til en vaekst pa = 5 0.000105
2,5% pr. tidsenhed. | cellen for y, angives celleformlen 4 3 0.000108

a-y, . Herefter kan du fremskrive antallet af individer
celle for celle i fx 100 skridt.
b) Plot antal individer y, som funktion af antal

generationer n.
c) Argumentér for, at Igsningen til den

antal_individer
e e o
[an] [an] [an]
[an] [an] [an]
[sn] [an] —

©n [=3) —

1 1 1

eksponentielle differensligning er givet ved:

N
y,, =a 'yo — T T T T T T T T T
. 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
idet du anvender, at y, =a-y,, y, =a-y, osv. _ generation_nr

0.0002

d) Tegn grafen for den kontinuerte eksponential-model, y =a* -y, sammen med dit plot af den diskrete

eksponential-model.

| begyndelsen af 1970’erne var man begyndt at vaere opmaerksom pa at de ikke-linezere differensligninger, hvor
hastighedsfunktionen f ikke er lineaer, opfg@rte sig helt anderledes end de tilsvarende lineaere vaekstmodeller. Den
simpleste mulighed er den logistiske vaekstligning, hvor det antages, at veekstraten r aftager lineaert med
populationens stgrrelse, dvs. den konstante vaekstrate r erstattes af r—k-y .
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Vi far da den logistiske differensligning pa formen:

Ynr1—Yn=(r—=k-yp)-yp Anvend y, , =vakstrate-y,
Yne1 =Yn+r—k-yp)-y, Leeg v, til pd begge sider
Y1 =(+r—k-y,)-y, St y, uden for parentes
Ynr1=la—k-y,)-y, Udnyt, at a=1+r

Denne gang er vaekstfaktoren kun tilnaermelsesvist konstant og har med god tilnaermelse veerdien a for sma
populationery, . Hvis startvaerdien y, er lille og vaekstraten for sma populationer er moderat, sa vil vaeksten derfor til

at begynde med ligne en eksponentiel vaekst og derefter bgje af og naerme sig et konstant niveau, baereevnen,
praecist som i den kontinuerte model. Men hvis vaekstraten for sma populationer ikke er moderat begynder
populationen at udvikle sig pa en hgjst overraskende made!

Der er tradition for at skifte enheder for populationen, sd k far sasmme vaerdi som g, dvs. vaekstligningen forenkles
til:

yn+1=a'(1_yn)'yn

Populationen skal da holdes pa vaerdier mellem 0 og 1, da den naeste generation ellers bliver negativ. Tilsvarende ma
vaekstfaktoren, a ikke overstige 4, da en population med stgrrelsen y,, =%e|lers resulterer i en vaerdi af y,,; derer

over 1. at bliver negativ. Vaekstfaktoren ligger altsa mellem 1 og 4.

@velse 4 Diskret logistisk vaekst for sma vaekstfaktorer
a) Benyt dit veerktgjsprogram til at bestemme vardierne af I.generation_nr Blortalindivider € B ]

y, skridtvis i et regneark. Anvend fx startvaerdi I=Seq(ﬂ,n,0,100) I

¥, =0.0001, som skrives i startcellen, og anvend fx 0 0.0001 --
1 0.000112

fremskrivningsfaktoren a=1.125 svarende til en vaekst pa I 5 0.000127

12,5% pr. tidsenhed. | cellen for y, angives celleformlen I 3 0.000142

a-(1-y,)-y,. Herefter kan du fremskrive antallet af

individer celle for celle i fx 100 skridt.

b) Plot antal individer y, som funktion af antal _ ] |
. © 0.09
generationer n. =
=
¢) Undersgg, hvor godt dit plot passer med den 5 0.06]
logistiske funktion ved at udfgre en logistisk % 0.037
regression. 0.00]

T T T T T T T T T T
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generation_nr

© 2018 L&R Uddannelse A/S ® Vognmagergade 11 e DK-1148 e Kgbenhavn K e TIf: 43503030 ¢ Email: info@Iru.dk
& KOPIERING FORBUDT



Hvad er matematik? 2 IR
ISBN 9788770668699 Uddannelse

Projekter: Kapitel 6. Projekt 6.4 Diskret logistisk vaekst - prototype for kaosteori EGMONT

@velse 5 Diskret logistisk vaekst for store vaekstfaktorer
a) Indfgr en skyder for vaekstfaktoren a, der kan antage vaerdier mellem 1 og 4 i passende sma skridt fx 0.001, og en

tilsvarende skyder for begyndelsesvaerdien y,, som antager vaerdier mellem 0 og 1 i passende sma skridt, fx
0.01. Benyt dit vaerktgjsprogram til at bestemme vaerdierne af y,_ skridtvis i et regneark for de fgrste 100
generationer, idet du tilleegger startcellen en passende startvaerdi bestemt af skyderen pa fx y, =0.5.

b) Tegn grafen for antal individer y, som funktion af antal generationer n.

A generation_nr Blantal_individer ¥5| 144 | atal=3.92¢7
*|=seq(n,n,0,100)
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c) Variér vaekstfaktoren a, og prgv at beskrive opfgrslen af systemet!
Prgv ogsa at variere begyndelsesvaerdien: Hvilken indflydelse har begyndelsesvardien pa opfgrslen?

@velse 5 Sommerfugleeffekten
a) Anvend nu i stedet startveerdi y, =0.05, som skrives i startcellen, og anvend en passende stor vaekstfaktor fx

a=3.8. Plot igen antal individer y,som funktion af antal generationer n.
b) Skift derefter startvaerdien ud med fx y, =0.05000000001 . Tegn grafen for den nye vaekstmodel i det samme

grafrum som den forrige. Konklusion?

Pa bogens website kan du finde en animation af den diskrete logistiske vaekstmodel, hvor du kan lege videre med
den. Animationen kraever brug af Tl Nspire.

Sommerfugleeffekten var ikke den eneste overraskelse den diskrete logistisk vaekst rummede. Matematikeren Yorke
havde i 1975 skrevet en artikel med den faengende titel: Period three implies chaos, for at opsummere hans
forblgffelse over det diskrete logistiske systems hgjst overraskende opfgrsel for store veerdier af a. Det var her ordet
kaos blev introduceret i matematikken. Du kan hente Yorkes artikel her.

Sa Jorden var allerede godt ggdet af et lille hold specialister, da May besluttede sig for i 1976 at skrive en review-
artikel til tidsskriftet Nature, der opsummerede betydningen af den diskrete logistiske veekstmodel og forsggte at
fange opmaerksomheden hos matematikere og fysikere i almindelighed, hvilket ma siges at vaere sket til fulde: Kaos-
teorien eksploderede i slutningen af 1970’erne og har siden vaeret med til at skabe et helt nyt syn pa, hvad det vil
sige at vaere en del af en deterministisk, men uforudsigelig verden.
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Herefter har Verhulst ikke vaere glemt igen!
Samtidigt slog May ogsa til lyd for, at det var pa tide med en andring i undervisningssystemet: Review-artiklen

afsluttedes med, hvad han selv kaldte en evangelisk bgnfaldelse:

”I would therefore urge that people be introduced to, say, equation X;,1 =a-X;-(1—X;) early in their
mathematical education. This equation can be studied phenomenological by iterating it on a calculator, or even
by hand. Its study does not involve as much conceptual sophistication as does elementary calculus. Such study

would greatly enrich the student's intuition about nonlinear systems.
Not only in research, but also in the everyday world of politics and economics, we would all be better off if more
people realized that simple nonlinear systems do not necessarily possess simple dynamical properties.”

Du kan hente Mays artikel her.

| kapitel O har vi forsggt at tage udfordringen op og undersggt den diskrete logistiske veekst naermere med de nye
numeriske og grafiske metoder, som computeren banede vejen for i 70’erne.
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