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Weierstrass’ €-6 definition

(1 film serien: 10 danske matematikere — 10 matematiske fortaellinger kan du finde filmen Lisbeth Fajstrup:
Deformationer og huller i rummet hvor vi far en indfgring i netop denne tilgang til graensevaerdi og kontinuitet. Lisbeth
Fajstrup viser i filmen, hvordan dette generaliseres til hgjere dimensioner og til funktioner af flere variable.)

Karl Weierstrass (1815-1897) publicerede ikke selv ret meget, men gennem sine bergmte forelasninger
prasenterede han en raekke nye tanker og metoder fra sin forskning. Han overgav genergst sine idéer til
sine hgjt kvalificerede studerende, som faerdiggjorde og mangfoldiggjorde disse. Weierstrass blev tidligt sa
syg, at han ikke kunne sta op og skrive under en forelaesning. Han sad derfor ned og dikterede til en
studerende, der pa hans bud malede tavlen fuld. Denne anstrengende arbejdsform var givetvis
medvirkende til, at Weierstrass” gennemarbejdede sine foreleesninger ned til den mindste detalje, hvorved
de studerendes notater faktisk fik karakter af leerebgger. Netop gennem kopier af studerendes notater og
gennem de artikler, hvor Weierstrass’ studerende bearbejdede hans resultater fik den matematiske
omverden hurtigt kendskab til disse nye ”"Weierstrasske krav til stringens”, og hans metoder satte
standarden for pracision.

Det centrale sp@grgsmal var at fa styr pa graensevaerdibegrebet:
f(x)—>L nar x —a

Hvad skal vi forsta ved denne formulering?

Vi begynder med en fglge af x-veaerdier, og derefter ser vi pa, hvad der sker med f(x)’erne. Men vi lgber

som fgr omtalt ind i problemer: Hvordan kan vi vide at den fglge, vi begyndte med, er typisk? Ville vi fx fa
samme resultat med en hvilken som helst anden fglge af x’er?

Weierstrass Igser problemet ved at vende problemstillingen 180° rundt — hvad er det, vi vil frem til? Vi vil
gerne opna, at forskellen pa f(x) og L kan ggres vilkarligt lille (ved at veelge x pa en bestemt made).

Weierstrass tager saledes udgangspunkt i denne konklusion.

I”

Vi forestiller os "et spil”, hvor vi star overfor en modstander, der udfordrer os ved at fastleegge et meget

. . 1 .
snaevert interval om L. Han vaelger maske en afstand fra L pa sz,OOl . Dvs. han kraever, at vi med den

felge af x-veerdier, vi vaelger, finder en funktionsveerdi, der ligger i et y-interval svarende til

[ L—0,001; L+0,001]. Maske veelger han en afstand, som er endnu mindre! Modstanderen er snedig! Han
indfgrer en vilkarligt lille stgrrelse & (det graesk bogstav epsilon) for afstanden til L. Nu er det sa vores
opgave at fastleegge et x-interval omkring a, saledes at nar x ligger i dette interval, sa er vi sikre pa, at f(x)

ligger i det gnskede y-interval omkring L. Den nemmeste made at bestemme et passende interval omkring
a er at angive et tal ¢ (det graesk bogstav delta), der maler afstanden fra x til a. De omtalte intervaller er
saledes:

Jo=]l-&;l+¢] og Iy=]a-6;a+5]

Weierstrass’ definition pa graensevaerdi lyder sa:

Definition. Graensevaerdi (1. Version)
f(x) har greenseveerdien L, nar x gar mod a, eller udtrykt i formelsprog:

f(x)>L nar x—>a
hvis der til ethvert £ >0 eksisterer et 6 >0, saledes at der for x=a geelder:
xels= flx)el;

eller udtrykt med ord: Hvis x ligger i intervallet /5, sa vil f(x) ligge i intervallet J, .
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@velse 1.1
Bemaerk, at vi i definitionen kun ser pa x-vaerdier, hvor x=a. Det ggr vi, fordi f(x) jo sagtens kan have en
greensevaerdi uden at vaere defineret i a. Overvej hvordan, og skitser et eksempel pa dette.

Den situation, der beskrives i definitionen, kan illustreres
saledes:
1. Forstveelgesintervallet J..

2. Jg fastleegger nu via grafen de ydre graenser for intervallet

l.
3. Ié- kan veelges pa utallige mader fx som vist pa figuren.

Herefter kontrolleres, at: xels = f(x)eJg, dvs. at f forer

x op ad den skraverede vej.

Nar vi skal til at udnytte definitionen til at regne, er det ofte en fordel at have den skrevet med uligheder i
stedet for intervaller, idet vi udnytter, at den numeriske vaerdi af et tal jo netop angiver hhv. den positive

og den negative vaerdi af tallet. Fx er Igsningen til uligheden |x—2| <1 alle de tal, hvis afstand til 2 er hgjst 1,

dvs. —1<x—2<1, hvilket kan reduceres til, at 1< x <3, altsa skal x ligge i intervallet ]11;3[.

Definition. Granseveerdi (2. Version)
Vi siger, at f(x)—L nar x —>a, hvis der til ethvert & >0 eksisterer et 6 >0, saledes at:

0<|x—a|<5:>|f(x)—L|<g

@velse 1.2
Kontroller ved hjaelp af illustrationen, at de to definitioner udtrykker det samme.
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