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Produktreglen bevist med tretrinsreglen

| beviset far vi brug for, at differentiable funktioner ogsa er kontinuerte. Dette er vist i seetning 7

Definition. Kontinuitet i et bestemt punkt
En funktion f siges at veere kontinuert i xo, hvis der geelder:

Nar x = x, Vil f(x)—>f(x,)

Saetning. Differentiation af et produkt.
Antag funktionerne f og g begge er differentiable i punktet x,. Sa er ogsa produktet h=f-g

differentiabel i x, med fglgende differentialkvotient:

H(x0)=(f+9) (%o) = (x0)-Glxo) + F(Xo)-g'(xo)

Beuvis.
Ifglge forudsaetningerne har vi, at f er differentiabel i xy, og g er differentiabel i x dvs.:
Nar x — xq Vil F-fx) — f'(xg) og 9 -glx) —9'(xg)
X—Xg X—Xg

Vi far endvidere brug for, at g er kontinuert i xg, dvs.:

Nar x = x, Vil g(x)—>g(x,)
Ideen i de omskrivninger der fglger nedenfor er, at na frem til de to udtryk ovenfor for sekanthaeldningerne
for henholdsvis f og g.

Vi undersgger h ved hjalp af tretrinsreglens fgrste version:

1. Opskriv sekanthaldningen for funktionen h

h(x) —h(xg) (f~g)(x)—(f-g)(xo)

X—Xp X—Xg
2. Omskriv sekanthzeldningen:
(f-9)()=(f-9)(x0) _ f(x)-g(x) - f(xq)-glxo)

X—Xg X—Xp

Anvend definitionen pé (f-g)(x)

_ f(x)-9(x) = flxo)-9(x) + flx0) -9(x) = f(x0) - 9(x0)

X—Xo

Samme led traekkes fra og leegges til

(F(x)=f(x0))-gx)+ f(x0)-(g(x)—gl(xo))

= Seet udenfor parentes
X—Xg

_(fx)-f(x0))-9(x) LX) -(9(x)—g(xp))

= Anvend brgkregel for sum af brgker
X—Xg X—Xg

_WIZ100) o ). (900 =0o)
X—Xg X—Xg

Anvend brgkregel for at gange pa brgker

Vi har nu fdet skilt de to brgker ud, der netop er dem vi har styr pa, ndr vi lader x = xg .
| det f@rste led ganges g(x) pa brgken. Men pga. at g er kontinuert har vi ogsa styr pa denne, nar vi lader

X—)Xo.
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3.Lad x> xg:

f(xg) er en konstant og aendrer sig ikke under graenseovergangen.
De to brgker har vi som omtalt styr pa ifglge antagelsen.

Og for g(x)ved vi, at ndr x = x, vil g(x) > g(x,).

Regneregler for graensevaerdier giver os nu:

(f(X)—f(xo))‘g(x)”(xo)‘(g(X)—g(xo)) N

f'(xg)-a(xg)+ f(xg)-g'(x0)
X—Xg X—Xp

h(x)—h(xo)
X—Xo

Dvs. — f'(x9)-g(xg) + f(x0)-g'(xo)
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