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Projekt 5.9 Keplers vintgnder — Empiri og teori bag rumfangsbestemmelse hos
Archimedes og Kepler

1. Indledning

Kepler fortzeller selv om hvordan han i 1613 blev optaget af problemerne med opmaling af vintgnder:

"Da jeg i november sidste ar havde hjembragt en ny kone til mit hus, var det netop pa dette tidspunkt, at en
omfattende og lige sa fremragende vinhgst blev f@rt op pa utallige pramme langs Donau, og overfloden af denne
rigdom blev fordelt til vores Noricum?, sa hele flodbredden i Linz var overstrget med vintgnder, der blev tilbudt til en
overkommelig pris. Fordi min pligt som aegtemand og en god familiefader kraevede at jeg forsynede mit hus med det
ngdvendige lager, lod jeg mange tgnder hente til mit hus, for at opbevare dem der. Fire dage senere kom nu
seelgeren med en malestok, som han brugte som det eneste vaerktgj, for at opmale alle tgnder uden at tage hensyn
til deres form eller foretage eventuelle beregninger. Han satte spidsen af jernstangen skaevt ned i spunsen af den
fulde tgnde indtil den naede bunden af det cirkulzaere traelag, som vi i det lokale sprog kalder basen. Nar han pa
denne made havde fundet begge sider af laengden fra toppen af fadrundingen til det laveste punkt i de to cirkulaere
baser, fandt han pa staven det maerke, der svarede til det punkt, hvor denne leengde ophgrte, og angav antallet af
spande vin, der var haeldt op i tgnden, og satte det fastlagte antal i forhold til prisen.

Det virkede underligt, hvis det skulle vaere muligt at afggre rumfanget af en halv tgnde alene ud fra den fastlagte
linje pa tveers af tgnden, og jeg var i tvivl om palideligheden af disse malinger. "
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Opmaling af vintgnder: Figur fra Adrianus Metius 1633.
Vintgnden opmales ved at finde leengderne OB og OE fra spunshullet O
til bundpunkterne B og E for vintgnden i begge retninger.

Kepler kastede sig derfor ud i et omfattende studium af vintenders rumfang, der resulterede i veerket
Stereometria Doliorum Vinarium (Rumfangsberegninger for vintgnder) fra 1615, som han selv kaldte for et
supplement til Archimedes. Her foregreb han dels den tidlige differentialregning ved at undersgge
forskellige optimeringsproblemer, dels den tidlige integralregning ved at udlede mange af Archimedes
rumfangsformler med simplere teknikker. Vi fortaeller mere om Keplers bidrag til integralregningen i A-
bogen. Her vil vi koncentrere os om at diskutere hans bidrag til den tidlige differentialregning.

Kepler forenklede problemet og betragtede i f@rste omgang de to halvdele af en vintgnde som cylindre. Og
det er udelukkende denne forenklede version vi her vil betragte.

Halv vintende

Som Descartes og Galilei var Kepler afskaret fra at bruge moderne funktioner og koordinatsystemer, sa han
ngjedes med at tabellaegge problemet for at fa indsigt i hvad der foregik.
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Her er en tabel fra Keplers Sterometria, der kaster lys over rumfanget af hans cylinder (svarende til en halv
vintgnde):

Hgjde Basisdiameter | Sgjlens omfang Tafel der bei der Ver-~
— fertigung der dsterrei-
1 20 399 chischen Fisser verwen-
2 20 - 792 deten Verh#ltnisse.
- Bagis- Inhalt
3 20 1173 Hohe dnrc!:ﬁ:aaar dc»'::-l S;ule
4 20 - 1536 1 20— 399
2 20— 792
5 19 + 1875 3 20 — 1173
4 20— 1536
6 19 + 2184 5 19+ 187
7 19 - 2457 6 19+ 2184
7 19 — 2457
— 9 18— 2871
9 18 2871 10 4 2000
10 17 + 3000 11 - 17— 3069
11 17 - 3069 it 3080
- 12 16 3072
Kvadratisk 3080 13 B4+ 2003
fordobling 14 14+ 2856
Einander gleich 2828
12 16 3072 15 13 4 2625
16 12 2364
13 15 + 3003 17 11— 1887
14 14 + 2856 18 8+ 1368
- 19 6+ 41
Lige store 2828 20 0 0
15 13 + 2625
16 12 2364 Tabel fra Keplers:
17 11 - 1887 Neue Stereometrie Der Fasser
18 8+ 1368 (Tysk oversaettelse 1908).
19 6+ 741
20 0 0

a) Undersgg Keplers tabel med stgtte i grafer og ligninger: Hvilken sammenhaeng gzelder der abenbart mellem
hgjden og diameteren i hans cylinder? Hvad er leengden af diagonalen a i hans cylinder? Hvilken formel har
Kepler brugt til at udregne det samlede omfang af cylinderen? Hvad er sammenhangen mellem omfanget
og rumfanget af cylinderen? NB! Der er et par trykfejl i tabellen! Kan du finde dem?

b) Hvad menes der med ’Lige store’ i tabellen? Hvad menes der med 'Kvadratisk fordobling’ i tabellen?

Ifglge tabellen ser det ud som om omfanget (og dermed rumfanget) er maksimalt, nar diameteren er et
sted mellem 11 og 12 og hgjden tilsvarende et sted mellem 16 og 17 og det maksimale omfang synes at
veere 3080. Kepler bemaerkede nu ogsa at omfanget kun varierer langsomt i neerheden af den maksimale
veerdi.

c¢) Undersgg variationen i omfanget af cylinderen og forklar med egne ord, hvad Kepler mon mener med at
omfanget kun varierer langsomt i naerheden af det maksimale omfang. lllustrer din forklaring med passende
tabeller og grafer.
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Fordi omfanget varierer sa langsomt lige i naerheden af maksimumspunktet, kaldes dette ogsa for et
stationaert punkt, idet vaeksten spa at sige gar i sta i dette punkt. Det er altsa her tangenten er vandret.
Heri sa Kepler nu en Igsning pa sit vintendeproblem: Hvis vintgndefabrikanterne i Linz benytter tgnder, der
ligger taet op af de maksimale tgnder, sa giver det god mening at bestemme deres rumfang alene ved en
opmaling af den halve diagonal fra spuns til modsat bind. Kepler malte nu pa sine vintgnder og fandt at de
netop 13 teet op af malene fra den optimale vintgnde! Det er ikke trivielt. For eksempel passede tgnderne
fra hans barndomsegn ikke med de optimale mal!

d) Forklar dette med egne ord!

2. Keplers cylinderproblem

Men Kepler var selvfglgelig ikke matematiker for ingen ting, sa han udmgntede resultatet af sine
undersggelser i en matematisk satning om cylinderens rumfang:

Satning V:
Blandt alle cylindre med den samme diagonal er den stgrste cylinder, dvs. cylinderen med det maksimale rumfang,
den, hvor forholdet mellem kvadratet pa diameteren og kvadratet pa hgjden er 2.

Det er denne saetning vi nu vil prgve at forsta:

a) Hvilken sammenhang gzelder der mellem hgjden h, diameteren D og diagonalen a?
b) Hvordan udregnes rumfanget for en cylinder?

c) Rumfanget af cylinderen afhaenger af savel hgjden h, som diameteren D. Vi kan nu eliminere en af disse
variable ved at udnytte resultatet fra spgrgsmal e). Hvilken af de to variable er den nemmeste at eliminere?

Du skulle nu gerne have udtrykt rumfanget ved en formel af typen

V(x)=%~x-(az—x2)

d) Hvilken rolle spiller den uafhaengige variabel i denne formel for cylinderens rumfang?
Det drejer sig altsa om at maksimere tredjegradspolynomiet p(x):x-(a2 —xz), hvor 0<x<a.

e) Hvilken sammenhaeng er der mellem dette tredjegradspolynomium og Keplers tabel?
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f)
passende graf.

Differentiér nu tredjegradspolynomiet og finde herved det stationaere punkt. lllustrér din Igsning med en
g)

Ggr rede for hvorfor det fundne resultat er aekvivalent med Keplers satning V om den maksimale cylinder
med en fast diagonal.

3. Maksimum for et tredjegradspolynomium a la Archimedes

Da Kepler ikke kendte til differentialregning og heller ikke til polynomier kan det veere veerd at overveje, hvordan han
sa kunne lgse problemet. Han kendte til Archimedes vaerker og i et af Archimedes vaerker bestemmer Archimedes
maksimum for tredjegradspolynomiet x’-(a—x) =k, jfr. Eksemplet om Archimedes’ undersggelse af kugleafsnit,

kapitel 3, afsnit 2. Vi vil nu se neermere pa hvordan Archimedes |gste dette optimeringsproblem og derefter kan du
selv prgve kraefter med Keplers problem

Archimedes udgangspunkt er kendskab til keglesnittene, i dette tilfaelde, parablen y=x’, og den ligesidede hyperbel
k
a—x

y =——. Lgsningen af tredjegradsligningen kan nemlig omformes til et tilsvarende problem om skaering mellem
disse to keglesnit:

X a-x)=k < =X

a_
Opret nu to grafrum lige oven over hinanden med

x

samme enheder pa x-aksen, sa du umiddelbart kan k=15
sammenligne de to grafrum. | det gverste grafrum

oprettes skydere for parametrene a og k, fx med
veerdiernea=3 og k= 1.

(-0.94224,3.5)
| det gverste grafrum tegnes graferne for

.38437,3.5)
tredjegradspolynomiet y =x”-(a—x) og sekanten

g
-

/ I'\I y=k
y=k .| det nederste grafrum tegnes graferne for de " '
. 2 k
to keglesnit y=x" og y=——. |
a—x |/ I
Bestem i begge grafrummene 4
skaeringspunkterne mellem graferne. Tilfgj ogsa

(=a_ X
1 3,0
-0.54 [I J
sekanten i det nederste grafrum som forbinder de
to skaeringspunkter.

38437,5.68521

Traek nu forsigtigt i skyderen for k (sma trin!). Hvad a-) =3, 71
sker der nar skaeringspunktet forsvinder? Hvad sker x= .
der med sekanten? Hvordan ligger de to grafer i -4 (3,0) 6
forhold til hinanden, nar de to skaeringspunkter er :
smeltet sammen til et skaeringspunkt? Hvilken
veerdi synes x at have i det feelles rgringspunkt?
Hvilken veerdi synes konstanten k at have?

,2.42697 )

© 2018 L&R Uddannelse A/S ® Vognmagergade 11 e DK-1148 e Kgbenhavn K e TIf: 43503030 ¢ Email: info@Iru.dk
& KOPIERING FORBUDT



Hvad er matematik? 2 IR
ISBN 9788770668699 Uddannelse

Projekter: Kapitel 5. Differentialregning. Projekt 5.9 Keplers vintgnder — Empiri og teori bag rumfangsbestemmelse EGMONT

For at komme videre i analysen ma vi have styr pa keglesnittenes tangenter. Det havde Archimedes fra Apollonius,
der pa rent geometrisk manér havde fundet tangenterne til keglesnittene. For parablen og den ligesidede hyperbel
geelder der de fglgende szerligt simple karakteriseringer, som vi gengiver i moderne formulering med brug af
koordinatsystemer:

Seetning 1: Tangenten til parablen y=a-x*> med rgringspunktet (x,,y,) skeerer x- \

. . . X .
aksen, dvs. tangenten i toppunktet, halvejs henne, dvs. i x=?° . Tilsvarende skaerer

den y-aksen, dvs. parablens akse, lige sa langt pa den anden side af toppunktet, dvs. 4_0_
. [0 [xo
iy==Y,. "

@velse Vis selv saetningen ved fgrst at opstille ligningen for tangenten gennem (xo,a-xoz) med brug af seetning 5 i

kapitel 5A, og dernaest indszette x =0, samt Igse ligningen y=0.

k
Saetning 2: Tangenten til den ligesidede hyperbel y =— med rgringspunktet (x,,y,)
X

skaerer x-aksen, dvs. den vandrette asymptote dobbelt sa langt ude, dvs. i x =2x,.

Tilsvarende skaerer den y-aksen, dvs. den lodrette asymptote, dobbelt sa langt ude,

dvs.iy=2y,.

k
@velse Vis selv saetningen ved fgrst at opstille ligningen for tangenten gennem (xO,X—) med brug af seetning 5 i
0

kapitel 5A, og dernaest indszette x =0, samt Igse ligningen y=0.

Bevaebnet med disse geometriske karakteriseringer af tangenter til keglesnit vender vi tilbage til Archimedes analyse
af tredjegradsligningen. | toppunktet for tredjegradspolynomiets graf har vi en vandret tangent. Det udnytter vi til at
finde maksimumspunktet ved hjaelp af differentialregning. Men samtidigt er det ogsa der, hvor parablen og den
ligesidede hyperbel har en feelles tangent! Det kan vi nu udnytte til at finde maksimumspunktets x-vaerdi, dvs.
rgringspunktet for den feelles tangent.
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Archimedes var kun interesseret i madlbare L= ¥ a=3

stgrrelser (positive tal!), dvs. hvad der foregar i 0=)=1.u o#ﬁb.
fgrste kvadrant. VI kan derfor gratone de andre

kvadranter, sa det er tydeligt at
tredjegradsligningen har 0, 1 eller 2 positive y=k
Igsninger, nar k er positiv, og at den vandrette
tangent netop svarer til tilfaeldet 1 positiv Igsning. /
Det gverste grafrum: \
Den kan findes med brug af differentialregning, idet / "
vi lgser ligningen for stationaere punkter: -

0=p'(x)=-3x"+2a-x
0=—x-(3x—2q)

X :g-a (i det x =0 ikke er positiv)

Det nederste grafrum: Uden differentialregning!

Da feellestangenten er en parabeltangent gaelder AB
= BC. Da fallestangenten er en hyperbeltangent
geelder tilsvarende BC = CD, dvs. de fire punkter A,
B, C og D ligger xkvidistant. Derfor geelder netop

2 . .
X, =§-a, hvor x, er x-koordinaten til det faelles

reringspunkt.
Vi kan selvfglgelig ogsa seette koordinater pa til sidst:

X
x,=0, X, :?O (fordi det er en parabeltangent), x. =x, og endelig x, =a . Men fordi det er en hyperbeltangent

geelder: x. —x, =x, —x, dvs.

Xy, ——=2=0a-x,

1-x =a-X

2 0 0

2 %=a

2 0

xozz'a

3

. , . . . . 2 4 ,1 4

| begge tilfaelde finder vi den tilsvarende veerdi for k til y, -(a—x,)=x, -(a—xo)zg-a -;azg-a .

| dag vil vi foretraekke at Igse optimeringsproblemet ved brug af differentialregning, fordi det giver en meget generel
metode, der fx virker pa alle polynomier. Men Kepler kendte ikke differentialregningen, hvorfor det blev Fermat, der
f@rst Igste problemet med at finde stationaere punkter for polynomier med brug af differentialregning. Sa Kepler var
henvist til at benytte Archimedes metode med skaering/rering af to keglesnit.
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4. Maksimum for et tredjegradspolynomium a la Kepler

Du kan nu selv prgve kraefter med Keplers problem. Keplers tredjegradspolynomium er givet ved
plx)=x-(a* —x*)

hvor a er diagonalen i cylinderen.

Ligesom fgr kan vi omskrive tredjegradsligningen p(x)=k sa den i stedet handler om skaeringen mellem to keglesnit,

k
nemlig parablen y=a” —x> og den ligesidede hyperbel y=—
X

a) Gor rede for detaljerne i omformningen.

b) Opret nu to grafrum lige oven over hinanden med samme enheder pa x-aksen, sa du umiddelbart kan
sammenligne de to grafrum. | det gverste grafrum oprettes skydere for parametrene a og k, fx med
veerdiernea=3 og k=1.

nederste grafrum tegnes graferne for de to keglesnit y=a’>—x* og y =

| det gverste grafrum tegnes graferne for tredjegradspolynomiet y = x-(a2 —xz) og sekanten y=k. | det
k
X

c) Bestem i begge grafrummene skaeringspunkterne mellem graferne. Tilfgj ogsa sekanten i det nederste
grafrum som forbinder de to skaeringspunkter.

d) Traek nu forsigtigt i skyderen for k (sma trin!). Hvad sker der nar skeeringspunktet forsvinder? Hvad sker der
med sekanten? Hvordan ligger de to grafer i forhold til hinanden, nar de to skaeringspunkter er smeltet
sammen til et skaeringspunkt? Hvilken vaerdi synes x at have i det feelles rgringspunkt? Hvilken veerdi synes
konstanten k at have?

e) Tagnu udgangspunkt i det gverste grafrum og udnyt differentialregning til at finde det stationaere punkt
med den vandrette tangent. Hvilken sammenhang geelder der mellem x, og a? Hvilken sammenhaeng

geelder der mellem k og a i det stationaere punkt? Kommentér resultaterne i lyset af Keplers egen Igsning pa
problemet.

f) Tag derefter udgangspunkt i det nederste grafrum og udnyt din viden om tangenter til keglesnit til at finde
en sammenhang mellem x, og a. Hvilken sammenhaeng gaelder der mellem k og a ndr de to keglesnit har en

faelles tangent? Kommentér resultaterne i lyset af Keplers egen Igsning pa problemet.
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