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Projekt 5.7 Hovedsaetninger om differentiable funktioner — et
opgaveforlgb

Projektet er en udvidelse af afsnittet i grundbogen, idet der er lagt en raekke opgaver ind. Vaelger man pad et
hold at arbejde med dette som supplerende stof, kan opgaverne styrke forstdelsen.

Middelvaerdisaetningen er et steerkt redskab i teoretisk matematik, hvorimod den mere sjeldent finder
anvendelse til Igsning af praktiske beregningsopgaver. Det skyldes, at seetningen har en anden karakter end
vi er vant til: Det er en sakaldt eksistenssaetning, der udtaler sig om, at der findes et tal, hvorom noget
bestemt gaelder; men saetningen siger ikke hvilket tal, eller noget som helst om, hvordan vi finder dette tal.

Rolles saetning, som vi f@rst viser, er et specialtilfaelde af Middelvaerdisaetningen; men vi viser den fgrst,
fordi den kan anvendes til at give et grafisk set letforstaeligt bevis for middelveerdiseetningen.

ROLLES SATNING
Hvis f er differentiabel i intervallet [a;b], og f(a)=f(b)=0, sa findes et ce|a;b[, hvor f'(c)=0.
Den grafiske situation kan veere fglgende:

eller

[
b d »

¥
a c b

Bemaerkning. Saetningen optraeder fgrste gang i en bog, som den franske matematiker Michel Rolle udgav i
1691. Rolle beviste ikke saetningen, men formulerer den som et hjalpemiddel til at Igse visse ligninger. Han
er ikke kendt for meget andet i matematikhistorien.

Bevis
Vi skelner mellem to tilfaelde:

1. ferkonstant lig med 0. Sa er f'(x) = 0 for alle x, og seetningen er indlysende sand.

2. ferikke konstant. Da f specielt er kontinuert, siger 2. hovedsaetning om kontinuerte funktioner, at
Vm(f) er et lukket interval: Vm(f)=[a;B]. o og B er henholdsvis minimum og maksimum, og mindst
ét af dem er forskelligt fra O; f.eks. B=0.

Maksimum antages i et tal ce]a;b[ : f(c)=B. Tegn situationen!

Seetningen om lokale ekstrema siger da, at f '(c) = 0.
Men det var netop pastanden i Rolles seetning, som hermed er vist.

Ved hjaelp af Rolles szetning vises nu:

MIDDELVZARDISATNINGEN
Hvis f er differentiabel i [a;b], s& findes et tal ce |a;b[, s8 f'(c) =M.
—a

Den grafiske situation kan veere fglgende:
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B

Bemaerkning 1:
f(b)-f(a)
b—a
fra A til B. Deraf navnet Middelvaerdisaetningen.

er haeldningen pa linjen /. Det er altsa i en vis forstand den gennemsnitlige stigning, nar vi gar

Bemaerkning 2:
Du kan her finde en animation, der illustrerer middelvaerdisaetningen for en vilkarlig kurve.

Bevis
Lad /(x) vaere den lineaere funktion, hvis graf er /.

Sder I(a)=f(a) og I(b)=f(b), og endvidere /'(x)=w for alle x.
—-a
Vi danner nu en ny funktion g: g(x)=f(x)—/(x)

g(x) opfylder betingelserne i Rolles satning:
Den er differentiabel, og g(a)=f(a)—/(a)=0, samt g(b)=f(b)—I(b)=0.

Vi anvender Rolles saetning pa g: Der findes et c e a;b[, sa

b)—fla
g'(c):O<:>f'(c)—/'(c)=O<:>f'(c)=l'(c)<:>f'(c)=%
Overvej hvorfra vi fik den sidste identitet!
Denne sidste identitet var netop pastanden i Middelvaerdisaetningen, som hermed er vist.

Bemaerk at konstruktionen af g rent grafisk svarer til at vi drejer systemet med f og / ned, sa A og B kommer
til at ligge pa x-aksen. Her anvendes Rolles satning — der er en vandret tangent — og vi drejer sa tilbage
igen, og far en tangenthaeldning svarende til stigningstallet for /.
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@VELSE 1 (forudsaetter, at man har gennemgdet integralregning.)
a) Anvend Middelvaerdisaetningen til at bevise Integralregningens middelvaerdisaetning:

Hvis f er kontinuert i [a;b], sa findes et tal c, sa:

b b
f(c):ﬁ f(x) dx eller skrevet pa en anden méde: If(x) dx=f(c)-(b—a)

a

(Hjeelp: Lad F(x) veere en stamfunktion til f(x). Opskriv middelvaerdisaetningen for F(x) i intervallet [a;b], og
udnyt definitionen pa det bestemte integral.)

b) Lav en tegning, hvor f(x) > 0 og giv en grafisk begrundelse for Integralregningens middelvaerdisaetning.
Vi har nu apparatet klar til at bevise:

MONOTONISATNINGEN
Hvis f er differentiabel i et interval |, sa galder:

1. f'(x)>0foralle xe/= fervoksendeil
2. f'(x)<Oforalle xel/=> feraftagendei/
3. f'(x)=0foralle xe/=> ferkonstanti/

Bevis for 1
Vaelg x; og x,, s& x; <Xx,. Viskal vise, at f er voksende, dvs. vise, at f(x,)>f(x,):

v

Betragt nu f pa intervallet [xl;xz], og anvend Middelvaerdisaetningen her:

(c) f(XZ)_f(Xl)'

Der findes et c mellem x, og x,,sd: f'(c)=
X2 =Xy
Omskriv til: f(x,)—f(xy)=5"(c)-(x,—x;)

Se nu pa fortegnet for hgjre side:

f'(c)>0 ifplge antagelsen i 1.

(x2 —xl) >0, idet tallene er valgt sadan.

Derfor er hele hgjre side positiv; men det betyder:

f(x,)—f(x,)>0, eller med andre ord: f(x,) erstgrre end f(x,).

Konklusion: x, <x, = f(x,)<f(x,), eller: f er voksende.

@VELSE 2

Gennemfgr selv beviserne med de andringer, der skal laves i punkt 2 og 3.
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1. Duerkgrtibil fraen by A til en by B 150 km borte. Turen tog i alt 2 timer. Argumentér for, at uanset
hvordan du kerte, sa var farten mindst én gang under turen praecis 75 km/t.

2. To fly pa ruten Kgbenhavn — New York starter samtidig fra hver sin lufthavn. Turen for begge fly tog 7
timer. Vis, at de pa et tidspunkt under flyveturen flgj med ngjagtig samme fart (bortset fra start- og
sluthastigheden pa 0 km/t).

3. lllustrer middelveerdisaetningen for f(x)zx3 +2x% —x+2 iintervallet [—2;2] :
a) Vis at pastanden i setningen er fglgende:
Der findes et tal ciintervallet [-2;2], 53 f'(c)=3.
b) Bestem det eller de tal c, hvor f'(c):3, og demonstrer derved, at seetningen er sand i dette
tilfaelde.

4. llustrer middelveerdisaetningen for f(x) =x? iintervallet [a;b] :
a) Vis at pastanden i seetningen er fglgende:

. . X b* —a’
Der findes et tal ci intervallet [a;b], s8 f'(c)= )

-a
b) Vis at dette svarer til ligningen: f'(c)=a+b.

c) Bestem det tal ¢, der opfylder denne ligning, og vis at dette ligger i [a;b].
d) [llustrer resultatet grafisk.

5.
a) Vis at safremt f er differentiabel og har 4 forskellige nulpunkter i [a;b], sa har f‘(x) mindst 3
forskellige nulpunkter i samme interval.
b) Generaliser pastanden i a) til situationen, hvor f har n forskellige nulpunkter i [a;b] .
6.
a) Vis at safremt f er to gange differentiabel i [a;b], og f har tre forskellige nulpunkter, da har
f"(x) mindst ét nulpunkt i samme interval.
b) Formuler selv, hvad der tilsvarende geelder om den tre gange afledede £, hvis f er tre gange
differentiabel i [a;b], og f har 4 nulpunkter i dette interval.
c) Anvend ovenstaende teknik til at argumentere for, at et n'tegradspolynomium hgjst har n
forskellige rgdder.
7.

a) Vis at sdfremt f og g er differentiable i [a;b], f(a)<g(a), og f'(x)<g'(x) for a<x<b,sa
gaelder, at f(x)<g(x) foralle xe[a;b].
(Hjeelp: Lav et indirekte bevis, dvs. antag der findes et xo, hvor f(x,)>g(x,), og udnyt sa

Middelvaerdiszatningen).
b) Vis tilsvarende: Hvis der yderligere gelder: f'(x)<g'(x) foralle x€[a;b], s er ogsa

f(x)<g(x) foralle xe[a;b].

8. (forudseetter kendskab til de trigonometriske funktioner)
Anvend resultaterne i opgave 7 til at vise fglgende uligheder: sin(x) <x<tan(x) ,for 0<x<7%.
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9. Vis Den generaliserede middelveerdisaetning:
Hvis f og g er differentiable i intervallet I:[a;b], og g‘(x);tO il,safindesettalcil, sa:

f(b)-f(a) _f'(c)
g(b)-g(a) g'(c)
(Hjaelp: Argumenter fgrst ved hjelp af middelvaerdisaetningen for, at g(b)—g(a)+0. Betragt dernaest
funktionen h(x)=(f(b)-f(a))-g(x)—(g(b)—g(a))- f(x), og vis h(b)—h(a)=0. Anvend sa endelig

middelvaerdisaetningen p& h(x).)

10. Vis ved hjaelp af resultatet i opgave 9, Den generaliserede middelvaerdisaetning, fglgende vigtige
satning til vurdering af graensevaerdier (seetningen kaldes I’'Hopital’s regel, opkaldt efter en rig fransk
adelsmand, der kgbte saetningen af en knap sa rig, men meget dygtig matematiker):

Hvis f og g begge har graenseveerdien 0 for x —a, hvis g(x) og g'(x)#0, ndr x#a, og hvis

f'(x) f(x)

—~—1,nadr x—a, sa gelder ogsa, at —= — L, nar x —>a.

g'(x) g(x)

Seetningen gaelder ogsa, hvis vi indskraenker os til at se pa graenseveerdier fra hgjre eller venstre.
(Hjaelp: Hvis f og g ikke er kontinuerte i g, sa lav en kontinuert udvidelse af dem, dvs. definér funktioner
F(x) og G(x), der er lig med henholdsvis fog g ndr x#a, og som begge er 0i a. Vaelg dernaest et x#a,
og vis ud fra Den generaliserede middelvaerdisaetning, at der findes et ¢ mellem a og x, sa:

f(x)_f'(e)

g(x) g'(c)

Foretag nu graenseovergangen x —a og konkludér ud fra ovenstaende ligning.)

11. Anvend opgave 10 til at finde fglgende (a, d og e forudszetter kendskab til de trigonometriske
funktioner):

sin(t
a) grenseverdien af L, fort—>0

4 3
b) grensevardien af X 3 —2x ,for x—0
4x° +5x

In(x)
x* -1

t—T1

c) grenseveerdien af ,for x—>1

d) greenseveerdien af ,fort—>m

1 1
e) grenseveerdien af —————,for x>0
x sin(x)

(For e: seet pa faelles brpkstreg, og udnyt reglen to gange.)
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. o . x—1
12. En opgave indeholder fglgende delspgrgsmal: Bestem monotoniforhold for f(x)= >

13.

14.

15.

16.

x> —x—6
Gor rede for, hvor praecis det er, vi anvender monotonisaetningen, og hvor vi anvender den fgrste
hovedsatning om kontinuerte funktioner.

Anvend monotonisatningen til at bevise fglgende formler:

In(%):—ln(x) In(x’):r-ln(x)

(Bemaerk: Du ma ikke anvende regnereglerne for logaritmefunktionerne; det er jo dem, vi er i feerd med
at vise. Du mé derimod anvende, at In'(x)=%, ogat In(1)=0)

(Hjeelp: Betragt funktionen g(x) :In(%)+ln(x) )

Anvend monotonisaetningen til at vise: e* >1+x, for x#0.
(Hjeelp: Opdel i to tilfeelde: x<0 og x>0, og betragt funktionen f(x)=e*—(1+x).
Alternativt bevis: Udnyt resultatet i opgave 7.)

a) Anvend monotonisaetningen og resultatet i opgave 14 til at vise:
2
X o
e >1+x+7, nar x>0.

b) Anvend monotonisaetningen og resultatet ovenfor til at vise:
2 .3
X~ X .
e >1+x+—+",ndr x>0.
2 3l

c) Generaliser resultatet ovenfor og vis:
2 3 4

e >1+x+—+=—+"—+..,ndr x>0.
2 31 4l

(Forudsaetter at man har gennemgaet integralregning)

Den centrale satning om stamfunktioner siger: Hvis f er kontinuert med stamfunktionen F, sa kan
enhver anden stamfunktion til f skrives pa formen: F(x) + k, hvor k er en konstant. Find beviset for
denne szetning, og gar rede for, hvor przecis det er, vi anvender monotoniszatningen.
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