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Projekt 3.7 Vinklens tredeling

Det er let at tredele et linjestykke. Eller for den sags skyld dele det op i n lige store dele, hvor nel] : Afsaet en
vilkarlig vinkel, hvor linjen | = AB ligger ud af det ene ben. Afszt n lige lange stykker ned af det andet ben, sa vi her
far punkterne P, P,, P, ..., P,. Forbind nu det sidste P, med B og tegn gennem P, P,, A, ..., P, linjer parallelle med

P.B . Dette kan ggres med brug af passer og lineal ved at afsaette vinklen ved P, i de andre punkter. Deres
skaeringspunkter med linjen / kalder vi for Q;, Q,, Q;, ..., Q,, og disse punkter deler AB i n lige store dele:

A Q1 Qz Q3 Q4 B = Q5 A Ql QZ B = Q3

Tilfleedet n =5 Tilfeeldet n=3

Nar dette er tilfaeldet, er det jo ikke en fjern tanke at rejse problemet om tredeling af en vinkel. Men det kunne
maerkvaerdigvis ikke Igses sa let — ja det viste sig at vaere ulgseligt. Men med flere hjeelpemidler gik det fint.

Archimedes tredeling af vinklen

Archimedes lavede den nok enkleste konstruktion, hvor han brugte en »indskydningslineal«, dvs. en lineal med
maleenheder. Han gjorde som fglger:

| enhedscirklen afsaettes den vin-

kel, vi vil tredele, i 2. kvadrant (se fi-
guren). Vi kalder vinklen 3v, og

gnsker altsa at finde en vinkel af
stgrrelse v.

Vi tager nu linealen, legger den,
sa den rgrer punktet A, saledes at vi
far afsat et stykke BC, der har E o F C leng-
den 1. Det kan vi ggre ved at prgve

os frem. Nar BC er afsat, er trekanterne OAB og OBC begge ligebenede, og ved at se pa vinkelsummen finder vi
vinklerne som vist pa tegningen og specielt:
1C=v,

altsa netop en tredjedel af den, vi begyndte med.

Pvelse
Gennemfgr beviset for at [] C =V.

| deres jagt pa en Igsning fandt de graeske matematikere frem til en raekke nye, komplicerede kurver, som
Kvadratricen, Konkoiden, Arkimedes’ spiral og andre, som man i dag studerer under vektorfunktioner. Men ingen af
dem kunne konstrueres med passer og lineal.

Gennem arhundrederne fortsattes forsggene, og mange troede, de havde fundet en Igsning, som de sa sendte til
matematikere og videnskabelige akademier i hab om bergmmelse og belgnning. Det gik sa vidt, at det franske
Videnskabernes Akademi i 1775 udsendte en erklzering om, at det fremover hverken ville bedgmme vinkeltrede-
linger, cirkelkvadraturer eller evighedsmaskiner.
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| deres begrundelse skrev de, at der gik rygter om, at regeringer havde udlovet store dusgrer til dem, som Igste pro-
blemerne, og at det var blevet til en sand galskab hos mange, som opgav deres arbejde og blev ganske forstyrrede i
hovederne og i gvrigt ikke ville tage imod fornuft og acceptere, at de Igsninger, de kom med, var fejlagtige.

Men det stoppede ikke de glade amatgrer, og mange lavede utroligt komplicerede konstruktioner, som var teet ved,
men aldrig eksakt lgste opgaven. Saledes bragtes i arene omkring 1930 i et af de store tyske matematiktidsskrifter
nogle artikler pa grundlag af en skraedders ihaerdige arbejde med passer og lineal. Den fgrste hed: »Die
Winkeldreiteilung des Schneidermeister Kopf« og den naeste: »Eine neue Winkeldreiteilung des Schneidermeister
Kopf«.

Oversaettelse af tredeling til tredjegradsligning.

Mere frugtbar var udviklingen blandt de arabiske matematikere omkring ar 1000. De fandt frem til, at
vinkeltredelingen kunne »oversattes« til et spgrgsmal, om en bestemt tredjegradsligning havde en Igsning. Dette
blev senere fulgt op af Descartes (1596 — 1650), der i sin praesentation af koordinatsystemet behandlede kurver af
tredje, fjerde og hgjere grad, for at vise den nye analytiske geometris overlegenhed. Descartes’ argument var -
udtrykt i moderne matematisk sprog - nogenlunde som fglger:

Lad os igen kalde den vinkel, vi vil tredele, for
3v, og begynde med at afsaette en vinkel pa 6v i
en enhedscirkel med centrum i O. De to
punkter A og D forbindes, og vi antager nu, at vi
kunne tredele vinklen pa 6v for at analysere
problemet ngjere. Tredeling af 6v ville give
vinkler pa 2v og punkterne B og C.

Trekanterne OAB, OBC og OCD er alle

ligebenede og har alle topvinklen 2v, dvs.

vinklerne ved grundlinjen er 90° — v, f.eks.
OA=0B=90°-v

Dvelse
Argumenter nu for fglgende:
1. 0 OAD =[] ODA=90°—-3v . (Vink: Trekant OAD er ligebenet).
2. I trekant ABE er [1 EAB lig med 2v, og [1 EBA=90°—v.
3. Trekanterne ABE og OAB er ligedannede.
4. Vis ved at udnytte punkt 3:
2
el s

[0

Vores mal er at kunne konstruere sin(v) ud fra kendskab til sin(3v), for sa kan vi ogsa pa enhedscirklen konstruere v
ud fra 3v.

Pvelse

Argumenter for dette.
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Vi gar nu efter at finde en sammenhaeng sin(v) og sin(3v). | sinv sinv
For at Igse den opgave vil vi udnytte, at trekant OAB er 1]
ligebenet, s |AB|=2-sin(v):

samt udnytte, at trekant OAD er A sin 3v sin 3v D
AD|=2-sin(3v):

ligebenet, sa

3v 3v

Nu mangler vi blot at fa AD udtrykt ved AB.

Pvelse

Se figuren med konstruktionen i enhedscirklen. Linjen / er parallel med OC, og skeerer AD i G. Argumenter for, at:
. |BC|=|GF|, og |DF|=|DC|=|AB|.
. |AD|=|DF|+|GF|-|GE|
. |AD|=3-|AB|-|GE|
4. | trekant BGE er [1 G=90°—v . (Vink: Udnyt, at / er parallel med OC, samt at vi har styr pa vinklerne i trekant OEF).
5. [0 E er ogsa lig med 90°—v, sa trekant BGE er ligebenet og ligedannet med trekant ABE. Vis ud fra dette:
BE[

GE|="—
1= Tag

=

w N

6. Fra en gvelse ovenfor har vi |BE| = |AB|2. Indsaet dette og vis:
|GE|=|ABf

7. Vis ud fra dette:
|AD|=3-|AB|-|AB’

8. Udnyt endelig de to sinus-omskrivninger til at fa felgende ligning:
sin(3v)=3-sin(v)—4-sin’(v)

Gennem gvelsen har vi oversat det geometriske spgrgsmdl om tredeling af en vinkel til det algebraiske spgrgsmal om
Igsning af en bestemt tredjegradsligning:
Givet tallet sin(3v). Find det x, der opfylder:

—4x3 +3x= sin(3v)

Dette x er sa sin(v) , og kan pa enhedscirklen give os v.
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Tredeling af en vinkel pa 30°. Vi ved, at sin(30°) :% . Altsa findes sin(10°) ud af ligningen:
—4x° +3x=1 eller 8x° —6x+1=0
Det medfarte ikke, at man nu kunne Igse problemet med passer og lineal. Men overseettelsen fra et geometrisk til et

algebraisk problem skulle vise sig at veere et afggrende redskab til at bevise umuligheden af at Igse opgaven. Det
unders@ger vi naermere pd A-niveau.
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