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Projekt 3.6 Polynomierne i Pascals trekant

Pascals trekant er et bergmt og uhyre centralt z 2l 3 4 s e 71 8 9 10
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talmgnster i matematik, som vi allerede har strejfet e 2 b4 7 s it Ardr
i C-bogen. Vi vil nu prgve at forsta strukturen af ; 7% ‘; y : “L2x 14
tabellen i lidt stgrre detalje. | den forbindelse spiller NS o] ¢
. 36
polynomier en helt central rolle. A EATA AL
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Typisk frembringer man Pascals trekant ved at s/ Vs s /10y
udfylde de to yderste lag med 1-taller og derefter sl U6 | | e | e
Vv
resten ved hjzlp af sumreglen: AL AL La
81 8 36
Hvert nyt element er netop summen af de to
foregdende lige til venstre og lige ovenover (lidt i i 197 I
ligesom i Fibonacci-talraekken, men her altsa i to ol
dimensioner). Pascals egen tegning af den "aritmetiske trekant’

@velse 5.7
Ga ind i dit regneark og opbyg pa denne made Pascals trekant: Sgjle A og reekke 1 udfyldes med 1-talle. Overvej
derefter hvilken celleformel du skal saette i B2 og traek den derefter igennem resten af tabellen!

] < o] [E ] <] H N [4
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 g8 9 10
1 3 6 10 15 21 28 36 45 55
1 4 10 20 35 56 84 120 165 220
1 ] 15 35 70 126 210 330 495 713
1 6 21 56 126 252 452 792 1287 2002
1 7 28 g4 210 462 924 1716 3003 5005
1 B8 36 120 330 792 1716 3432 6435 11440
1 9 45 165 495 1287 3003 6433 12870 24310
1 10 55 220 715 2002 5005 11440 24310 48620
1 11 66 286 1001 3003 8008 19448 43758 92378

@velse 5.8

a) Kig grundigt pa tabellen: Hvilken sammenhang er der mellem to nabosgjler i tabellen? Dette giver anledning
til en ny celleformel, der kan traekkes rundt i regnearket, men man kan ogsa anvende en listeformel til at
frembringe den nzeste sgjle i ét hug ud fra den foregdende. | det fglgende forudsazettes derfor at dit regneark
kan regne med lister.

b) Opret et nyt regneark og frembring nu Pascals trekant ud fra det nye princip, hvor enhver sgjle er en simpel
funktion af den foregaende. Navngiv samtidigt sgjlerne, fx ind_0, ind_1, ind_2, ind_3 osv., sa du kan
handtere de enkelte sgjler som variable. Du far ogsa brug for en ny sgijle til at angive placeringen i talfglgen.
Indskyd derfor en ny fgrste sgjle og navngiv den x_var og giv den veerdierne 0, 1, 2, ...
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x_var Bind_0ind_1®ind_2Bind_3®ind_4&ind_s™ind_6Mind_7 Mind_s Mind_o®ind_10
=cumul=cumul{=cumul=cumul=cumul=cumul =cumul{=cumuli=cumul=cumula
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 3 4 5 5] 7 8 9 10 11
2 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66
3 1 4 10 20 35 56 84 120 165 220 286
4 1 5 15 35 70 126 210 330 495 715 1001
5 1 6 21 56 126 252 462 792 1287 2002 3003
6 1 7 28 84 210 462 924 1716 3003 5005 8008
7 1 8 36 120 330 7920 1716] 3432 6435 11440( 19448
g 1 9 45 165 4951 1287 3003 6435) 12870 24310| 43758
9 1 10 55 220 715) 2002) 5005 11440 24310| 48620( 92378
10 1 11 66 2686 1001 3003 8008| 19448| 43758| 92378| 184756

Kigger man pa sgjlerne i den nye tabel ses det tydeligt at sgjle ind_0 er konstant, sgjle ind_1 er linezer (idet den
vokser med 1 hver gang) samt at sgjle ind_2 giver de sakaldte trekanttal:

0]
0] 00
0] 00 000
0] 00 000 0000
0] 0o 000 0000 00000 ..

1 3 6 10 15

Sgjle ind_3 giver tilsvarende de sakaldte pyramidetal:
Det fgrste pyramidetal: 1
Det andet pyramidetal: 1 +3 =4
Det tredje pyramidetal: 1 +3+6 =10
Det fjerde pyramidetal: 1 + 3+ 6+ 10 = 20

Fortsaetter man saledes bliver det svaerere og svaerere at visuelise: De linezere tal svarer til linjestykker i 1 dimension,
trekanttallene til trekanter i 2 dimensioner, pyramidetallene til pyramider i 3 dimensioner, hvorefter vi skal til at
teenke i simpleks figurer i 4 dimensioner osv. Men selv om de er svaere at visualisere sa er de nemme at regne pa ©.

Det tydelige mgnster i tabellen ggr det neertliggende at tro at der findes en simpel formel for disse talfglger. Vi har
allerede fundet de to fgrste formler:

y=1 y=x+1
Men resten kan veere lidt svaerere at gaette.

@velse 5.9
a) Opret 3 grafer, hvor du afbilder variablen x_var ud af fgrsteaksen. Afbild tilsvarende variablene ind_2, ind_3

og ind_4 op af andenaksen.

b) Undersgg de tre grafer. Kan du finde en simpel regressionsmodel, der passer i de tre tilfaelde? Hvad hedder
de eksakte formler hgrende til regressionsmodellerne?

c) Hvor meget kan du nu sige om den generelle talfglge ind_k? Hvilken slags regressionsmodel vil passe med
denne talfglge?
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@velse 5.10

Sa laenge vi arbejder med regressionsmodeller, arbejder vi numerisk, og far derfor kun oplyst koefficienterne med en
vis begraenset ngjagtighed (typisk 10 decimaler). Laeg maerke til, at udtrykkene kan @ndrer en del karakter afhaengig
af hvor mange talpar, man medtager i regressionen. Men vi kan ogsa finde de eksakte regressionsmodeller ved hjzelp
af en eksakt regning, idet vi opstiller et symbolsk udtryk for den funktionstype, vi tror, er pa spil, og bruger solve-
kommandoen til at bestemme koefficienterne. Husk: Medtag kun et antal ligninger, der er 1 stgrre end graden af
polynomiet, dvs. 5 talpar ved fjerdegrads osv. Hvilket mg@nster tegner der sig?

@velse 5.11
Du kan allerede vaere kommet langt i din undersggelse af talfglgerne, men for at komme endnu videre kan det vaere
en god ide at undersgge graferne naermere.
a) Velg nu et vindue der viser regressionsmodellen i naerheden af (0,0), men sadan at du bade kan se hvad der
sker pa den positive side og den negative side af x-aksen. Find nulpunkterne for regressions-modellen.
b) Prgv ogsa at faktorisere regressionsmodellerne (meget gerne pa eksakt form).
c) Hvilken regel geelder der abenbart om regressionsmodellerne? Kan du nu opstille en generel formel for
tallene i Pascals trekant?

Her vil det vaere godt at stoppe op og preve at samle sammen hvad du indtil videre har fundet ud af ved at
undersgge Pascal trekant pa langs.

Det er kutyme at tegne Pascals trekant pa trekantform og nummerere tallene i Pascals trekant med to indices: Det
f@rste indeks kaldes n og fortaeller hvor langt ned i de vandrette raekker vi er kommet, idet reekkerne nummereres 0,
1, 2,3, 4,...Det andet indeks kaldes k og fortaeller hvor langt hen i den pagaeldende raekke vi skal, idet de enkelte
tal i reekken nummereres 0, 1, 2, ..., n. Det andet indeks svarer netop til at vi er i diagonalen ind_k fra gvelserne
Pascal pa langs.

10 10 5 1
1 46 ,15 20 15 6 1 n=6
1 21 35 35 21 7 1
1 8 56 70 56 28 8 1
1 6 84 126 126 84 36 9 1

@velse 5.12
a) Udtryk dine fundne formler for polynomierne i Pascals trekant ved hjzelp af indeksene n og k og tjek at de

fgrer til den samme formel!

| anvendelser af Pascals trekant bruger man ofte fakultetstallene 1, 2, 6, 24, 120, ... ,der fremkommer ved at gange
de naturlige tal successivt sammen, dvs. som et kumuleret produkt

11 =1 20=12=2 31=1-23=6 41=1-2-3-4=24
51=1-2:3-4-5 = 120 nl=123...n
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@velse 5.13

a) Omskriv din formel for tallene i Pascals trekant, sa den alene udtrykkes ved hjzelp af fakultetstal. Tjek
formlen numerisk i dit CAS-program:

E e B E E e ] e 5 3 =

k\m ] 1 2 3 4 3 6 7 g8 9 10
a 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 2 3 6 7 g8 9 10 11
2 1 3 6 10 15 21 28 36 45 35 66
3 1 4 10 20 35 56 84 120 165 220 286
4 1 5 15 35 70 126 210 330 495 715 1001
3 1 6 21 56 126 252 462 792 1287 2002 3003
6 1 7 28 84 210 462 924 1716 3003 5005 8008
7 1 g8 36 120 330 792 1716 3432 6435 11440 19448
8 1 9 45 165 495 1287 3003 6435 12870 24310 43758
g 1 10 55 220 715 2002 5005 11440 24310 48620 92378
10 1 11 66 286 1001 3003 8008 19448 43758 92378| 184756

b) Hvad svarer de to indekstal k og m til i Pascals trekant? Hvad hedder den celleformel B2, der er trukket rundt
i regnearket?

@velse 5.14
a) Hovedanvendelsen af Pascals trekant ligger i udregningen af potenser for to-leddede stgrrelser. Ga ind i dit

CAS-program og udregn de fgrste 10 potenser: Kvadratet pa en to-leddet st@rrelse, kuben pa et to-leddet
stgrrelse, bikvadratet pa en toleddet stgrrelse osv.

expand((a+ b)o) 1

l-a+1b

1-a’>+2-a-b +1-b?

expand((a + b)lo)

b) Hvilket mgnster observerer du? Kan du forklare hvor dette mgnster kommer fra?
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