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Projekt 1.4 Tagrende problemet — en instruktiv gvelse i modellering med IT.

Projektet kan bl.a. anvendes til et forlgb, hvor en af mdlsaetningerne er at leere om samspillet mellem
veerkt@djsprogrammernes geometriske og beregningsmaessige faciliteter.

Prolog

Det er velkendt at det st@rste rektangel med en fast omkreds er et kvadrat. Man kan nemt illustrere dette i
TI-Nspire ved at tegne et vilkarligt rektangel, male omkredsen og arealet og derefter lase omkredsen sa
vaerdien ikke lengere kan andres. Traekker man i et hjgrne af rektanglet kan man nu se, hvordan sporet
ligger pa en ret linje med haldning -1.
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Det er ikke sveert at begrunde hvor denne rette linje kommer fra og at den har to vigtige konsekvenser:
Hgjden er en linezer funktion af grundlinjen og arealet dermed en kvadratisk funktion af grundlinjen. Da
rektanglet udarter i enderne, hvor grundlinjen henholdsvis hgjden er nul, fglger det at arealet topper
midtvejs, dvs. det stgrste rektangel er netop et kvadrat. Man kan fylde mange detaljer ud, men vi forstiller
os altsa her at problemet er velkendt.

Problemet kan gives en drejning ved i stedet at forestille os at vi skal bukke en rektangulzer plade til en
tagrende og @nsker at opna det st@rst mulige tvaersnitsareal. Hvis vi bukker pladen symmetrisk i hver sin
side i en ret vinkel, far tvaersnittet form som et rektangel. Igen konstruer vi derfor et vilkarligt rektangel til
at repraesentere tvaersnittet af tagrenden og maler denne gang grundlinje, hgjde og areal for rektanglet.
Herefter kan vi udregne 'omkredsen’ for tagrenden (dvs. bredden af den metalplade vi har bukket), som er
givet ved

grundlinje + 2-hgjde
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Laser vi omkredsen kan vi igen traekke i et hjgrne af rektanglet kan man igen se hvordan sporet ligger pa en
ret linje, der denne gang far haeldningen -%:
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Igen er det ikke svaert at begrunde den rette linje. Det har to vigtige konsekvenser: Hgjden er en lineaer
funktion af grundlinjen og arealet dermed en kvadratisk funktion af grundlinjen. Da rektanglet udarter i
enderne, hvor grundlinjen henholdsvis hgjden er nul, fglger det at arealet topper midtvejs, dvs. det
maksimale rektangel fremkommer nar grundlinjen er netop halvt sa lang som bredden af det metalstykke,
vi har bukket. Det maksimale rektangel er altsa denne gang et halvt kvadrat.

Vi kan ogsa nemt forsta, hvorfor det ma blive et halvt kvadrat ved at appellere til symmetri. Hvis vi spejler
rektanglet i den gverste kant fas et dobbelt sa stort rektangel hvis omkreds netop er det dobbelte af
bredden for det metalstykke vi har bukket. Det dobbelte rektangel har altsa en fast omkreds, og dermed et
maksimalt areal, nar det er et kvadrat:
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Stykket: Vi folder en skra tagrende
| det ovenstaende antog vi at vi bukkede tagrenden sa den fik to vinkelrette sider, men den kunne jo lige sa
godt bukkes sa siderne vipper ud af. Denne gang far tvaersnittet altsa form som et ligebenet trapez.

| 59.6209°

8.85ecm

Spgrgsmalet at da: Hvordan skal man nu bukke metalstykket, sa tvaersnitsarealet bliver maksimalt. Dette er
et eksempel pa en HOT problemstilling, fordi der nu er to uafhaengige variable, dels grundlinjen for
trapezet, dels den vinkel vi bukker siderne i. Denne gang vil vi lgse problemet i stor detalje, sa vi starter
med at veelge en fast bredde pa fx 20 cm for det metalstykke vi vil bukke. Det betyder ogsa at den
maksimale grundlinje er 20 cm. | den anden ende har vi en grundlinje pa nul. Her omdannes trapezet til to
sider i en ligebenet trekant, hvor hver af siderne derfor er 10 cm.

For at konstruere en model af tagrendens tvaersnit starter vi derfor med at konstruere et vandret
linjestykke ASstop pa 20 cm og i det venstre endepunkt A konstruerer vi en cirkelbue med radius 10 cm.
Grundlinjen AB kontrolleres da af et punkt pa det vandrette linjestykke, mens endepunktet for det skra
linjestykke kontrolleres af et punkt © pa cirkelbuen. Laengden af de skra stykker kan fx findes ved at halvere
det resterende linjestykke BSstop.

g1=15.4526 cm
h=2.47447 cm
glh 38.237 T=28.237 cm?

g=1495 cm
s=2525 cm
g+2s 20

-:“_'."i 20

A 9=78518° M Bg;1 Stop!

64

Vi skal sa have indfgrt passende variable til at handtere det ligebenede trapez ABCD. Vi kan for det fgrste
male grundlinjen AB som vi kalder g samt den skra side BC, som vi kalder s. Vi ved da at der gaelder
sammenhangen g + 2s = 20 . Men vi kan ogsa male hgjden af trapezet, som vi kalder h og den udvidede
grundlinje for trapezet AB1, som vi kalder B1. Pointen er da at trapezet har det samme areal som rektanglet
med grundlinje AB; og hgjden h. Den udvidede grundlinje g1 kan ogsa opfattes som gennemsnittet af den
nederste og gverste grundlinje i trapezet. Trapezets areal er altsa som vist givet ved g, - h.

Da rektangler er nemmere at forsta end ligebenede trapezer er det smartere at bruge g: som den
grundlaeggende uafhaengige variabel!

Som f@r kan vi spore hjgrnepunktet C eller endnu bedre konstruere det geometriske sted for C (drevet af
punktet B).
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Sporet viser sig igen at vaere en ret linje, hvis haldning selvfglgelig afhaenger af haeldningsvinklen 8. Vi skal
senere vende tilbage til den pracise sammenhang. Her noterer vi blot at vi har fundet at hgjden h er en
lineser funktion af den udvidede grundlinje g;. Altsa er arealet g;-h en kvadratisk funktion af den udvidede
grundlinje.

Vi vil nu tegne grafen for denne kvadratiske funktion ved at overfgre den udvidede grundlinje g, til x-aksen
og arealet T til y-aksen. Grafpunktet (g1,T) kan da spores ved at traekke i B eller endnu bedre konstrueres
som et geometrisk sted frembragt af B.

res 7

le2.7]

Der fremkommer tydeligvis en parabelbue. Den nar ikke ned til begyndelsespunktet (0,0) fordi trapezet
slutter som en ligebenet trekant, der netop hgrer til endepunktet for parabelbuen. Vi kan nemt visuelt
bekrzefte at der er tale om en parabel. Fx kan man laegge tre punkter (pa den hgjre side af parablen!)
gemme deres koordinater i variablene (x1, y1), (x2, y2) og (x3, y3) og sa udfgre en kvadratisk regression. Vi
far da ogsa oplyst ligningen for parablen, der tydeligvis gar gennem (0,0) og (20,0).

Men den afggrende pointe er altsa at det maksimale ligebenede trapez fas nar den udvidede grundlinje g,
netop er 10.

© 2018 L&R Uddannelse A/S ® Vognmagergade 11 e DK-1148 ¢ Kgbenhavn K e TIf: 43503030 ¢ Email: info@Iru.dk
& KOPIERING FORBUDT



Hvad er matematik? 2 BR
ISBN 9788770668699 Uddannelse

EGMONT
Projekter: Kapitel 1. Projekt 1.4 Tagrende problemet — en instruktiv gvelse i modellering med IT.

Det er nemt at fa toppunktet med ind pa parablen, idet x-veerdien jo blot skal bindes til 10. Da alt er fgdt
dynamisk kan vi nu traekke i vinkelpunktet 6 og dermed andre pa trapezets form, hvorved parablen skifter
position. Vi kan nu spore det geometriske sted for parablen og dermed frembringe en indhylningskurve for
familien af parabler:
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Vi kan da se at der findes et hgjeste toppunkt for familien af parabler og vi kan ga pa jagt efter dette
hgjeste toppunkt, som giver det spgte maksimale trapez. Men vi kan ogsa skaerpe undersggelsen og lase
den udvidede grundlinje til 10, idet vi gentager konstruktionen men nu med udgangspunkt i den udvidede
grundlinje! Der er altsa kun én variabel tilbage vi kan variere pa nemlig haeldningsvinklen 8. Det er da ikke
sveert at fedte sig frem til et maksimalt areal i naerheden af 60°, men vi kan finde det mere praecist ved at
argumentere som fglger: Trapezet har fast udvidet grundlinje, sa arealet er stgrst mulig, nar hgjden MC er
stgrst mulig. Men hgjden MC er netop det halve af stykket AT pa den lodrette akse, fordi M er midtpunktet
af ASsop. Vi skal altsa presse skaeringen T med aksen sa hgjt i vejret som muligt.
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B M Stop
=43 0430
T=54 2155 cm?

Et blik pa figuren viser imidlertid at T kommer sa hgjt op som muligt, ndr sporet S, T er en tangent til
cirkelbuen. Lige praecis i denne situation opstar der derfor en retvinklet trekant med kateten 10 og
hypotenusen 20. Men sa er den retvinklede trekant netop halvt sa stor som den ligesidede trekant, dvs.
hzldningsvinklen er 60°:

g=60°
I=57.735 et

Opgaven kan altsa godt Igses rent geometrisk.
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Men vi vender tilbage til den foregaende situation, hvor vi har de optimale trapezer konstrueret som
funktion af haeldningsvinklen 8. Vi kan da konstruere grafen for det optimale areal T som funktion af
hzaldningsvinklen 6:

$rg 7
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Umiddelbart kunne man nu teenke at det maske var grafen for et polynomium, men det viser sig ikke at
veere tilfeeldet. Hvis vi vil lege videre med problemet ud over at fedte med figurerne ved at traekke i
retningspunktet 6, skal vi derfor have styr pa funktionsudtrykket!

Det kraever lidt trigonometri:

g1=13.2895 cm
h=2.34724 cm

L
gl-h 444832 T=44 4332 cm®
g=08.8cm
4 s=5L6cm
N g+2s 20
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20-10-cos] 20-g7 —cosl

Her ses den oprindelige konstruktion. Det vandrette stykke AU er givet ved 10 - cos(0). Det lodrette stykke
UB er tilsvarende givet ved 10 - sin(8). Det lodrette stykke B1C er netop trapezets hgjde h. Det vandrette
stykke AB; er netop den udvidede grundlinje ga.
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Skifter vi derfor over til de ensvinklede ligedannede trekanter med faelles toppunkt i Ssop fas derfor som
vist:
10 - sin(@ h sin(6
= S h= (20~ g )
20—10-cos(8) 20-—g; 2

— cos(6)

Det viser for det fgrste at hgjden i trapezet som tidligere pastaet afhanger lineaert af den udvidede

grundlinje. For det andet viser det, at den optimale hgjde (der fas ved at seette g; = 10) er givet ved
sin(0)

2 —cos(6)

Det er ikke en standardfunktion, som man sadan lige kan genkende. Men nu hvor vi har fundet den kan vi

nemt finde et funktionsudtryk for det optimale areal af trapezet hgrende til en given hzeldningsvinkel 6:

hOpt = 10 -

T —100 sin(6)
opt — 2 — cos(0)
Men det kan vi jo checke ved at afbilde funktionen
100) = 100 sin(x)
fi) = 2 —cos(x)

og sammenholde den med det geometriske sted for arealet som funktion af haeldningsvinklen 6:

t7s 7 .
100-saly] (60,57.735 )
E—COS(I)

f1ix]

Overensstemmelsen er perfekt. Tilfgjer vi ogsa grafen for den afledede kan vi nemt konstruere toppunktet,
der som forventet har vinklen 60°.

Vi kan ogsa skifte til en symbolsk udregning, hvor vi finder toppunktet (laeg maerke til at vi nu regner i
radianer, hvor vi hidtil har holdt os til grader).
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Med brug af en god dosis stramt styret variabelkontrol (hvad man ofte ma benytte i HOT sammenhange),
har vi altsa Igst problemet fuldsteendigt nu:

~_100-sin(g) Done
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Vi kan endda forsta Igsningen intuitivt pa samme made som i prologen. Hvis vi spejler det ligesidede trapez
i den gverste kant, fremkommer der en ret sa symmetrisk sekskant med en fast omkreds pa 40 cm. Den har
ogsa det dobbelte areal. Denne trekant skal vi da forsgge at maksimere ved dels at regulere pa grundlinjen,
dels haeldningsvinklen. Den optimale sekskant viser sig ad at vaere den allermest symmetriske sekskant
nemlig den regulzaere sekskant svarende til en ligesidet trapez med haeldningsvinklen 60°:

/

g=a0e°
I=58.052 cm*

Vi kan altsa bade forsta og diskutere Igsningen pa mange niveauer og set ud fra mange perspektiver.
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