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Supertiltrekkende cykler

1. Supertiltraekkende fikspunkter
| afsnittet om lineaere iterationer har vi set pa tiltraekkende og frastadende fikspunkter. Vi viste da seetning
2, ifglge hvilken et fikspunkt er tiltraekkende, hvis haeldningen a for den linezere iteration x,,, =a-x, +b1a

mellem -1 og 1:

a negativ: —1<a<0 a positiv: 0<a<1

| beviset sa vi at afstanden til fikspunktet x, formindskedes med faktoren |a| (den numeriske vzerdi af a) i

hvert trin af iterationen. Afstanden aftager altsa eksponentielt med grundtallet |a| :

n
|xn — Xy |= |a| -|x0 — Xy

Jo mindre |a| er jo hurtigere neermer x, sig derfor fikspunktet x, . Hvis iterationen skal naerme sig sa

hurtigt som overhovedet muligt skal den numeriske vaerdi af haldningen a derfor veere 0, dvs. haeldningen
skal selv veere 0. / sd fald siges fikspunktet at veere supertiltreekkende.

For en linezer iteration betyder det altsd at iterationsfunktionen er konstant x,,, =b, hvorfor iterationen
allerede efter den fgrste iteration havner i fikspunktet b.

For en ikke-lineaer iterationsfunktion, fx en kvadratisk f(x)=k-x-(1—x), gelder noget tilsvarende, idet vi
blot ser pa den lokale haeldning i fikspunktet i stedet for:
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X y=x
y =-0.85-x+1.20
y=x
fix) = k-x-(1 - x}
¥ = 0.85-x+ 0.02
f(x) = kx-(1 - x)
Xr
0 » 0 : LN
0 %,=0.5 1 0 X,=0.5 1

Teet pa fikspunktet ligner parablen en ret linje og iterationen opfgrer derfor stort set som om den var
linezer. Hvis specielt den lokale haeldning er numerisk mindre end 1 vil den derfor naerme sig fikspunktet,
idet afstanden stor set vil aftage med en faktor, der netop er den numeriske vaerdi af den lokale haldning. |
kapitel 4 om differentialregning preeciserer vi hvad der menes med lokalt lineaer og hvordan man udregner
den lokale hzldning. Her ser vi blot grafisk pa det. Men far den linezaere iteration laerer vi da at iterationen
konvergerer hurtigst muligt, nar den lokale haeldning er numerisk mindst mulig, dvs. nul. Den hurtigste
konvergens kommer altsa nar fikspunktet er et ekstremumspunkt, dvs. i dette tilfaelde et toppunkt for
parablen, dvs. nar x, =3. Ogsd i det ikke-linezere tilfeelde kaldes et sGdant fikspunkt for supertiltraekkende.

© 2018 L&R Uddannelse A/S ® Vognmagergade 11 e DK-1148 ¢ Kgbenhavn K e TIf: 43503030 ¢ Email: info@Iru.dk
& KOPIERING FORBUDT



Hvad er matematik? 2 BR
ISBN 9788770668699 Uddannelse

website: link fra kapitel 0, Hvad er matematik? EGMONT

Hvis vi lader startveerdien vaere % rammer vi ligesom i det linezere tilfaelde direkte ind i fikspunktet.
Ellers vil vi konvergere hurtigst muligt ind mod det supertiltraakkende fikspunkt:

1 1
1 k=2.00 1 k=2.00

= 0.00-x+ 0.00 y = 0.00-x+ 0.00

fx) = k-x-(1 - x) fx) = k-x-(1 - x)
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Supertiltrekkende cykler

Vi kigger derefter pa to-cykler: x, — x, = f(x,) > x, = f(f(x,)) . Vi ser derfor at {xl,xz} er en to-cykel,
praecis nar x, (eller x,) er fikspunkt for den dobbelt sammensatte iterationsfunktion f(f(x)). Men det
betyder jo sa at to-cyklen {xl,xz} er en supertiltraekkende to-cykel for iterationsfunktionen f(x), praecis
nar x, (eller x,) er et supertiltreekkende fikspunkt for den dobbelt sammensatte iterationsfunktion f(f(x))
. Vi skal altsa blot finde ekstremumspunkterne for f(f(x)). Men maksimumspunkterne for f(f(x)) ma
netop indtreeffe, nar f(x)=1, da f() er den stgrste funktionsvaerdi. Minimumspunktet indtraeffer
tilsvarende for x =1 (der altid er et ekstremumspunkt , idet der er vandret tangent pa grund af
symmetrien):

F
X0 k = 3.23607 v

1
=

¥ =flfx)

fix) = k-x+(1 - x)

x,=0.5

Altsa er to-cykel {xl,xz} en supertiltraekkende to-cykel, hvis enten x, (eller x, = f(x,)) har veerdien %. En

to-cykel er altsa tiltraekkende, netop nar den indeholder toppunktets x-vaerdi %. Pa figuren ovenfor har vi
illustreret den supertiltraekkende to-cykel.

Dette resultat udstraekkes til vilkarlige cykler. Du kan laese mere om dette i projektet om supertiltraekkende
cykler og Feigenbaums konstant.
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