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Kontrolspargsmal til alle afsnit af Hvad er matematik? Bind 2

Uddrag af forord til Hvad er matematik? Bind 2 - Opgavebog

Alle kapitler har faet en ny facilitet i forhold til de tidligere opgavebgger til C, B og A, nemlig et afsnit O:

"Begreber, satninger og formler, du skal kende fra kapitel [X]”

Dette afsnit er fgrst og fremmest teenkt som en hjzelp til den daglige lektielaesning og til en afsluttende
repetitionsfase. Afsnit O retter sig altsa i lige sa hgj grad mod fagets mundtlige dimension som mod den
skriftlige.

Vi har bestraebt os pa at skrive grundbogen, sa eleverne faktisk kan laese en matematisk tekst. Men for
enhver faglig tekst gaelder, at det f@rste gang man laeser den, er sveert at vide, hvad der er de vigtigste
begreber og oplysninger. Hvad er det iseer, man skal have tilegnet sig, efter at have laest teksten? Det
fremgar af spgrgsmalene i afsnit X.0.

Eleverne kan sadledes med spgrgsmalene selv evaluere, om de har styr pa det faglige emne. Og laererne kan
anvende disse opgaver, nar man giver lektier for, ved at udpege de relevante opgaver i afsnit X.0 for
eleverne. Endelig kan de anvendes i en repetitionsfase, hvor eleverne med brug af disse opgaver selv kan
arbejde stoffet igennem.

Der er derfor ikke facit til spgrgsmalene i afsnit X.0, men alle opgaver kan besvares ved opslag i
grundbogens kapitel X. Man kan evt. bruge stikordsregistret.

Vi har valgt ogsa at laegge spgrgsmal ind til alle de indledende fortzellinger i afsnit 1 i grundbogens kapitler.
Man skal i undervisningen daekke bade den historiske og den anvendelsesmaessige dimension af det faglige
stof, og de indledende fortaellinger er velegnede hertil. Men det enkelte hold vil sikkert kun gennemga
nogle fa af disse, og der er frit valg her. Derfor har vi lagt spgrgsmal ind til alle afsnit.

Bjorn Grgn  Bodil Bruun Olav Lyndrup
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0.0 Begreber, setninger og formler, du skal kende fra kapitel 0

Opgave 0.1
Hvad betyder jteration? Giv eksempler pa iteration med anvendelse af funktioner.

Opgave 0.2

En lineaer iteration med en given startveerdi kan illustreres ved hjzlp af en tabel, eller grafisk ved
anvendelse af en tidsserie eller ved et webdiagram. Forklar de tre metoder, og illustrer din
forklaring med eksempler.

Opgave 0.3
Hvad er et fixpunkt? Illustrer grafisk, at et tal, xo, er fixpunkt for en funktion f.

Opgave 0.4
Givet en linezer iteration med funktionen f(x)=a-x+b.

a) Forklar begreberne tiltraekkende og frastgdende fixpunkter.

b) For en iterationsproces kan der vaere en tredje mulighed, nemlig at iterationen er stationzer. Hvad
betyder der? lllustrer det grafisk.

c) Hvilken rolle spiller a-tallet for iterationsprocessen?

Opgave 0.5

a) Hvad er en kvadratisk iteration?

b) Antag, at iterationsfunktionen er f(x)=a-x:(1—x).1grundbogen s. 12 star der: ”“Startvaerdien x,
ligger mellem 0 og 1. Hvis de fglgende iterationer ogsa skal ligge mellem 0 og 1, ma vi forlange, at
der skal geelde 0<a<4.” Hvorfor det?

Opgave 0.6

a) lintervallet 1<a <3 er der ét tiltraekkende og ét frastgdende fixpunkt. Hvilke? lllustrer dette ved
hjeelp af en af metoderne fra 0.2.

b) Nar a bliver lidt stgrre end 3, opstar der tiltraekkende 2-cykler, 4-cykler osv. lllustrer dette ved
hjeelp af en af metoderne fra 0.2.

Opgave 0.7
a) Forklar, hvad figentraeet er et diagram over.
b) Forklar, hvad man mener med ”figentraeets fraktale struktur”.

Opgave 0.8

Feigenbaum undersggte iszer, hvad han kaldte periode-fordoblingen, og opdagede et mgnster heri,
der ledte ham pa sporet af en ny naturkonstant, som vi i dag kalder for Feigenbaums konstant.
Fortzel den historie! (Hint: Grundbogen, s. 16-17)

Opgave 0.9
Hvad menes med udtrykket fraktal struktur. Giv eksempler fra naturen.

Opgave 0.10
Mandelbrot publicerede i 1967 en artikel med titlen How long is the coast of Britain?
a) Hvad var Mandelbrots pointe med det spgrgsmal?
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b) Han indfgrte begrebet selv-similcer. Hvad betyder det?

Opgave 0.11

I grundbogens kapitel 0, afsnit 1.2 generaliseres det velkendte dimensionsbegreb, sa vi kan tilleegge
log(N

"kregllede” fraktale figurer en dimension, D, der ikke er et helt tal. Forklar formlen: D=— log(( )) ,
og(s

illustrer den med nogle fraktale figurer.

Opgave 0.12
a) Gor rede for den iterative proces, der frembringer Kochs snefnug? Kurven blev oprindelig
konstrueret med et helt andet formal end studiet af fraktaler. Hvilket?

log(4
b) Anvend formlen fra 0.11 til at vise, at kurven har dimensionen Iog§3; ~1.26
og

c) Vis, at kurven er uendelig lang, og argumenter for, at arealet er begraenset.

Opgave 0.13

a) Mandelbrotmaengden konstrueres i den komplekse talplan. Hvad er det for en iterativ proces, der
ligger bag figuren?

b) Hvad er det for komplekse tal, der indgar i selve Mandelbrotmaengden (det mgrke omsluttede
omrade)? Og hvad betyder de forskellige farvekoder pa den utroligt komplicerede rand om figuren?
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1.0 Begreber, saetninger og formler, du skal kende fra kapitel 1

Opgave 1.1

| 1637 udgiver den franske filosof Descartes et veerk, der bliver et af hovedvaerkerne i filosofiens
historie. Vaerket indeholder en raekke bilag, bl.a. et om regnbuen.

a) Hvad er titlen pa Descartes vaerk?

b) Hvad er hans begrundelse for tage disse bilag med?

Opsgave 1.2

Det var en gammel viden, at regnbuer opstar, nar sollyset reflekteres i regndraber.

a) Descartes anvender en sarlig metode, der giver ham mulighed for at gennemfgre eksperimenter
mht. at studere lysets gang. Hvad ggr han?

b) Hvordan forklarer Descartes regnbuen?

c) Hvordan forklarer Descartes biregnbuen?

Opgave 1.3

Det er en gammel viden, at regnbuen flytter sig, nar vi gar hen imod den, dvs. at regnbuen ikke er et
fysisk feenomen, men et optisk feenomen. | 1266 giver den engelske naturvidenskabsmand Roger
Bacon en geometrisk beskrivelse af regnbuen. Hvad er det for en iagttagelse, han har gjort mht.
regnbuevinklen?

Opgave 1.4
Redeggr ved hjzelp af en tegning for en solstrales gang i en regndrabe (Hint: Se tegning s. 32 og
gvelse 1.5 s. 34 i grundbogen)

Opgave 1.5

Givet et bestemt stof:

a) Hvad er definitionen pa stoffets brydningsforhold?

b) Hvad siger brydningsloven?

c) Antag, at vi star og ser pa en regnbue. Hvad er spredningsvinklen?

d) Spredningsvinklen er en funktion af indfaldsvinklen. Udled denne formel. (Hint: @velse 1.5, s. 34 i
grundbogen)

Opgave 1.6
Med baggrund i sit eksperiment forklarer Descartes, hvorfor der fremkommer forskellige farver i en
regnbue. Hvad er hans forklaring?

Opgave 1.7

En stor klasse af opgaver i matematik kaldes for optimeringsopgaver.

a) Hvad mener vi med optimering?

b) Hvis optimeringsproblemet oversaettes til matematik i form af en variabelsammenhaeng, hvad gar
sa det matematiske optimeringsproblem ud pa? Forklar det gerne grafisk.

c) Det er ikke altid, at Igsninger fundet i den matematiske model giver mening i det oprindelige
problem. Forklar dette med et eksempel.

(Hint: Se kapitel 1, afsnit 2, eksempel 3, s. 42f)

Opgave 1.8
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I Igsning af optimeringsproblemer bringes to forskellige metoder i brug: Lgsning med geometriske
metoder og Igsning ved opstilling af variabelsammenhange.
Redeggr ved hjzlp af eksempler for, hvad vi forstar ved de to metoder.

Opgave 1.9
| en matematisk tekst kan vi finde formuleringer som: "Tegn grafen i det relevante interval”. Hvad
menes med det relevante interval?

Opgave 1.10

Nar vi matematiserer optimeringsproblemer ved at indfgre variable, vil vi ofte have 3, 4 eller flere
variable. Hvilken teknik kan vi da anvende for at oversaette problemet til et, der vedrgrer optimering
af en funktion af én variabel? Giv gerne eksempler. (Hint: Se kapitel 1, afsnit 2, eksempel 4, s. 44f)

Opgave 1.11
Man taler om 4 faser i en matematisk modellering. Redeggr for disse 4 faser.

Opgave 1.12
Hvad menes med de 4 repreesentationsformer for variabelsammenhange?

Opgave 1.13

Da funktionsbegrebet blev indf@rt i 1700-tallet, var funktioner givet direkte eller indirekte ved
regneforskrifter. | vor tid har vi udvidet funktionsbegrebet. Hvad mener vi med dette? Hvad er
forskellen mellem dette og det oprindelige begreb?

Opgave 1.14

Nar vi udfgrer regneoperationer inden for tallenes, vektorernes eller funktionernes verden, taler vi
om forskellige love: Den kommutative lov, den associative lov og den distributive lov. Forklar disse
begreber.
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2.0 Begreber, seetninger og formler, du skal kende fra kapitel 2

Opgave 2.1

| 1537 udkommer en leerebog om ballistik, skrevet af den italienske matematiker Tartaglia.
a) Hvad er ballistik?

b) Hvad var Tartaglias vaesentligste opdagelser inden for ballistik?

c) Tartaglia opfandt et seerligt instrument, der kaldes Tartaglis kvadrant, til at bestemme
skudvinklen. Forklar, hvordan kvadranten anvendes.

Opgave 2.2
Pa Tartaglias tid i 1500-tallet var den graeske filosof og naturvidenskabsmand Aristoteles stadig den
store autoritet. Hvordan beskrev man i denne tradition en kanonkugles bevaegelse?

Opsgave 2.3

| 1592 gennemfgrer Galileis et eksperiment, der kommer til at betyde et opggr med Aristoteles
bevaegelseslaere.

a) Hvad gar eksperimentet ud pa?

b) Hvad var Galileis konklusion vedrgrende banekurven?

Opgave 2.4

| 1638 udgiver Galileis et samlet vaerk, hvor han fremlaegger sin nye teori om, hvilke love der geelder
for bevaegelser.

a) Hvad er titlen pa vaerket? Hvad er meningen med den titel?

b) Hvordan er Galileis egen situation, da han udgiver bogen?

Opgave 2.5

Udgangspunktet for Galilei er studiet af det frie fald.

a) Hvordan kan han med sin tids ure registrere en kugles bevaegelse i et frit fald?

b) Galilei nar frem til, at der er en sammenhang mellem det frie fald og de ulige tal. Hvad mener
han med det? Forklar det med en tabel eller et sildeben.

Opgave 2.6

Galilei argumenterer ud fra et klassisk princip om naturens indretning.

a) Hvad gar dette princip ud pa?

b) Galilei opstiller ud fra dette princip en bestemt sammenhaeng mellem hastigheden, v, og tiden, t, i
et frit fald. Hvad er det for en sammenhang? Opskriv det med symboler.

c¢) Hvilken konsekvens har denne formel mht. accelerationen i et frit fald?

Opgave 2.7

Ud fra formlen i 2.6 b) udleder Galilei en formel for sammenhangen mellem straekningen, s, som en
kugle falder, og tiden, t.

a) Opskriv denne formel.

b) Formlen udledes ud fra en geometrisk betragtning. Gennemfgr dette.

Opgave 2.8
Galilei bygger sin analyse af det skrd kast pa analysen af det frie fald. Forklar dette.

Opgave 2.9
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Gennemfgr udledningen af beveaegelsesligningerne for det skra kast (se s. 62-63).

Opgave 2.10

a) Hvad forstar vi ved graden af et polynomium?

b) Hvad er et nultegradspolynomium? Opskriv et eksempel.

c) Hvad er et fgrstegradspolynomium? Opskriv et pa symbolsk form.

Opgave 2.11
Opskriv forskriften for et andengradspolynomium, og forklar, hvad vi forstar ved koefficienterne. Giv
nogle taleksempler. Kan alle tal vaere koefficienter?

Opgave 2.12

Hvilken betydning for det grafiske forlgb af et andengradspolynomium har:
a) Koefficienten til x* ? Kommenter bade stgrrelse og fortegn.

b) Koefficienten til x? Hvordan kan vi ud fra en given graf aflaese fortegnet?
c) Konstantleddet? Hvordan kan vi ud fra en given graf aflaese fortegnet?

Opsgave 2.13

En parabel, der er graf for et andengradspolynomium, har en lodret symmetriakse.
a) Hvad er ligningen for denne lodrette linje?

b) Symmetriaksen skaerer parablen i et bestemt punkt. Hvad kaldes dette punkt?
c¢) Hvad er koordinaterne for dette punkt?

Opgave 2.14

a) Hvordan kan man bestemme forskriften for et andengradspolynomium ud fra 3 punkter pa
grafen? Kunne man have valgt tre tilfaeldige punkter i planen?

b) Hvordan kan man bestemme forskriften for det andengradspolynomium, hvis graf bedst
tilneermer 4 eller flere dataveerdier?

Opgave 2.15
Antag, at vi har lavet andengradsregression ud fra et antal datavaerdier. Hvad forstar vi ved
residualerne? Hvad er et residualplot?

Opgave 2.16

Givet en andengradsligning.

a) Hvad betyder det, at et givet tal “er en Igsning” til andengradsligningen?

b) Hvornar har en andengradsligning en Igsning?

c) Opskriv Igsningsformlen.

d) Lgsningsformlen udledes gennem en raekke omskrivninger. Hvad er den grundleeggende ide i
disse omskrivninger?

Opgave 2.17

a) Opskriv formeludtrykket for diskriminanten.

b) Hvad menes med at faktorisere et andengradspolynomium?
¢) Hvornar kan et andengradspolynomium faktoriseres?

Opgave 2.18
Hvordan lgses opgaver af typen: Skaering mellem en parabel og en ret linje?
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Opgave 2.19

| opgaver med gkonomisk optimering optreeder begreberne maksimalt udbytte og optimal
investering. Forklar de to begreber ud fra en grafisk skitse.

Opgave 2.20

Giv (mindst) to eksempler, hvor andengradspolynomier og -ligninger er i spil i I@sningen af det givne
problem. (Hint: Se grundbogen kapitel 2, afsnit 5)
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3.0 Begreber, setninger og formler, du skal kende fra kapitel 3

Opgave 3.1
Fgr computerne blev anvendt til design af bil-, fly-, og skibsmodeller, anvendtes mekaniske metoder,
der samlet blev kaldt for lofting. Hvad gik denne metode ud pa?

Opgave 3.2
Forklar princippet i den geometriske konstruktion af Bezierkurver (af tredje grad).

Opgave 3.3
| en Bezierkurve er punkternes koordinater (x(t),y(t)) begge funktioner af en parameter t. Hvilken
type funktion er der tale om?

Opsgave 3.4
Man har fgr kunnet tegne blgde kurver i en designproces. Hvad var det revolutionerende nye, som
Bezierkurverne skabte, i relationen mellem design og produktion?

Opgave 3.5 [GENTAGELSE]

En stor klasse af opgaver i matematik kaldes for optimeringsopgaver.

a) Hvad mener vi med optimering?

b) Hvis optimeringsproblemet oversaettes til matematik i form af en variabelsammenhang, hvad gar
sa det matematiske optimeringsproblem ud pa? Forklar det gerne grafisk.

c) Det er ikke altid, at nulpunkter og lokale ekstrema fundet i den matematiske model, giver mening
i det oprindelige problem. Forklar dette med et eksempel.

(Hint: Se kapitel 3, afsnit 2, @velse 3.3 s. 99)

Opgave 3.6

Nar vi selv skal beskrive det grafiske forlgb for en given funktion, har vi en raekke begreber til
radighed. Redeggr for disse, og forklar dem ved hjalp af grafskitser.

(Hint: Praxisboks, s. 102)

Opgave 3.7
Opskriv forskriften for et tredjegradspolynomium, og forklar, hvad vi forstar ved koefficienterne. Giv
nogle taleksempler. Kan alle tal vaere koefficienter?

Opgave 3.8

Hvilken betydning for det grafiske forlgb af et tredjegradspolynomium har:
a) Fortegnet for koefficienten til x°?

b) Fortegnet for koefficienten til x*?

c) Koefficienten til x? Hvordan kan vi ud fra en given graf aflaese fortegnet?
d) Konstantleddet? Hvordan kan vi ud fra en given graf aflaese fortegnet?

Opgave 3.9
Hvad forstar vi ved et vendepunkt og en vendetangent til en graf?

Opgave 3.10
Alle tredjegradspolynomiers grafer har et vendepunkt med tilhgrende vendetangent.
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a) Hvad mener vi med, at tredjegradskurver er symmetriske om deres vendepunkt?
b) Hvad er formlen for vendepunktets x-koordinat?

Opgave 3.11

a) Hvad forstar vi ved graden af et polynomium?

b) Opskriv en forskrift for et femtegradspolynomium pa standardform.

¢) Hvad er den afggrende forskel pa de grafiske forlgb af polynomier af lige grad og polynomier af
ulige grad?

Opgave 3.12
a) Hvad forstar vi ved en rod i et polynomium?
b) Hvad siger algebraens fundamentalsaetning?

Opsgave 3.13

Hvad kan vi med sikkerhed udtale os om vedrgrende antallet af rgdder, antallet af ekstrema og
antallet af vendepunkter for polynomier?

(Hint: Se kapitel 3, afsnit 3.1, specielt praxisboksen, s. 110)

Opgave 3.14

a) Hvordan kan man bestemme forskriften for et tredjegradspolynomium ud fra fire punkter pa
grafen? Kunne man have valgt fire tilfeeldige punkter i planen?

b) Hvordan kan man bestemme forskriften for det tredjegradspolynomium, hvis graf bedst
tilneermer 5 eller flere datavaerdier?

c) Hvordan ville du formulere tilsvarende spgrgsmal som i a) og b), hvis det drejede sig om
fierdegradspolynomier? Femtegradspolynoimier?

Opgave 3.15
Antag, at vi har lavet polynomiel regression ud fra et antal dataveaerdier. Hvad forstar vi ved
residualerne? Hvad er et residualplot?

Opgave 3.16

| kapitel 3, afsnit 4 gives eksempler pa anvendelser af polynomier.
a) Hvad er et Lorenzdiagram?

b) Hvad er Ginikoefficienten?
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4.0 Begreber, sa@tninger og formler, du skal kende fra kapitel 4

Opgave 4.1

a) Hvornar fandt den franske revolution sted?

b) Man inddeler historien i perioder, der er givet karakteristiske navne. Du kan finde en oversigt pa
indersiden af omslagene til Hvad er matematik? Hvad kaldes den periode, hvor den franske
revolution foregar?

c) | denne periode udgives i Frankrig historiens fgrste encyklopaedi. Hvad er en encyklopaedi?

Opgave 4.2

| kglvandet pa den franske revolution investeres stort i uddannelse og videnskab, og der etableres
bl.a. to bergmte institutioner, der stadig er aktive: Ecole Polytechnique og Ecole Normale. Hvad er
specielt formalet med disse to institutioner?

Opgave 4.3

En af de mange nyskabelser efter revolutionen er et nyt malesystem mht. laengder, vaegt, rumfang,
tid og andet; alt indrettet efter titalssystemet.

a) Hvad kan veaere arsagen til disse reformer?

b) Giv eksempler pa gamle mal?

c) Lykkedes projektet? Skete der det samme i andre lande?

Opgave 4.4

De f@rste logaritmetabeller blev skabt i begyndelsen af 1600-tallet.

a) Hvad var formalet med dette?

b) I videnskabshistorien tales om “den danske forbindelse” i forhistorien til udarbejdelsen af
logaritmetabellerne. Redeggr for, hvad dette gar ud pa.

c) Den grundlaeggende logaritmeregel er inspireret af den fundamentale potensregneregel. Forklar
denne sammenhaeng.

Opgave 4.5

John Napier, der var den fgrste, der tog fat pa at udarbejde logaritmetabeller, fandt pa ordet
logaritme, der betyder forholdstal.

a) Begrund, hvorfor han valgte dette ord.

b) Hvordan var Napiers formel for log(a-b) sammenlignet med den, vi bruger i dag?

c) Da Napier dgr, overtager Briggs arbejdet. Han indfgrer en forenkling af Napiers logaritmer. Hvad
gar den ud pa?

Opgave 4.6

| arbejdet med at reformere malesystemerne efter den franske revolution, besluttes det ogsa at
udarbejde nye logaritmetabeller.

a) Hvilke krav blev der opstillet til ngjagtigheden af tabellerne?

b) Der skulle beregnes en halv million vaerdier. Hvordan organiserede lederen Gaspard Prony dette
arbejde?

c) Forklar princippet i linezer interpolation.

d) Hvad blev den videre skaebne for Pronys tabeller?

Opgave 4.7
a) Hvad er det grundleeggende i logaritmernes vidunderlige egenskaber?
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b) Hvad kan forklare andre fags omfattende brug af logaritmer?

Opgave 4.8
Hvad er en logaritmisk transformation? (Hint: Se fx kapitel 4, afsnit 2, gvelse 4.8, s. 128)

Opgave 4.9
Hvad forstar vi ved det udvidede potensbegreb? (Hint: Se evt. Hvad er matematik? 1, kap. 3)

Opgave 4.10
a) Givet et tal 0. Hvad er definitionen pa log(a) ?

b) Hvad mener vi med satningen: Log er den omvendte funktion til 10" ?
c) Hvad betyder det for de grafiske billeder, at log og 10* er omvendte funktioner?

Opgave 4.11
Hvad er definitionen pa den naturlige eksponentialfunktion e*?

Opgave 4.12
| grundbogen s. 131 er givet to formler for Eulers tal, e. Formlerne indeholder begge uendeligt
mange tal. Forklar, hvordan formlerne skal forstas.

Opgave 4.13
a) Givet et tal a. Hvad er definitionen pa In(a) ?

b) Hvad mener vi med saetningen: Ln er den omvendte funktion til e*?
c) Hvad betyder det for de grafiske billeder, at In og e* er omvendte funktioner?

Opgave 4.14
Angiv de tre fgrste og grundleeggende logaritmeregneregler.

Opgave 4.15
a) Hvad er definitionsmaengden for log(x) og In(x)? Kan du begrunde det?

b) Hvad sker der med log(x) og In(x), nar x >o0?
c) Hvad sker der med log(x)og In(x), nar x > 0?

Opgave 4.16
a) Hvordan omskrives a” til formen e
b) Hvordan omskrives e**til formen a*?

k-x ?

Opgave 4.17
Hvad menes med pastande som: “logaritmefunktioner kan ekspandere meget sma intervaller og
komprimere uoverskueligt store intervaller”?

Opgave 4.18
a) Hvordan foretages en logaritmisk transformation af eksponentielle sammenhange?
b) Redeggr for variabelsammenhangen og det grafiske billede efter denne transformation.

Opgave 4.19
a) Hvordan foretages en logaritmisk transformation af potenssammenhaenge?
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b) Redeggr for variabelsammenhangen og det grafiske billede efter denne transformation.

Opgave 4.20

a) Hvordan er Richterskalaen indrettet? Hvordan kan man ud af din forklaring se, at det er en
logaritmisk skala?

b) Hvor meget vokser den udlgste energi med, nar vi gar et trin op pa Richterskalaen.

Opgave 4.21

Hvad var det, hun opdagede? — og hvordan gjorde hun det?

| 1936 gjorde den danske geolog Inge Lehmann en stor opdagelse vedrgrende Jordens opbygning.

Opgave 4.22
a) Hvad males med pH-skalaen? Hvor og i hvilken sammenhaeng blev skalaen skabt?
b) Hvad er pH-veerdien for neutralt vand?

Opsgave 4.23

a) Hvad males med decibelskalaen? Hvad svarer en decibelvaerdi pa 0 til?

b) Beskriv decibelskalaens indretning. Hvordan kan man ud af din forklaring se, at det er en
logaritmisk skala?
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5A.0 Begreber, satninger og formler, du skal kende fra kapitel 5A

Opgave 5A.1

a) | sidste del af 1800-tallet blev Askov Hgjskole den ledende kraft i hgjskolebevaegelsen. Hvad var
baggrunden for, at Askov Hgjskole blev oprettet?

b) Askov skilte sig ud fra andre hgjskoler ved et helt saerligt kursusprogram. Hvad var det saeregne
ved Askov?

Opgave 5A.2

Poul la Cour blev knyttet til Askov i 1878, og han etablerede et szerligt forsggscenter i 1890’erne.

a) Hvad var det for en baggrund, Poul la Cour havde, og som gav ham et godt afsaet for hans forsgg?
b) Hvad var opgaven for forsggscentret? Hvordan sa det omgivende samfund pa centrets
aktiviteter?

c) Hvordan vil du karakterisere Poul la Cour — som teoretisk eller som en eksperimental fysiker?
Begrund dit svar.

Opgave 5A.3
Giv en karakteristik af de to teorier til forklaring af, at fx en flyvemaskine kan flyve: stgdteorien og
sugningsteorien.

Opgave 5A.4
1 1919 viser den tyske fysiker Alfred Betz den lov om vindmgllers effektivitet, der siden blev opkaldt
efter ham. Hvad siger Betz’ lov?

Opgave 5A.5

Vindmgller udnytter luftens bevaegelsesenergi.

a) Hvad er den grundlaeggende formel for bevaegelsesenergi?

b) Indfgr passende variable, og opstil et udtryk for den energimaengde, som en vindmglle hgster af
en given luftmasse.

c) Hvad er sammenhangen mellem energi og effekt?

Opgave 5A.6

a) | grundbogens kapitel 5A, afsnit 1.3 udledes Betz’ lov. Redeg@r for omskrivningerne s. 151-52.
Hvad er det for en szerlig variabel, vi indfgrer for at fa et tredjegradspolynomium?

e) | den grafiske lgsning af det optimeringsproblem, der er fremkommet, udnyttes en szerlig
egenskab ved tredjegradspolynomier. Hvilken?

f) Giv en fortolkning af veerdien af de lokale maksima, du har bestemt.

Opgave 5A.7

Til enhver funktion knyttes begreberne definitionsmaengde og veerdimaengde. Forklar disse
begreber.

Opgave 5A.8

Hvad er definitionen pa3, at en funktion er kontinuert i et bestemt punkt?
a) Giv en sproglig forklaring, og giv eksempler.

b) Forklar det med graenseveerdier.

c) Forklar det med intervaller —illustrer med en tegning.
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(Hint: Grundbogen kapitel 5A, afsnit 2, s. 156-57, se tegningerne)

Opgave 5A.9
Hvad menes med formuleringen: Funktionen f er kontinuert?

Opgave 5A.10
a) Hvad siger skeeringsseetningen. lllustrer grafisk.
b) Hvad siger saetningen om mellemliggende veerdier. lllustrer grafisk.

Opgave 5A.11
Antag, at en funktion er kontinuert i et lukket og begraenset interval. Hvad kan vi sige om
veerdimaengden? Hvad kan vi sige om evt. ekstrema?

Opgave 5A.12

a) Giv en sproglig forklaring pa, at en funktion er differentiabel i et punkt.

b) Hvad forstas ved differentialkvotienten? (Hint: s. 161-62)

c) Redeggr ud fra definitionen for, at en konstant funktion f er differentiabel i alle punkter. Hvad er
fix)?

d) Redeggr ud fra definitionen for, at en linezer funktion f(x)=a-x+b er differentiabel i alle
punkter. Hvad er f'(x) ? (Hint: Seetning 3, s. 164)

Opgave 5A.13

a) Hvad forstar vi ved den numeriske veerdi af et tal?
b) Skitser grafen for funktionen numerisk vaerdi?

c) I hvilke punkter er funktionen differentiabel?

Opgave 5A.14
Forklar begrebet vaeksthastighed. lllustrer din forklaring grafisk.

Opgave 5A.15
Kender vi haeldningskoefficienten a og ét punkt (x,,y,) pa en given linje, kan vi umiddelbart

opskrive ligningen for den. Redeggr for dette.

Opgave 5A.16

a) Forklar med brug af et formeludtryk, hvad det vil sige, at en funktion er differentiabel i et punkt.
Hvor i formlen optraeder differentialkvotienten? (Hint: se s. 168-69)

b) Hvad er en epsilonfunktion? (Hint: Definitionen er gentaget s. 209, uden fejl!)

c) Redeggr for den analyse, der fgrer os fra begrebet lokalt linezer til formeludtrykket. (Hint: kapitel
5a, afsnit 3.2, s. 167-69)

Opgave 5A.17
Giv en sproglig forklaring pa, hvad der menes med udtryk som E(h)—>0 nar h—0

Opgave 5A.18
Vis ud fra definitionen med formeludtryk, at hvis f er differentiabel i x,, sa er f ogsa kontinuerti x, .

(Hint: seetning 7, s. 171)
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Opgave 5A.19
a) Hvad menes med formuleringen: Funktionen f er differentiabel?
b) Hvad forstar vi ved den afledede funktion til f?

Opgave 5A.20
a) Vis saetning 8: x” er differentiabel, og udled differentialkvotienten.
b) Vis saetning 9: x° er differentiabel, og udled differentialkvotienten.

Opgave 5A.21

| beviserne for differentiation af x", hvor n er et naturligt tal, kan man anvende Pascals trekant i
omskrivningerne. Forklar dette naermere. (Hint: Kapitel 5A, afsnit 4.1, s. 174)

Opgave 5A.22

a) Opskriv de fire fgrste regneregler for differentiation

b) Demonstrer, hvordan de fire regler er i spil, nar vi differentierer et polynomium.
c) Bevis mindst to af reglerne — vaelg selv. (Hint: Kapitel 5A, afsnit 4.2, s. 176-78)

Opgave 5A.23

Formlen for differentiation af x" kan udledes ved matematisk induktion.
a) Hvad forstas ved matematisk induktion?

b) Gennemfgr induktionsbeviset for satning 15, s. 179.

Opgave 5A.24

Veelg selv funktion f og punkt (x,, f(x,)) pa grafen.
b) Vis, hvorledes du selv kan beregne tangentligningen y =a-x+ b efter samme opskrift som i

eksemplet s. 180.
c) Redeggr for tangentens ligning pa symbolsk form (Hint: Kapitel 5A, afsnit 5, s. 181)

a) Demonstrer, hvorledes du kan bestemme en tangentligning ved hjalp af dit vaerktgjsprogram.

Opgave 5A.25

a) At bestemme en tangent, der er parallel med en given linje.
b) At bestemme en tangent med en given haldning.

c) At bestemme en tangent gennem et punkt uden for grafen.
(Hint: Kapitel 5A, afsnit 5, s. 182-85)

Opgave 5A.26

a) Hvad siger maks-min-saetningen?

b) Beviset kaldes et modstridsbevis. Hvad menes hermed?
c) Gennemfgr beviset. (Hint: Seetning 17, s. 186)

Opgave 5A.27
Hvordan kan vi anvende maks-min-saetningen til at bestemme evt. lokale ekstrema?

Opgave 5A.28

a) Hvad siger Rolles saetning?

b) Beviset kaldes et eksistensbevis. Hvad menes hermed?
c) Gennemfgr beviset. (Hint: Seetning 18, s. 188)
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Opgave 5A.29

a) Hvad siger middelveerdisaetningen?

b) Hvorfor har seetningen faet det navn?

c) Gennemfgr beviset. (Hint: Seetning 19, s. 189)

Opgave 5A.30

a) Hvad siger monotonisaetningen?

b) Hvorfor har seetningen faet det navn?

c) Gennemfgr beviset. (Hint: Seetning 20, s. 190-191)

Opgave 5A.31
Redeggr for fremgangsmaden, nar vi skal bestemme monotoniforhold i praksis. Redeggr specielt for
brugen af fortegnslinjer. (Hint: Kapitel 5A, afsnit 6.4, s. 191-193)

Opgave 5A.32
Udled 1.koordinaten til toppunktet for en parabel ved hjzelp af differentialregning.

Opgave 5A.33
Udled 1.koordinaten til vendepunktet for en kubisk graf ved hjzelp af differentialregning.
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5B.0 Begreber, setninger og formler, du skal kende fra kapitel 5B

Opgave 5B.1
Hvad siger Keplers fgrste lov om planeternes bevaegelse om Solen?

Opgave 5B.2

| 1684 besggte astronomen Halley Newton for at sp@rge, om han kunne Igse et ganske bestemt
spergsmal, Halley og andre i Royal Society havde diskuteret.

a) Hvad var det for et spgrgsmal, de ikke kunne Igse?

b) Hvad var Newtons svar?

c) Halley gnskede at fa Newtons Igsning i skriftlig form. Hvad var Newtons reaktion pa det?

Opgave 5B.3
| veerket Principia fra 1687 udleder Newton alle Keplers tre love ud fra en dybere, fundamental
naturlov, som han havde opdaget 20 ar tidligere. Hvad er det for en lov?

Opgave 5B.4
Opbygningen af Newtons store veerk Principia er “tydeligt inspireret af Euklids Elementer”. Hvad er
det for et vaerk? Og hvad menes med, at der er en inspiration?

Opgave 5B.5
a) | dag siger vi, at funktioner har 4 repraesentationsformer. Forklar dette.
b) Hvad var en funktion pa Newtons tid?

Opgave 5B.6

Newton udgiver i 1711 et veerk om hans differentiationsmetode.

a) Hvad er titlen pa dette vaerk?

b) | veerket demonstrerer han, hvorledes forskellige formeludtryk kan omskrives til polynomier, evt.

1
af uendelig grad. Redeggr i detaljer for hans omskrivning af Tix
+Xx

c) Newton argumenter mere principielt for, at hans metode altid virker, ved at traekke en parallel til
"metoden med decimaludvikling af et tal, der nylig er tilvejebragt”. Hvad er det, Newton her
henviser til? Redeggr i detaljer for denne parallelitet. (Hint: Kapitel 5B, afsnit 1.1, s. 202-203)

Opgave 5B.7

| veerket praesenterer Newton ogsa den generelle binomialformel.

a) Hvad siger binomialformlen om udtrykket (1+x)*, hvor a kan vare hvilket som helst tal?

b) Han beviser ikke formlen, men viser, at den virker i en raekke specialtilfelde. Ggr det samme i
tilfeeldene, hvor a er et naturligt tal, hvor acer 0, og hvor a er -1.

Opgave 5B.8

| moderne matematik beviste Weierstrass i slutningen af 1800-tallet en szetning, hvis indhold er i
sleegt med Newtons forestilling om polynomiernes rolle.

a) Hvad siger Weierstrass’ approksimationssaetning?

b) Hvad adskiller den afggrende fra Newtons forestilling?

Opgave 5B.9
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De to centrale figurer i udviklingen af differential- og integralregning var Newton og Leibniz. Der
udbrgd en bitter strid mellem dem i deres egen levetid. Hvad gik striden ud pa? Kom der en Igsning
pa stridens substans?

Opgave 5B.10

| differentialregningen anvender vi to symboler for differentiation: f'(x) og % .
X

a) Symbolet f'(x) kan fgres tilbage til Newton. Hvad var Newtons eget symbol for differentiation?
Hvad var hans betegnelse for den afledede funktion?

b) Symbolet % kan fgres tilbage til Leibniz. og udspringer af symbolet% for differenskvotient.
X
Hvad er en differenskvotient? Hvad betyder navnet? Hvad er sammenhangen mellem differensen

Ay og differentialet dy ? (Hint: Kapitel 5B, afsnit 2.1)

Opgave 5B.11
Lad f vaere en uendeligt ofte differentiabel funktion. Hvad forstar vi ved funktionens Taylor-rackke?

Opgave 5B.12

a) Forklar med brug af differenskvotienter, hvad det vil sige, at en funktion er differentiabel i et
punkt. Hvor i processen optrader differentialkvotienten? (Hint: se s. 209-210)

b) Hvad er tretrinsreglen? (Hint: Praxisboks, s. 211)

Opgave 5B.13
Ggr rede for, at definitionen med brug af formeludtryk og definitionen med brug af
differenskvotienter, er a&kvivalente. (Hint: Seetning 23, s. 210-211)

Opgave 5B.14
Forklar med nogle eksempler, hvad vi forstar ved en sammensat funktion?
Angiv for dine eksempler, hvad der er henholdsvis indre og ydre funktion.

Opgave 5B.15
a) Hvordan differentieres en sammensat funktion, hvor den indre funktion er linear?
b) Redeggr for ideen i beviset. (Hint: saetning 24, s. 215-216)

Opgave 5B.16
a) Hvordan differentieres en sammensat funktion i det generelle tilfaelde?
b) Illustrer seetningen med nogle eksempler (Hint: seetning 25, s. 217-218)

Opgave 5B.17

a) Hvad er den afledede funktion til den naturlige eksponentialfunktion, e* ?

b) Den grundlaeggende ide i beviset er at oversaette den sproglige formulering ”den
eksponentialfunktion, hvis tangent i (0,1) har haeldning 1” til et formeludtryk. Gennemfgr dette.
(Hint: Seetning 25a, s. 218-219)

Opgave 5B.18
a) Bevis formlen for differentiation af e**.
b) Bevis formlen for differentiation afa”.
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Opgave 5B.19
a) Argumenter for, at In(x) er differentiabel.
b) Bevis formlen for differentiation af In(x).

Opgave 5B.20
Bevis formlen for differentiation af x°.

Opgave 5B.21

a) Udled formlen for den afledede af 1 (Hint: Seetning 27, s. 222)
X

b) Udled formlen for differentiation af «/; (Hint: Seetning 2, s. 223)

Opgave 5B.22
Hvad forstar vi ved henholdsvis en konveks og en konkav funktion?

Opgave 5B.23

a) Hvad er sammenhangen mellem krumningsforholdene for en funktion og den anden afledede af
funktionen? (Hint: Seetning 29, s. 226-227)

b) Illlustrer a) med at bestemme krumningsforhold for eksponentialfunktionerne.

c) lllustrer a) med at bestemme krumningsforhold for potensfunktionerne.

Opgave 5B.24
Hvordan kan krumningsteorien anvendes til at bestemme vendetangenter?

Opgave 5B.25
a) Hvad siger Jensens ulighed om konvekse funktioner?
b) Vis Jensens ulighed for to punkter.

Opgave 5B.26
Redeggr for den grundlaeggende ide i beviset for, at et n'te gradspolynomium hgjst har n rgdder.
(Hint: Seetning 32, s. 229)
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6.0 Begreber, setninger og formler, du skal kende fra kapitel 6

Opgave 6.1
Gennem 1800-talet opretter land efter land statistiske kontorer som fx Danmarks Statistik. Hvad er
begrundelsen for at fa foretaget folketzellinger og lavet palidelige prognoser for befolkningstallet?

Opgave 6.2

Ombkring ar 1800 var der én stor autoritet i spgrgsmalet om befolkningstallet.

a) Hvad er navnet pa vedkommende? Hvad er titlen pa hans hovedvaerk?

b) | vaerket anvendes bade linezere og eksponentielle vaekstmodeller. Hvad karakteriserer de to
modeller?

c) Hvad kan tale for at beskrive befolkningstallets udvikling med eksponentielle modeller? Hvad kan
tale imod?

Opgave 6.3

| 1838 og igen i 1844 publicerer Verhulst artikler om befolkningstallet og om sine forsgg pa at
opstille en ny matematisk veekstmodel.

a) Hvad kalder han den nye model?

b) Hvordan adskiller den nye model sig fra den eksponentielle?

c) Hvor mange datasaet har Verhulst til sin radighed? Hvor lang en tidsperiode straekker
befolkningstabellerne sig over?

Opgave 6.4
Den nye vaekstmodel er matematisk set Igsning til en bestemt differentialligning.
a) Hvordan adskiller denne differentialligning sig fra den, som er knyttet til eksponentiel vaekst?
b) Verhulst vaelger som heemmende led et andengradsudtryk. Hvorfor vaelger han ikke et
f@rstegradsudtryk?
c) I grundbogen s. 237 udledes Verhulst differentialligning ud fra ligningen:
vaeksthastighed = antal nyfgdte — antal dgde.
Hvad er det for en antagelse, vi her ggr mht. fgdsels- og dgdsrater?
d) Gennemfgr udledningen.

Opgave 6.5

a) Hvilken baereevne fremkommer for Belgiens befolkningstal, hvis vi foretager logistisk regression
pa Verhulst datasaet?

b) Hvilken baereevne fandt Verhulst selv?

c) Hvad er forklaringen pa den store forskel mellem de to tal?

Opgave 6.6

| 1920 publicerer Pearl og Reed en artikel om USA’s befolkningstals udvikling, hvor de nar frem til
samme vaekstmodel. De udleder ikke modellen, med leder efter en, som opfylder en raekke krav.
Redeggr for disse krav. (Hint: Kapitel 6, afsnit 1.2 s. 240-241).

Opgave 6.7

a) Gennemfgr logistisk regression pa Pearl og Reeds dataseet (se grundbogen s. 240). Hvilken
baereevne finder du?

b) Pearl og Reed udvalgte som Verhulst tre datavaerdier i opstillingen af modellen. Hvorfor tre?
Hvilken baereevne fandt de?
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c) Kommenter forskellen pa denne situation og den i opgave 6.5 om Belgiens befolkning.

Opgave 6.8
| grundbogen s. 244 er praesenteret 4 faser i en matematisk modellering. Redeggr for disse 4 faser,
dels generelt og dels ved at illustrere med eksemplet s. 246-47 i grundbogen.

Opgave 6.9
a) Hvad er en differentialligning? Illustrer din forklaring med eksempler.
b) Hvad vil det sige, at en funktion f er Igsning til en given differentialligning?

Opgave 6.10

a) | opstilling af differentialligninger eller i andre opgaver, hvor der anvendes differentialregning,
meder vi ofte udtrykket “den hastighed, hvormed den variable zendres”. Hvilket symbolsk udtryk kan
denne sproglige formulering overseettes til?

b) Giv en sproglig repraesentation af de tre veekstmodeller: den linezere, den eksponentielle og den
logistiske.

(Hint: Kapitel 6, afsnit 2, s. 248-249)

Opgave 6.11

Nar vi skal matematisk modellere dynamiske situationer, hvor der sker eendringer over tid, kan vi
ofte have gavn af at illustrere situationen med flowdiagrammer. Forklar med eksempler, hvad et
flowdiagram er. (Hint: Kapitel 6, afsnit 2.1, s. 249-252)

Opgave 6.12
Den matematiske model bag beskrivelsen af forurening af en sg bygger pa opstilling af en
differentialligning. Forklar dette. (Hint: Eksempel s. 251)

Opgave 6.13
Den matematiske model bag kulstof 14-metoden bygger pa opstilling af en differentialligning.
Forklar dette. (Hint: @velse 6.22, s. 253)

Opgave 6.14
Den matematiske model bag Newtons afkaglingslov bygger pa opstilling af en differentialligning.
Forklar dette. (Hint: @velse 6.22, s 253)

Opgave 6.15

Den logistiske model til beskrivelse af en populations udvikling i et miljg med begraensede
ressourcer er prasenteret i grundbogen s. 254-255. Redeggr for udledningen af modellen, og forklar
specielt, hvad der menes med "en szerlig dgdsrisiko”.

Opgave 6.16
Hvad er et haldningsfelt? Hvordan kan det anvendes i en eksperimentel undersggelse af Igsninger
til en given differentialligning?

Opgave 6.17
En logistisk kurve er symmetrisk om et bestemt punkt.
a) Hvad karakteriserer dette punkt? Hvad er 2.koordinaten til dette punkt?

© 2018 L&R Uddannelse A/S ® Vognmagergade 11 ® DK-1148 ¢ Kgbenhavn K e TIf: 43503030 ¢ Email: info@Iru.dk
& KOPIERING FORBUDT



Hvad er matematik? 2

a

ISBN 9788770668699 R
Website: Kontrolspgrgsmal til Hvad er matematik? 2 Uddal’lnelse
EGMONT

b) I grundbogen s. 258 bringes et engelsk citat fra et studie af en solsikkes vaekst. Redeggr for
indholdet i citatet. Hvad har dette med punkt a) at ggre?

Opgave 6.18
a) Hvad er regneforskriften for en logistisk funktion?
b) Hvad menes med baereevnen? - og hvor i forskriften kan vi aflaese den?

Opgave 6.19
Giv en sammenligning af en logistisk graf med eksponentielle grafer.

Opgave 6.20
| grundbogen s. 261-262 anfgres, at rygtespredning kan modelleres med en logistisk funktion.
Redeg@r neermere for den pastand.

Opsgave 6.21

| regneforskriften for en logistisk funktion er der ikke indlagt begraensninger pa fortegnene for
parametrene a, b og c. Gennemfgr en eksperimentel undersggelse af, hvad der sker, hvis
parametrene er negative. Husk variabelkontrol! (Hint: @velse 6.30, s. 262)
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7.0 Begreber, setninger og formler, du skal kende fra kapitel 7

Opgave 7.1
Ellipser kan defineres pa flere mader. | grundbogen s. 265 fortzelles dels om plane snit i en cylinder,
og dels om skyggebilledet af en solbeskinnet bold. Hvad har de to ting med hinanden at ggre?

Opgave 7.2
Ellipser er eksempler pa keglesnit. Forklar, hvad der menes med keglesnit, og forklar, hvordan de
forskellige typer af keglesnit kan fremkomme.

Opgave 7.3

Det fgrste kendte veerk om keglesnit blev skrevet ca. 200 f.v.t.

a) Hvad hed forfatteren?

b) Hvor arbejdede han?

c) Historien inddeles i forskellige leengere tidsperioder, som fx ‘renaessancen’. Hvad kaldes den
periode, hvor vaerket om keglesnit blev skrevet? Forklar navnet.

Opgave 7.4

En ellipse kan defineres som en art fladtrykt cirkel, hvor der er to braendpunkter i stedet for ét
centrum. Redeggr for denne definition og for, hvordan definitionen umiddelbart giver en metode til
konstruktion af en ellipse.

Opgave 7.5
Antag, at vi har givet en tegning af en ellipse uden markering af breendpunkterne. Hvordan kan vi
ved en simpel geometrisk konstruktion bestemme disse breendpunkter?

Opgave 7.6

a) Hvad forstar vi ved braendstrélerne?

b) Hvad er det for en szerlig egenskab ved braendstralerne, der udnyttes i opbygning af en
nyrestensknuser?

Opgave 7.7
a) Opskriv ligningen for en ellipse med centrum i (0,0) og med halve storakse a og halve lilleakse b.

b) Udled ellipsens ligning. (Hint: Kapitel 7, afsnit 1.2, s. 269)

Opgave 7.8
Der findes et seerligt mal for, hvor fladtrykt en ellipse er. Hvad kaldes dette begreb? Opstil en
formel, hvori dette symbol indgar.

Opgave 7.9

Repeter, sa du kan redeggre for de begreber og metoder fra vektorregning og analytisk
plangeometri, der er gennemgaet i bind 1: stedvektor, koordinaterne for en vektor,
forbindelsesvektoren og formlen for dennes koordinater, leengden af en vektor, koordinaterne for
midtpunktet af et linjestykke, skalarproduktet af to vektorer, ortogonale vektorer, determinanten af
to vektorer og arealet af den trekant de udspeaender, parallelle vektorer, vinklen mellem to vektorer
samt projektionen af en vektor pa en anden vektor. (Hint: @velse 7.8, s. 272-73).
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Opgave 7.10

Opskriv ligningen for en cirkel pa normalform.

Opgave 7.11

a) Forklar, hvad der menes med cirklens ligning pd udvidet form.

b) Redeggr for, hvordan man kan omskrive cirklens ligning pa udvidet form, sa vi kan aflaese centrum
og radius. (Hint: Grundbogen, Eksemplet s. 275-277).

Opgave 7.12
Kan ethvert udtryk pa formen x*+y>+a-x+b-y+c=0 omskrives til en cirkelligning pa
normalform?

Opgave 7.13

a) Hvad forstar vi ved linjens parameterfremstilling?

b) Gennem to punkter, A og B, gar praecis én linje. Hvordan kan vi opskrive en
parameterfremstilling ud fra koordinaterne til de to punkter?

c) Hvordan kan vi opskrive en parameterfremstilling alene for linjestykket fra A til B.

Opgave 7.14

a) En linje er givet ved en ligning y=a-x+b . Hvordan kan vi bestemme en retningsvektor? Hvordan
kan vi opskrive en parameterfremstilling?

b) En linje er givet ved en parameterfremstilling. Hvordan kan vi bestemme linjens haeldning?
Hvordan kan vi bestemme linjens ligning?

Opgave 7.15
Hvordan kan vi ud fra to linjers haeldningskoefficienter bestemme, om de er ortogonale?

Opgave 7.16

a) Opskriv ligningen for en ret linje pa normalform.

b) Forklar, hvad der menes med linjens ligning pa udvidet form.

c) Givet en linjes ligning pa udvidet form. Redeggr for, hvordan vi kan omskrive, sa vi kan afleese en
normalvektor og et punkt pa linjen.

Opgave 7.17

Givet en linjes ligning pa udvidet form.

a) Hvordan kan vi bestemme en ligning for en linje parallel med den givnhe og gennem et bestemt
punkt?

b) Hvordan kan vi bestemme linjens skaeringspunkterne med akserne?

Opgave 7.18
Givet en cirkel reprasenteret med en ligning. Hvordan kan vi bestemme ligningen for tangenten
gennem et bestemt punkt pa cirklen?

Opgave 7.19

a) Hvordan bestemmes vinklen mellem to vektorer?

b) Hvordan bestemmes vinklen mellem to linjer? Redeggr for de forskellige tilfaelde med ligninger og
med parameterfremstillinger (Hint: Kapitel 7, afsnit 5, s. 291ff)
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Opgave 7.20

Hvordan bestemmes et evt. skaeringspunkt mellem to linjer? Redeggr for de forskellige tilfaelde med
ligninger og med parameterfremstillinger (Hint: Kapitel 7, afsnit 6, s. 294ff)

Opgave 7.21
Hvordan bestemmes evt. skaeringspunkter mellem en cirkel og en linje? Redeggr for de forskellige
tilfaelde med ligninger og med parameterfremstillinger (Hint: Kapitel 7, afsnit 6, s. 294ff)

Opgave 7.22
Redeggr for ‘dist-formlen’ for afstand fra et punkt til en linje. lllustrer din forklaring! Og forklar, hvad
formlen i grunden siger?

Opgave 7.23
a) Hvordan kan dist-formlen anvendes til at bestemme afstanden mellem to parallelle linjer?
b) Hvordan kan distformlen anvendes til at undersgge, om en given linje skaerer ind i en given cirkel?
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8.0 Begreber, setninger og formler, du skal kende fra kapitel 8

Opgave 8.1
Giv en sproglig beskrivelse af, i hvilke situationer lineaer regression er en velegnet metode til at
frembringe en formel-repraesentation af data, der er givet som tabelvaerdier.

Opgave 8.2

a) | fag som idraet, biologi og samfundsfag anvendes af og til polynomier som modelfunktioner. Giv
eksempler herpa. Hvordan bestemmes det konkrete polynomium?

b) Hvad kan veere begrundelsen for at anvende fx et 4.gradspolynomium?

Opgave 8.3

a) Hvad forstar vi ved lineaer interpolation? Hvor mange dataveerdier har vi givet?

b) Hvad forstar vi ved polynomiel interpolation af fx 5. grad? Hvor mange datavardier har vi her
givet?

Opsgave 8.4
I grundbogen er overskriften til gvelse 8.4, s. 307: ”Interpolationspolynomiet er ikke altid en god
tilnaermelse”. Hvad menes med denne formulering?

Opgave 8.5
Redeggr for, hvad Runges eksempel gar ud pa. (Hint: Kapitel 8, afsnitl.1 s. 307-309).

Opgave 8.6

Givet et antal datapunkter, fx i alt 6. Hvis alle x-vaerdierne er forskellige, sa kan vi ud fra
datapunkterne bestemme et sdkaldt Lagrange-polynomium.

a) Hvilken grad har dette polynomium?

b) Hvad er den szrlige egenskab ved Lagrange-polynomiets graf?

c) Lagrange-polynomiet kan umiddelbart opskrives, nar vi har de 6 datapunkter. Redeggr for dette.
(Hint: Kapitel 8, afsnit 1.2, s. 309-311).

Opgave 8.7
Lagrange-polynomier anvendes i den metode til at dele og gemme hemmeligheder, der kaldes
secret sharing. Redeggr med dine egne ord for den grundlaeggende ide i secret sharing.

Opgave 8.8

En bestemt hemmelighed, der er skrevet som et tal, gnskes delt mellem 8 personer. Dealeren
fastleegger eksempelvis, at der skal veere mindst 4 af de 8 tilstede, for hemmeligheden kan
rekonstrueres.

a) Hvilken grad far Lagrange polynomiet?

b) Hvor i polynomiet indgar hemmeligheden?

¢) Hvordan konstrueres polynomiet?

d) Hvilke shares far de 8 personer?

e) Redeggr for, at det konstruerede polynomium opfylder det gnskede.

Opgave 8.9
| regressionsanalysens barndom i 1880’erne indsamlede Francis Galton et datamateriale, der blev
bergmt og kom til at indga i videnskabshistorien.
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a) Hvad var dette for et datamateriale?

b) Studiet af dette datamateriale gav anledning til begrebet regression. Hvordan?
¢) Kommenter begrebet regression towards the mean. Giv eksempler.

(Hint: Kapitel 8, afsnit 2.1, s. 314-315)

Opgave 8.10
a) Hvad menes med mindste kvadraters metode?
b) Redeggr for den grundlaeggende ide i udledningen af formlen for den linezere regressionslinje.

Opgave 8.11

Antag, at vi har en begrundet formodning om, at der bag et datasaet ligger en lineser sammenhang
mellem en variabel y og en variabel x.

a) Hvad menes med begrebet “de sande parametervaerdier”?

b) Hvad menes med begrebet ”"de estimerede veerdier”?

c) Hvad menes med en formulering som ”datavaerdierne indeholder noget stgj”?

(Hint: Se praxisboksen s. 317)

Opgave 8.12

Antag, at vi foretager regression pa et datasaet.

a) Hvad forstar vi ved residualerne? Hvad er et residualplot?

b) Hvad forstar vi ved variansen og spredningen pa et residualplot?

c) Vi har en “tommelfingerregel” om, hvordan residualerne fordeler sig, nar dataveaerdierne er
normal fordelt. Hvad siger denne regel?

Opgave 8.13

a) Forklar med brug af grafisk praesentation og med konkrete eksempler, hvad vi forstar ved
stykkevis definerede funktioner.

b) Redeggr for, hvordan vi umiddelbart kan opskrive regneforskriften for en stykkevis lineser
funktion, hvis vi kender de punkter, hvor kurven “knaekker”.

Opgave 8.14
Kroppens forbraending af medicin fglger normalt en eksponentielt aftagende kurve. Forklar, hvad
der sker med kroppens depot af medicin, hvis man med jeevne mellemrum tilfgrer en ny dosis.

Opgave 8.15

Der er to grundlaeggende trigonometriske funktioner, cosinus og sinus.

a) Hvorfor taler vi sa kun om sinus-svingninger?

b) Definitionsmangden for cosinus og sinus er som udgangspunkt gradtal for vinkler. Hvordan sker
transformationen, der ggr at definitionsmaengden bliver de reelle tal?

Opgave 8.16

Galilei foretog ved hjeelp af sin nye kikkert grundige observationer af Jupiters manesystem. Man kan
ikke direkte se manerne cirkle omkring Jupiter, idet vi ser det ind fra siden. Redeggr for
sammenhangen mellem en cirkelbevaegelse og udsvinget langs akserne.

Opgave 8.17
a) Hvad er en harmonisk svingning?
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b) Redeggr for begreberne amplitude, ligevaegtsvaerdi, vinkelhastighed og begyndelsesfase, og
forklar, hvordan de forskellige parametre kan bestemmes grafisk.
¢) Hvordan bestemmes svingningstiden (perioden) grafisk og ved beregning?

Opgave 8.18

a) Hvordan bestemmer man nulpunkter med bisektionsmetoden?

b) Hvordan bestemmer man nulpunkter med Newton-Raphsons metode.
¢) Kan man anvende de to metoder i alle situationer?

Opgave 8.19

a) Hvad menes med at faktorisere et polynomium? | hvilke tilfaelde kan et andengradspolynomium
faktoriseres i fgrstegradspolynomier?

b) Givet en polynomiumsbrgk, hvor naevneren er et fgrstegradspolynomium. Hvordan kan vi af det
grafiske billede se, om divisionen gar op, eller om der er et restled?

c) Viopererer med tre typer af lineaere asymptoter til grafer. Redeggr for disse tre ved hjaelp af
grafskitser.
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9.0 Begreber, setninger og formler, du skal kende fra kapitel 9

Opgave 9.1

a) Nazi-Tyskland udviklede to typer af langtraekkende raketvaben, V1 og V2. Hvad var den afggrende
forskel pa de to?

b) V2 raketterne kom ogsa til at spille en rolle i efterkrigstiden. Hvordan?

Opgave 9.2

a) Hvad er det for et spgrgsmal vedr. V2-bombardementet af London, som vi gnsker at undersgge i
kapitel 9, afsnit 1?

b) Hvilken metode anvendes i undersggelsen?

c) Giv eksempler pa, at savel spgrgsmalet som metoden har mere generel karakter.

Opsgave 9.3

a) Redeggr for beregningen af sandsynligheden for ikke at blive ramt.

b) Redeggr for beregningen af sandsynligheden for at blive ramt én gang. Beregn dernaest
sandsynligheden for at blive ramt k gange ud af de 537 bomber.

Opgave 9.4

Vi observerer et eksperiment og noterer os udfaldet.

a) Hvad forstar vi ved nulhypotesen? Hvad er den alternative hypotese?
b) Hvad menes med de observerede og de forventede vaerdier?

Opgave 9.5

a) Hvad er en teststgrrelse?

b) Forklar med eksempler forskellen pa et tosidet og et ensidet test.
(Hint: Se kapitel 9, s. 342 og s. 346.)

Opgave 9.6

Givet et statistisk eksperiment med en formuleret nulhypotese.

a) Hvad menes med et signifikansniveau? Hvordan fastlaegges det?

b) Hvordan implementeres signifikansniveauet i henholdsvis et tosidet og et ensidet test?

Opgave 9.7

Givet et statistisk eksperiment med en formuleret nulhypotese.

a) Hvad er konfidensintervalletk? Hvad er de kritiske veerdier? - og hvordan anvendes dette i praksis?
b) Hvad er p-vaerdien, og hvordan anvendes denne i praksis?

Opgave 9.8

| retssagsmetaforen optraeder nulhypotesen som den anklagede.

a) Redeggr for metaforerne mht. den anklagedes pastand om frifindelse, loven, der demmes ud fra,
krydsforhgret af vidner, og dommerens endelige afggrelse.

b) Redeggr for metaforerne mht. de to situationer: uskyldig demt og uretmaessigt frikendt. Hvilke
statistiske begreber svarer disse situationer til?

Opgave 9.9
a) Hvad er et stokastisk eksperiment?
b) Hvad er et Bernouilli-forsgg (et basiseksperiment)?
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Opgave 9.10

a) Hvilke forudsaetninger skal veere opfyldt, for at vi kan tale om en binomialmodel?
b) Hvad forstas ved antalsparameteren og sandsynlighedsparameteren?
(Hint: Kapitel 9, afsnit 4, specielt praxisboksen s. 351)

Opgave 9.11

a) Hvad forstar vi ved middelveerdien af en stokastisk variabel?

b) Hvorfor kaldes dette tal ogsa for forventningsveerdien?

c) Redeggr for begreberne den sande middelvaerdi og den estimerede middelvaerdi.

Opgave 9.12
Hvad forstar vi ved variansen og spredningen af en stokastisk variabel. Giv bade en sproglig
forklaring pa, hvad begreberne reprasenterer, og en redeggrelse for formlerne.

Opgave 9.13
Hvad menes med udtrykkene: Veerdien X = x, af den stokastiske variabel X er normal, mens

veerdien X = x, er exceptionel?

Opgave 9.14
Redeggr for regnereglerne for middelveerdi og varians og spredning af stokastisk variable, og
gennemfgr beviset for mindst én formel for middelvaerdi og én for varians.

Opgave 9.15
Hvad er formlen for binomialfordelingens sandsynlighedsfordeling?

Opgave 9.16

a) Vis formlen for middelvaerdi, varians og spredning for Bernouilliforsgg.

b) Redeggr for formlen for middelvaerdi, varians og spredning for binomialfordelinger, og prasenter
ideen i beviset for middelvaerdien.

Opgave 9.17

For binomialfordelinger opererer vi med punkt-sandsynligheder og kumulerede sandsynligheder.
Forklar de to begreber, redeggr for, hvordan det skrives (notationen), og hvordan det beregnes med
et veerktgj.

Opgave 9.18
Hvordan bestemmes det mest sandsynlige udfald for en binomialfordeling?

Opgave 9.19
Forklar de to begreber: kontinuert og diskret sandsynlighedsfordeling.

Opgave 9.20

a) Hvad er de tre karakteristiske omrader for en normalfordeling?

b) | grundbogens s. 366 anfgres i praxisboksen, at en ”hgjreskaev binomialfordeling, hvor
middelvaerdien er stgrre end eller lig med 5 kan tilnaermes med en normalfordeling.” Hvad menes
hermed? Og hvor kommer tallet 5 fra?
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Opgave 9.21

a) Hvad er den grundlaeggende ide i en opinionsundersggelse?

b) Hvorfor kan opinionsundersggelser modelleres som binomialfordelinger?

c) Antalsparameteren fastlaegges af selve undersggelsen, men hvordan estimeres
sandsynlighedsparameteren?

Opgave 9.22
| grundbogen s. 368 star der: “Nar blot partiet ligger over spaerregransen ... kan vi handtere

binomialfordelingen som en normalfordeling”. Hvad menes hermed? Og hvad er argumentet for
det?

Opgave 9.23

a) Redeggr for formlen for den statistiske usikkerhed ved stikprgvetagning? Hvordan udledes den?
b) Hvordan udtrykkes den statistiske usikkerhed med et 95 %-konfidensinterval?

c¢) Hvorfor anvendes et tosidet test?

d) Hvis vi gnsker at halvere usikkerheden, hvor meget stgrre skal stikprgven sa vaere?

Opgave 9.24
Forklar, hvad Mendels bgnneforsgg gar ud pa. Hvordan lyder nulhypotesen? - og hvordan
gennemfgres en statistisk undersggelse af forsggets empiriske data?
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