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Lasninger til gvelser i kapitel 6

@velse 6.1

a) Nar X=2 har vi fordoblet begyndelsesveerdien b.
a

. 3b . - . . b . 3b 2b .
Nar x=— harvien y-veerdi pa 4b, og vi har foretaget to fordoblinger. Fra x=— til x=— er der —, som er s3
a a a a

lang ‘'tid’ det tager at fordoble 2b. Den naeste fordoblingstid bliver sa %b . Dvs. fordoblingstiden vokser hele tiden,
og afhaenger altsa af, hvilken vardi vi starter i.

b) For hver fordobling ganges begyndelsesvaerdien med 2. Sa ved 10 fordoblinger ganges begyndelsesvardien med
2" Ved 20 fordoblinger ganges begyndelsesvaerdien med 2%°. Ved 30 fordoblinger ganges begyndelsesvaerdien med
2°° . Ved n fordoblinger ganges begyndelsesvaerdien med 2".

c)  en aritmetisk progression, laegges en fast stgrrelse til hele tiden, og vaeksten bliver derfor linezer. | en geometrisk
progression ganges (skaleres) med den samme faktor hele tiden, og vaeksten bliver derfor eksponentiel.

@velse 6.2

| &r 2018 er der gaet 188 ar siden 1830. Befolkningstallet skulle derfor ifglge Mathus’ model veere pa

4.1,025" =415 mio. mennesker.

Til sammenligning er befolkningstallet i Belgien i ar 2018 ifglge eurostat pa 11,4 mio. mennesker. Der er altsa en
meget stor forskel mellem modellen og virkeligheden.

@velse 6.3

a) | fgrste kolonne er arstallet. | anden kolonne er befolkningstallet i Belgien, og nedenunder stigningen i
befolkningstallet det pagaldende ar. | tredje kolonne modellens bud pa befolkningstallet, samt stigningen i
befolkningstallet. | fierde kolonne er den relative afvigelse af modellens bud fra det faktiske befolkningstal, skrevet
som decimaltal.

b) | fgrste kolonne er arstallet. | anden kolonne er antallet af fgdsler. | tredje kolonne er antallet af dgdsfald. | fijerde
kolonne er befolkningstilvaeksten, beregnet som differensen mellem antallet af fgdsler og antallet af dgdsfald.

c) Nogle ar, f.eks. 1817, 1818, 1830 og 1832, er befolkningstilvaeksten meget lav. Det kan f.eks. skyldes krig,
sygdomsepidemier eller hungersngd.

d)

42000007 - Befolkningstal

4100000 °®
4000000 °

3900000
3800000
3700000
3600000 ®
35000009

x: Ar efter 1815
3400000
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e)
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42000000 - Befolkningstal
4100000
4000000
3900000
3800000
3700000

3600000 y = 38929.658x + 3472200.395

3500000@)
x: Ar efter 1815
00000
2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
4200000

y: Befolkningstal

4100000
4000000
3900000
3800000
3700000

3600000 f(x) = 3481975.5992 - 1.0102*

x: Ar efter 1815

-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Bade den eksponentielle og den linezre regressionsgraf beskriver punkterne nogenlunde, om end de ikke opfanger
den bugtende opfgrsel af punkterne. Hvis vi tror pa, at befolkningstallet efterhanden stagnerer, vil begge modeller
dog komme til kort, eftersom de begge vokser ubegrzanset.

@velse 6.4
a) Der er tale om eksponentialfunktioner med fast vaekstrate (og dermed fremskrivningsfaktor) og variabel
begyndelsesveerdi ¢ (svarende til grafens skaering med andenaksen).

b) y'=c-r-e™.

c) c-r-e™ =r-c-e"™. Daligningen er sand, er funktionen en Igsning til differentialligningen.

@velse 6.5

a)
4200000

y: Befolkningstal

4100000
4000000
3900000
3800000

3700000

6836760.7751

3600000 = =
1+ 0.9703 e~00232x

3500000¢

/ x: Ar efter 1815
0000

-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
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Bemeerk at t er erstattet af x i forskriften og det grafiske billede.
Veerktgjsprogrammer har det ofte svaert med logistisk regression. GeoGebra giver umiddelbart en anden
funktionsforskrift, end den der er oplyst i opgaven. Hvis man giver GeoGebra nogle parameterveaerdier taet pa dem,

der er angivet i opgaven, kan man godt fa den samme forskrift:
4200000

y: Befolkningstal
4100000

aovo0| 1) 10116708.6069
() = 17 10100 o001
3900000

3800000
3700000
3600000
3500000

x: Ar efter 1815
700000

-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

b) Udtrykket 1,91-e7°%** er en aftagende eksponentialfunktion, og vil derfor naerme sig 0, ndr t bliver meget stor.
Navneren i udtrykket for den logistiske funktion vil derfor naerme sig 1, og hele den logistiske funktion vil derfor
narme sig M=10,12, nar t bliver meget stor.

c) Fjerner man de tre fgrst punkter, giver GeoGebra M =5,14 . Fjerner man de to sidste punkter, kan man fa stort
set hvad som helst som bareevne, afhaengig af hvilke begyndelsesveerdier for parametrene man angiver.

@velse 6.7
a) (Bemeaerk: x skal vaere antal tiar efter 1780. Sa startveerdien i 1790 skal veere 1.)

y: Befolkningstal

8E7
g(x) = 21196 x* + 242176 x* + 61734 x + 3909886

6E7

4E7

2E7

x: 10-ars perioder efter 1780

7

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
b)
y: Befolkningstal
y = 9064900 — 6281430 x + 842377 x* + 19829500 log(x)
8E7
6E7
4E7
2E7

x: 10-ars perioder efter 1780

0 / 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
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Der er god overensstemmelse mellem grafen og datapunkterne. Det fremgar bl.a. af nedenstaende residualplot.

1000000

500000

500000 ®

=1000000

c) Nar x bliver stor vil y (befolkningstallet) vokse ud over alle graenser i begge modeller. Dog vil det vokse hurtigst
ved anvendelse af tredjegradspolynomiet.

@velse 6.8

a)

1. Nar x gar mod uendelig, vil grafen naerme sig den vandrette linje med ligningen y=k .

2. Nar x gar mod minus uendelig, vil grafen naerme sig den vandrette linje med ligningen y=0.

3. Grafen har et vendepunkt i punktet med koordinaterne (&, ).

4. Grafen er konveks (krummer opad) til venstre for vendepunktet. Grafen er konkav (krummer nedad) til hgjre for
vendepunktet.

5. Grafen har ingen vandrette tangenter.
6. Funktionsvaerdien vokser kontinuert fra 0 til k nar x gennemlgber de reelle tal.

b)
Brpken forleenges med e * og vi bruger at e **-e™ =e **"* =e° =1. Dette giver
_ be™e™ b b
e ™ 4ce™e ™ e 4c cHe
Da a er positiv gar udtrykket mod b/c nar x gar mod uendelig, og mod 0 nar x gar mod minus uendelig. Tegnes
grafen, ses den let at opfylde de fire gvrige kriterier.
c) Der divideres igennem med c i teeller og naevner, og vi indfgrer konstanterne M=b/c og ¢, =1/c.

d) 1) og 3) opfylder alle kriterierne. 2) ggr naesten, men funktionen gar ikke mod 0 nar x gar mod minus uendelig. Vi
kan rette op pa dette ved at andre 2-tallet i funktionen til /2, da vi ved, at arctan gar mod —m/2 nar x gar mod
minus uendelig.

@velse 6.9
GeoGebra giver det viste fit:

1E8
y: Befolkningstal

8E7

_ 196257092.5864
T 1467.172 e 0353

6E7 p(x)
4E7

2E7
x: 10-ars perioder efter 1780

0 2 4 6 8 10 12 14
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Ar 2019 er 139 &r efter &r 1780, sa vi skal saette x =13,9 i forskriften. Dette giver 105,5 millioner.
Befolkningstallet i USA er i starten af 2019 pa 328 millioner mennesker. Befolkningstallet er derfor mere end tre
gange sa stort som det, den logistiske model forudsiger, og stgrre end dens gvre graense pa 196 millioner
mennesker.

@velse 6.10

Vi har de tre punkter (1,3929214), (7,23191876) og (13,91972266) som indsat i forskriften giver et ligningssystem
med tre ligninger og tre ubekendte. Lgses det pa computeren far vi a=0,3134, b=2930499 og c=0,01485. Den
gvre greense er b /c=197,2 millioner. Funktionen med disse parameterveerdier beskriver datapunkterne rigtig fint,
og er pa det naermeste uskelnelig fra fittet til alle datapunkterne.

Dvelse 6.14

d . . oy . .
a) Vi har d—‘;:—ZOe’ZOt pa venstresiden. P& hgjresiden har vi

10-(1-2-(e +0,5))=10-(1—2e " —1)=—20e>".

Da det giver det samme pa begge sider af lighedstegnet, er funktionen v(t) en Igsning til differentialligningen.

b) Vi har p'(x)=2x+3 pa venstresiden, og pa hgjresiden

2(x* +3x—2)+4 2x*+6x—4+4 2x*+6x
X B X X

Da vi ikke far det samme pa begge sider, er funktionen p(x) ikke en Igsning til differentialligningen.

=2x+6

@velse 6.15

a) Hvis y er fosforkoncentrationen méalt i mg/m3 og t er tiden malt i dggn, har vi differentialligningen

y'=0,2—0,001y .

b) Vi far Igsningen f(t)=200—93 e %103

c)
= y: Fosforkoncentration i mg/m?

200

180

160

140

120

100

f(t) — 200 — 93 e~0.001t+0.365
80

/e(

40

28 t Tid i degn

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
=20

d) Fosforkoncentrationen efter 1000 dggn er pa 151 mg/m?.

@velse 6.16

a) Vi saetter S=4 og beregner.
ds
E=O,00575-4~(12—4)=0,184 .

Sa nar haletudserne har en laengde pa 4 cm, er deres vaeksthastighed 0,184 cm pr. tidsenhed.
b) f(x)=0,00575-x-(12—x).
c¢) Et andengradspolynomium.
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0.2 y

0.15

0.1

f(x) = 0.00575 x (12 — x)
0.05
X

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1 13 14

-0.05

d) Nar x=6 har f sit maksimum. f er altsa voksende for x<6 og aftagende for x>6.

For haletudserne betyder det, at haletudserne vokser hurtigere og hurtigere, indtil de nar deres maksimale
vaeksthastighed ved en laengde pa 6 cm. Herefter vokser de langsommere og langsommere, mens de narmer sig
deres maksimale laengde pa 12 cm.

@velse 6.17
a) Differentialligningen er V'(t)=5 med begyndelsesbetingelsen V(0)=0,5. Lgst pa computeren giver det

Igsningsfunktionen V(t)=5t+0,5.

b) Vi far differentialligningen V'(t)=—6 og begyndelsesbetingelsen V(0)=180 med de samme betegnelser som fgr.
Lgsningen er her V(t)=180—-6t .

c) V'(t)=5-0,001-V(t).

@velse 6.18

a) t er antal timer og B(t) er antallet af bakterier til tiden t .

b) Differentialligningen er B'(t)=0,25-B(t) med begyndelsesbetingelsen B(0)=50. Lgsningen er B(t)=50-e%*".
c) Efter 4 minutter er der B(4) =136 bakterier.

d) Efter 39,6 timer er antallet af bakterier oppe pa 1 million.

@velse 6.19
20 20

Der strgmmer 20 m3 vand ud pr. minut, sd vi har k(t)=——=———.
V(t) 10000+10t

@velse 6.20
y: Koncentration af forurenet stof i g/m?
2
1.5
__ 15000000000
) = 20 t + 20000 (£+1000)°
] 10000 + 10 t
05
t: Tid i minutter
/ 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200

Koncentrationen af forurenet stof narmer sig 2 g/m?.

@velse 6.22

a) Vi indfgrer fglgende stgrrelser:
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y : Antallet af kulstof 14-atomer i kroppen af en person.

t : Tiden malti ar.

p : Antal kulstof 14-atomer personen indoptager pr. ar.

k : Andelen af kulstof 14-atomer der henfalder pr. ar.

Dette giver differentialligningen y'=p—k-y.

Vi kan beregne k ud fra halveringstiden pa 5730 ar, idet maengden aftager eksponentielt med en veekstrate pa
r=5790,5-1=-0,000121, altsa er k=0,000121.

b) Nar personen er dgd er p=0, sa med betegnelserne fra forrige spgrgsmal farvi y'=—k-y eller y'=-0,000121y

c) Differentialligningen i b) har Igsningen y =100-e >°*** hvor nu y betegner procentdelen af tilbagevaerende
kulstof 14-atomer. Seettes y =31 far vi t =9682, altsa er trecet 9682 ar gammelt.

@velse 6.23

Lad T betegne temperaturen af metallet malti °C og t betegne tiden malt i sekunder. Kalder vi
proportionalitetskonstanten for k har vi differentialligningen

T'(t)=k-(T(t)—20)

Benyttes begyndelsesbetingelsen T(0)=100 far vi Igsningen T(t)=20+80-e**.

Vi benytter, at T(30)=95 og bestemmer derved k til —0,00215.

Vi kan nu Igse ligningen T(t)=40 og far, at det tager 644 sekunder, fgr temperaturen er pa 40 °C.

@velse 6.24

(Bemeerk: @velsen, der henvises til er 6.18, ikke 6.26).

a) Bakteriekulturen voksede i gvelse 6.18 eksponentielt ud over alle graenser, hvor den her holder sig under en gvre
graense pa 2000.

b) De er vandrette linjer.

@velse 6.25
a)
y: Hgjde i cm
250 oo ¢ ¢
[ ]
200 e
[ )
150
]
100 °
[ ]
50
[ )
° x: Antal dage
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
b)
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y: Hejde i cm

250

200

150

261.0397

100 f) = 75202069 ¢ 007
50
x: Antal dage
jEEm
0 10 20 30 40 50 60 70 80 9

c) Den gvre graense (baereevnen) er pa 261 cm, dvs. det er den teoretisk maksimale hgjde for solsikkerne. Ved
halvdelen af baereevnen vil vaeksthastigheden vaere maksimal, dvs. ved en hgjde pa 130,5 cm. Denne hgjde opnas
efter ca. 34 dage.

@velse 6.26
160
1419-e70%t "
b) M'(0)=0,608 . Det betyder, at i modellens startar forgges olieudvindingen med en gjeblikkelig hastighed pa 0,608
mio. ton pr. ar.
c) Den gvre graense for, hvor meget olie der kan udvindes af feltet, er ifglge modellen pa 160 mio. ton.
d) Ligningen M(t)=80 har Igsningen t =36,8 . Sa efter 37 ar er der udvundet 80 mio. ton olie ifglge modellen.

a) Vi far forskriften M(t)=

@velse 6.27

Hvis y er antallet af smittede, har vi differentialligningen y'=0,000625-y-(2000—y) idet 2000 -y er antallet af

2000

raske (ikke-smittede). Med begyndelsesbetingelsen y(0)=2 far vi lgsningen y:W.
+999-e7"

y: Antal smittede

1600
1400

1200
1000 f(t)

800

2000
T 1+999 e 12

600
400

200

@velse 6.28
y'=0,0014-y-(500—y).
Indsaettes y =125 farvi y'=65,625. Dvs. y vokser med en hastighed pa ca. 66 personer pr. dggn.

Dvelse 6.30
b)
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. Grafen har en lodret asymptote et sted

ier
ier

-veerd

ive x

2000 for positive x -veerd

d store negat

o

o .

igningen y

Grafen bestar af to adskilte nedadgaende grene. Den gverste gren flader ud og naermer sig den vandrette linje med
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