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Introduktion

| dette kapitel findes en raekke eksempler pa samarbejde mellem matematik og fysik med fokus pa ekspe-

rimentelle emner. Siden renassancen har udviklingen af matematik og fysik gdet hand i hand. Nogle gange
er matematikken blevet udviklet til brug i fysik. Mens andre gange er matematikken udviklet fgrst, og der-
efter er der fundet brug for denne i fysikken.

Eksempelvis var Newtons store bidrag til udviklingen af differential- og integralregningen drevet af, at disse
var ngdvendige for at kunne lgse problemet med planeternes bevaegelse. | afsnittene om differential- og
integralregning vil der vaere mange eksempler pa hvor centrale disse begreber er for forstaelsen af stort set
alle former for bevaegelse.

Derudover viser det sig, at rigtig mange fysiske love ikke kan formuleres, sa de direkte giver den funktion
f(x), der kan beskrive en given stgrrelse som f.eks. position eller energi. Derimod giver de et udtryk for

f'(x). Hvordan man handterer dette problem er behandlet i afsnittet om modellering med f'.

Afsnittene er inddelt efter kapitlerne i bogen. Efter nogle af eksemplerne er der vedlagt data fra et tilsva-
rende eksperiment. Eksemplerne er udvalgt, sa de for begge fag tilgodeser dele af kernestoffet eller kan
opfylde dele af de faglige mal. Mange af kapitlets eksempler og opgaver handler om modellering, samt om
at kunne forbinde en matematisk teori med eksperimentelle data. Afsnittene er sammensat af uafhaengige
dele, som vil kunne inddrages uden kendskab til det foregaende stof.

Til sidst i kapitlet vil vi se lidt pa de muligheder, der ligger i studieretningsopgaven for samarbejdet mellem
matematik og fysik pa en naturvidenskabelig studieretning.

Dette kapitel er rettet mod undervisning i matematik og fysik pa B-niveau, men stoffet egner sig ogsa til
klasser, der stiler mod et A-niveau i fagene.

© 2018 L&R Uddannelse A/S ® Vognmagergade 11 ¢ DK-1148 ¢ Kgbenhavn K e TIf: 43503030 ¢ Email: info@Iru.dk
@ KOPIERING FORBUDT



Hvad er matematik? 2

ISBN 9788770668699 ER
Hvad er matematik, 2. Studieretningskapitlerne, kapitel 11 Matematik og Fysik Uddannelse
EGMONT

Kapitel 2: Andengradspolynomiet
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Kasteparablen

Som beskrevet i kapitel 2 kan man bruge andengradspolynomier til beskrivelse af bevaegelsen ‘det skra
kast’ fra fysik. | det skra kast ser man pd en bevaegelse af et legeme, der er givet ved en starthastighed v,

og en startvinkel a og evt. ogsa en starthgjde y,. Den eneste kraft, der pavirker legemet, er tyngdekraften
nedad. Man har derfor en bevaegelse med konstant hastighed i x -aksens retning og en bevaegelse med
konstant acceleration i y -aksens retning. Kigger man pa ( x,y )—grafen, far man et andengradspolynomium,
en sakaldt kasteparabel, se eksempel 2.2.

2.1 Er banerne i 'Angry Birds’ rigtige kasteparabler?

| computerspillet Angry Birds geelder det om at skyde fugle ind i faestninger lavet af grise, for at redde fug-
lenes ag fra grisene. Spillet findes til de fleste platforme. Her skal | analysere baner fra spillet for at se, om
de fglger en parabel. Der findes ogsa mange andre tilsvarende spil, man kan analysere pa samme made, fx
hvor man bruger en blide til at gdelaegge et slot.

Efter et skud i 'Angry Birds’, kan man se banen, som fuglen har fulgt. Tag et skeermbillede af den bane, | vil
analysere ved at taste PrtSc (eller lignende). Overfgr evt. billedet til Paint og beskaer billedet, hvis det er
ngdvendigt. Gem det derefter. Alternativt kan man ogsa lave en film af skuddet og analysere filmen pa
tilsvarende vis fx ved hjaelp af programmet som Logger Pro eller Tracker.
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Overfgr billedet af banen til et passende dynamisk grafprogram og indtegn ( x,y ) - grafen. Lav et fit til et

andengradspolynomium. Hvor godt er jeres fit? Lav ogsa et residualplot. Hvor godt passer jeres fit? Husk at
gemme hver analyse.

0/0 00.000

g [ 7]
HIGHSCOREN 644 Y0 |
SORE m@

[L]E]

| skal analysere 3 forskellige baner, som | selv vaelger. Det kan veere samme fugl, men med forskellige start-
vinkler, eller forskellige fugle, eller noget andet.

Pa grafen her ses et eksempel pa en analyse af en af de normale rgde fugle.

Auto Fit for: VideoAnalysis | Y
¥ = AX"24BX+C
A:-0,1312 +/-0,0003536
B: 1,402 +/- 0,002685
3 C:-0,02792 +/-0,004280
RMSE: 0,008660 m

0
(2,783, 1,852) X (m)

Du kan hente de tilhgrende data her, som hhv Excel og Nspire fil.

Der er en vejledning til programmet Logger Pro her.
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2.2 Det skra kast

For at undersgge det skra kast i praksis, skal | fgrst undersgge et kast/stead med en kuglestgdskugle. | skal
filme bevaegelsen og analysere filmen derefter. Hvis man kan se bort fra alle andre kraefter end tyngdekraf-
ten, skal (x,y)-grafen vaere en parabel med forskriften

g

2
- x“ +tan(a)-x+y,,
2-v¢ -(cos(a))? °

y(x)=

hvor v, er starthastigheden, a er startvinklen, y, er starthgjden og g er tyngdeaccelerationen pa 9,82 m/s%.

Udledning af formlen for kasteparablen.
Nar man ser bort fra alle andre kraefter end tyngdekraften, sasom luftmodstand eller skru i bolden, sa kan
det skra kast ses som to uafhangige bevaegelser i henholdsvis x -aksens og y -aksens retning. Tyngdekraf-

ten virker nedad i y -aksens retning, og der er ingen kraft i x -aksens retning. Dette giver accelerationerne
a, =0
a,=—-g
hvor a, og a,er accelerationen i henholdsvis x -aksens og y -aksens retning.
Vi far derfor en bevaegelse med konstant hastighed i x -aksens, og en bevaegelse med konstant acceleration
i y-aksens retning. Begyndelsesvaerdierne vil veere givet ved den starthastighed, kaldet v, , og den vinkel,

kaldet a, som man kaster bolden med, se figuren. Pr@v at eendre starthastigheden og vinklen pa figuren og
se, hvordan grafen andrer sig.

Starthastigheden i x -aksens retning er givet ved v, cos(a) og iy -aksens retning givet ved v, sin(a), se figu-
ren. Nu kan vi saette det hele sammen. | x -aksens retning far vi
x(t)=v,y cos(a)-t + x,
vV, =V, cos(a)

og i y-aksens retning
1
y(t)=—Egt2 +vg sin(a)-t+y,

v, =—g-t+vgsin(a)

Dette er bevaegelsesligningerne for et skrat kast.

Hvis man isolerer t i ligningen for x, samt har sat x, =0, og derefter indsaetter dette i ligningen for y, sa far
man
_ g 2
y(x)= X +tan(a)-x +y,
2-vg -(cos(a))

hvilket netop var den gnskede formel
Undervejs har vi udnyttet, at:

sin(a)

cos(a) =tan(a)
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| starter med at optage en film af et kuglestgd. Husk at der skal vaere en meterstok eller andet med pa bil-
ledet, som | kan bruge til at fastlaegge en malestok. S@rg desuden for, at kameraet holdes helt stille, og at |
filmer vinkelret pa bevaegelsen, samt at hele bevaegelsen er med pa filmen. Vaer opmarksomme pa, om
man kan se kuglen pa den valgte baggrund.

Filmen indsaettes i et passende videoanalyse program. Punkterne markeres, og malestokken bruges til at
lave en skala. Nulpunktet for parablen vaelges til jordoverfladen lige under det punkt, hvor kuglen slippes.

Lav en ( x, y)-graf og beskriv grafen med ord. Ligner grafen en parabel som forventet?
2. Lavet 2. grads fit og bestem koefficienterne a, b og c.
3. Brug koefficienterne til at bestemme y,, a og v, . Bestem fgrst y, =c. Derefter a ud fra tan(a)=»b

. Brug sa denne veerdi af a til at bestemme v, ud fra

9
2-v2-(cos(a))*

4. Vurdér ud fra jeres film, om vaerdierne virker rimelige.

5. Lav et residualplot. Ser der ud til at veere nogen tendenser her? Hvilke faktorer kan der i givet fald
veere tale om?

6. Bestem toppunktet ud fra jeres 2. grads fit. Hvordan passer det med grafen?

Nu skal | selv veelge et kast | kan undersgge. Det kan fx veere

- kast med en let bold uden skru

- kast med en bold med overskru
- kast med en bold med underskru
- spark med en fodbold
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Lav fgrst en begrundet hypotese om, hvordan | vil forvente, at bevaegelsen vil vaere i forhold til kastet med
kuglestgdskuglen. Vil grafen ligne en parabel, eller vil bolden komme kortere eller l&ngere. Optag sa en
film og undersgg bevaegelsen pa tilsvarende made som fg@r. Passer jeres hypotese?
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Kapitel 4: Differentialregning
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Apollo 8, 1968: Den fgrste bemandede rumrejse til Manen uden landing. Da astronautenWilliam Anders
ombord pa Apollo 8 pa vej til manen via Houston blev spurgt af et barn om hvem der egentlig styrede ma-
nefartgjet svarede han: | Think Newton is doing most of the driving right now.

Kinematik betyder lzeren om legemers bevaegelser. | kinematikken laver vi en matematisk beskrivelse af
forskellige bevaegelser. Det gor vi for at kunne analysere beveegelserne, samt foretage beregninger og ikke
mindst forudsigelser.

Kinematikken fra fysik og differentialregningen (samt integralregningen) fra matematik haenger meget ngje
sammen. Differentialregningen blev udviklet naesten samtidigt af bade Isaac Newton og Gottfried Wilhelm
Leibniz. Newton udgav i 1687 sin bergmte bog Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, som betyder
Naturfilosofiens matematiske principper, hvori han matematisk beskrev legemers beveegelse bade pa jor-
den og i rummet igennem bl.a. hans 3 love og gravitationsloven. Samtidig udviklede Leibniz en anden be-
skrivelse af differentialregningen, og det er faktisk hans notation, som vi bruger i dag. Som et eksempel pa
Leibniz anvendelse af differentialregningen i fysik udledte Leibniz brydningsloven. | eksempel (4.5) kan
hans tankegang fglges.

Fzelles for de to videnskabsmaend er, at de simpelthen opfandt en ny type matematik for at kunne Igse de
matematiske og fysiske problemer. Senere hen er differentialregningen blevet en af de mest anvendte ma-
tematiske teorier overhovedet. | dette afsnit skal vi se pa forskellige bevaegelser og undervejs bruge diffe-
rentialregningen til beskrivelsen.

4.1 Ga en graf
Som en faelles introduktion til differential- og integralregning i matematik, samt til at opna en forstaelse for
sted- og hastighedsgrafer i fysik, kan man lave fglgende.
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Seet en afstandsmaler op, og stil en person op foran den. Personen kan evt. holde en papskive foran, sa
bliver afstandsmalingen bedre. Personen bevaeger sig nu frem og/eller tilbage, mens man opsamler data.
Bagefter tegnes en (t, s )-graf. Her betegner t tiden malt i sekunder og s straekningen eller stedet malt i
meter.

Ga frem og tilbage foran
bevaegelsessonden.

,)))))

Beskriv grafen med ord. Hvornar gik personen hurtigt henholdsvis langsomt?

Find en made til at bestemme, hvor hurtigt | gik.

Bestem en vaerdi for gennemsnitshastigheden.

Hvad betyder det, hvis hastigheden er positiv henholdsvis negativ?

Kan man fa en gennemsnitshastighed pa 0 uden at sta stille?

Overvej hvordan vil du selv lave en (t ,v )- graf ud fraen (t, s )-graf. Her betegner v hastigheden i
m/s).

ok wnNE

Fa dataopsamlingsprogrammet til at lave en (t ,v )- graf. Hvordan passer det med jeres gennemsnitsha-
stighed fra fgr, samt jeres forslag til en (t , v )- graf?

Nogle programmer kan frembringe en tilfaeldig stykvis linezer (t , s )-graf, som man sa kan prgve at efterlig-
ne. Prgv dette.

Nar | er gode til dette, kan | prgve at ggre det samme for en (t, v )- graf, hvilket er vaesentligt sveerere. Prgv
nu dette.

4.2 Undersgge frit fald
| denne gvelse skal | bestemme accelerationen for et lod, der falder frit, samt undersgge straekning og ha-
stighed som funktion af tiden. Hvis accelerationen a er konstant lig tyngdeaccelerationen g, dvs.
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a=-g=-9,820
s
sa gaelder ligningerne
1
s(t):za-t2 +Vy-t+5,

vit)=a-t+v,
Hvad betyder de forskellige konstanter? Hvordan vil graferne for de to funktioner se ud? Kig evt. i kapitel 2.

Fremgangsmade: Haeng en afstandsmaler op i en god hgjde og fjern ting rundt omkring. Stil en kasse med
skumgummi eller lignende under afstandsmaleren. Lad et lod eller en anden tung genstand - gerne rund -
falde ned, mens data tid, sted og hastighed opsamles. Nar man maler pa denne made, bliver accelerationen
positiv, da afstandsmaleren vil male positivt nedad.

Databehandling:

1) Afbild straekningen som funktion af tiden. Beskriv grafen med ord og undersgg, om grafen passer
med teorien ved at udfgre andengradsregression.

2) Afbild hastigheden som funktion af tiden. Beskriv ligeledes denne graf med ord og undersgg, om
grafens forlgb passer med teorien ved at lave en linezer regression

3) Bestem dernaest accelerationen ud fra (t , v )- grafen som haldningskoefficienten fra den linesere
regression.

4) Underspg om s'(t)=v(t) ved at differentiere jeres fit for s(t). Passer det med jeres regression fra
2)?

Sammenlign jeres acceleration fra fgr med tyngdeaccelerationen og udregn % - afvigelsen.

4.3 Undersgge faldende legemer.

| skal undersgge 3 forskellige faldende legemer. | skal selv udveelge legemerne, saledes at | kan undersgge,
om accelerationen afhaenger af legemets form, stgrrelse, masse eller en anden parameter. Fgr | starter,
skal I lave en hypotese om jeres forventninger til forsgget, samt lave en forsggsplan. Husk variabelkontrol.
For hvert forsgg gores fplgende:

1) Afbild straekningen som funktion af tiden. Beskriv grafen med ord og forklar, om grafen passer
med jeres hypotese.

2) Afbild hastigheden som funktion af tiden. Beskriv ligeledes denne graf med ord og forklar, om
den passer med jeres hypotese.

3) Bestem dernaest accelerationen ud fra (t ,v )- grafen.

4) Sammenlign jeres acceleration med jeres hypotese (udregn % - afvigelsen, hvis det er muligt).

| kan hente et eksempel pa data fra et frit fald for en basket bold om hhv Excel og Nspire-fil.
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4.4 Hop med film — manehop

| skal optage en film af en person, der laver et hop. Marker massemidtpunktet af personen med et klister-
maerke pa tgjet. Det passer ca. med navlen. Husk at der skal veere en meterstok eller andet med pa billedet,
som | kan bruge til at fastleegge en malestok. Sg¢rg desuden for, at kameraet holdes helt stille.

Filmen indszettes i et passende videoanalyse program. Punkterne markeres, og malestokken bruges til at
lave en skala.
1) Afbild hgjden y som funktion af tiden. Beskriv grafen med ord og undersgg, om grafen passer med
teorien.
2) Afbild hastigheden opad v, som funktion af tiden. Brug denne graf til at bestemme en veerdi for

tyngdeaccelerationen. Lav en linezer regression og bestem haldningskoefficienten.
3) Bestem hvornar personen er gverst i hoppet, og bestem hoppehgjden.

Filmen moonjump.avi viser en astronaut, der hopper pa Manen. Analyser filmen pa samme made, og be-
stem en veerdi for tyngdeaccelerationen for Manen. Astronauten, der hopper, er 2 m hgj fra fgdderne og til

toppen af hans udstyr. Filmen findes pa

http://www.emu.dk/gym/fag/fy/inspiration/forloeb/videoklip/index.html

http://www.hqg.nasa.gov/alsj/al6/al6salute.mpg

Du kan ogsa hente filmen her.
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Man kan ogsa undersgge om faldtiden for en hammer og en fjer er den samme pa Manen. Astronauterne,
der var pa Manen, har faktisk lavet det forsgg og filmet det. Manens atmosfaere er nemlig meget, meget
tynd, sa det svarer til at lave forsgget i et lufttomt rum. Man kan derfor bedre se, om der er en forskel pa
objekternes faldtid end, nar de falder her pa Jorden.

Indlaes filmen og undersgg, om de to objekter rammer Jorden samtidig ved at lave en tilsvarende analyse

som i det foregaende, hvor du laver grafer over y som funktion af t, samt v, som funktion af t for bade

hammer og fjer. Pa filmen er astronauten ogsa 2 m hgj ligesom fgr.

Filmen findes pa http://nssdc.gsfc.nasa.gov/planetary/lunar/apollo 15 feather drop.html.

Du kan ogsa hente den her.

4.5 Brydning og Snells lov

Nar lys brydes ved overgangen fra et materiale til et andet, sendres retningen pa lysstralen. F.eks. ser dine
underben underligt korte ud, hvis du star i vand til knaeene, en fisk er ikke der, hvor den ser ud til at vaere
og blyanter ser knaekkede ud.

Brydningsfaenomener i hverdagen.

Brydningen beskrives som bekendt ud fra Snells lov, der siger
sin(i) v,

sin(b) _Z '
hvor v, og v, erfartenihhv. det fgrste og det andet materiale, og i ogb er henholdsvis indfalds- og bryd-
ningsvinklen.

En sjov / bemaerkelsesvaerdig konsekvens af loven er, at nar lyset gar fra et materiale til et andet, som f.eks.
pa billedet hvor det gar fra pigens fgdder til drengens gje, sa gar det den vej, der tager den korteste tid!

A. Livredderen

En livredder pa en strand star 5 meter fra vandkanten og kigger rundt. Pludselig ser hun en dreng i vandet,
der ser ud til at have brug for hjaelp. Han befinder sig 20 meter lengere henne ad stranden og 10 meter
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ude i vandet. Det klassiske livredderproblem er s3, hvilken vej hun skal veelge for at komme frem sa hurtigt
som muligt. Vi antager, at livredderen kan Igbe med farten 6,0 m/s og svgmme med farten 2 m/s.

Bevaeger man sig i en ret linje? Eller Igber man lidt lengere hen ad stranden, hvor man kan holde den stgr-
ste fart, fgr man gar ud i vandet?

a) Antag at hun har valgt den rette linje. Bestem hvor langt hun skal Igbe pa stranden, samt hvor
lang tid det vil tage.

b) Beregn tilsvarende lzengden i vandet samt den tilhgrende tid.

c) Hvor leenge varer det i alt, fgr hun nar frem?

d) Antag nu, at hun vaelger at Igbe lidt laengere hen ad stranden, naermere bestemt til x = 8 meter.
Bestem pa samme made som fgr, hvor lang tid det vil vare, fgr hun er fremme ved drengen

e) Undersgg med et dynamisk geometriprogram, hvordan det samlede tidsforbrug sendrer sig, nar
x flyttes frem og tilbage langs stranden.

A ¥
-5 iy ok
2 < tid=—+— = 8.3636 sekunder Dreng
I
strekning=l+ [ = 26.32 meter
100
25 W
X
~ 20 meter
Su
m
1= 6 —
S
livredder

Vi vil nu beregne den veaerdi af x, der giver den mindste samlede tid.
f) Opskriv leengden pa stranden /; som funktion af x.

g) Beregn tiden pa stranden t; som funktion af x.
h) Ggr det samme for laengden og tiden i vandet, I, og t,.

i) Find den samlede tid t som funktion af x.
j)  Bestem minimum for t(x) og udregn, hvor hurtigt hun kan vaere fremme.

Opfylder vores minimum sa Snells lov? Vi kontrollerer det lige:
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k) Beregnvinklerne i og b for den veerdi af x, der svarer til mindstevaerdien. Beregn dernaest
sin(i) / sin(b) , og sammenlign med forholdet mellem de to hastigheder.

B. Brydning
| denne opgave vil vi vise, at resultatet fra opgave A galder generelt; altsa at lyset altid Ipber den vej, der
tager kortest mulig tid. Princippet er det samme som i forrige opgave, men nu med hastighederne v, og v,

, og afstande L, og L, som vist pa tegningen.

y

W Drens

2

L
I

b

i X
X meter L

Livredder

a) Opskriv leengden /; som funktion af x. Opskriv dernaest t; ligeledes som funktion af x.

b) Gegr det samme for /, og t, .

c) Den samlede tid er givet ved t(x)=t;(x)+t,(x). Skriv udtrykket for t(x), og find t'(x) .

d) Les ligningen t'(x)=0 hvor du beder dit CAS-veerktgj om at isolere v, istedet for x. Skriv lig-
ningen om, sa du har :—1 pa venstre side af lighedstegnet.

2

e) Opskriv sin(i) og sin(b) som funktion af x. Find forholdet mellem de to, og vis at det er lig med
hgjresiden af ligningen ovenover. Du har nu vist, at hvis lyset Igber den vej, der opfylder Snells
lov, veelger det ogsa den vej, der tager kortest tid at gennemlgbe.

f)  Principielt skal vi lige vise, at der er tale om et minimum. Overvej om man ikke kan ggre det ved
at se pa t'(x) i to udvalgte punkter.

4.6 Parallelforbindelser — hvilken vej gar stremmen?
| en parallelforbindelse deler strgmmen sig, sa noget gar den ene vej rundt, og resten gar den anden ve;j.
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/ 1

R.=100Q

R2=3OQ

u=15Vv

| parallelforbindelsen ovenover har de to resistorer vaerdierne R, =10Q og R, =30Q). Spaendingsfaldet
over parallelforbindelsen er U=15V .

a) Find stremmen /; og I, gennem de to resistorer, og beregn den samlede strgm /.

b) Beregn den samlede resistans R i kredsen.
c) Beregn den afsatte effekt i hver af de to resistorer, samt den samlede effekt.

Vi vil nu se lidt pa, hvad der sker, hvis vi samlet skulle sende den samme strgm igennem de to resistorer,
men kunne valge at fordele det anderledes, sa stremstyrken gennem den ene resistor blev mindre og
stromstyrken gennem den anden blev stgrre.

d) Beregn den samlede effekt, hvis strgmstyrken gennem begge resistorer er 1,0A.

e) Beregn den samlede effekt, hvis /; =0,5A og I,=1,5A.

Noget kunne tyde p3, at effekten bliver stgrre lige meget hvad vi ggr. Lad x vaere strgmstyrken gennem R,
og beregn udtrykt ved x strgmstyrken gennem R, .

f)  Opskriv den samlede effekt udtrykt ved x, og find minimum. Havde vi ret?

g) Kan du vise reglen generelt; altsa uden at have fastlagte veerdier for resistanserne og den samlede
stromstyrke?
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Kapitel 5: Integralregning

5.1 Bevaegelse pa skraplan

| skal bestemme hastigheden som funktion af tiden ved en bevaegelse pa et skraplan, hvor en klods skal
glide ned ad skraplanet. Desuden skal | bestemme accelerationen og den tilbagelagte straekning. Vi vil an-
tage, at bevaegelsen foregar med en konstant acceleration og vil undersgge accelerationen bade med og
uden gnidning.

Lav et skraplan ved at haeve den ene ende af et bord. Tjek at klodsen kan glide ned af bordet. Mal derefter
hzldningen af skraplanet med en vinkelmaler eller ved at male starthgjden, h, og kgreleengden, / og sa
beregne haeldningen ud fra det.

Placer en afstandsmaler i den gverste ende af bordet. Anbring en klods eller andet med en plan overflade
mod afstandsmaleren. Klodsen slippes nu og man opsamler data, mens den glider ned ad skraplanet.

Nu skal | lave en maling, hvor der ikke er gnidning mellem bordet og klodsen. Dette kan fx ggres ved at
smgre bord og klods ind i seebevand. Lav en maling helt tilsvarende den fgrste maling.

For begge malinger ggres fglgende

1. Afbild hastigheden som funktion af tiden. Beskriv denne graf med ord. Svarer grafen til vores for-
ventninger?

2. Laven lineaerregression for (t ,v )- grafen og bestem dernaest accelerationen ud fra haldningsko-
efficienten.

3. Bestem dernaest den tilbagelagte straekning ved at bestemme integralet af din hastighedsfunktion,
altsa

tZ
s= Ll v(t)dt,

hvor t; og t, findes ud fra din graf.

Sammenlign de to straekninger. Er de ens? Passer de med bordets leengde, hvorfor/hvorfor ikke?

Sammenlign nu de to accelerationer. Hvis der ingen gnidning er, skal accelerationen vaere
a=g-sin(¢),
hvor g er tyngdeaccelerationen og ¢ er skraplanets haldning. Argumenter for denne formel ved at tegne

et kraftdiagram og finde den samlede kraft pa klodsen.
Beregn den teoretiske veerdi for accelerationen uden gnidning. Passer det med din veaerdi?

Hvis der er gnidning skal accelerationen vaere
a=g-sin(¢)—u-g-cos(d)

hvor u er gnidningskoefficienten. Benyt denne formel samt jeres to malinger til at finde en vaerdi for p .

Acceleration pa et skraplan:
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F normal

Pa figuren ses en klods pa vej ned ad et skraplan. Klodsen er pavirket af tyngdekraften og gnidningskraften.
Tyngdekraften kan beregnes som f, =m-g, hvor m er massen, og g er tyngdeaccelerationen. Tyngdekraf-

ten kan opdeles i to “dele’ nemlig en, der modsvarer normalkraften F, ogen, der far klodsen til at glide

ned, kaldet F,, ;. Der geelder ifglge tegningen, at

krg
Fy =F, -cos(@)=m-g-cos(¢)
samt at
Fyrs =F -sin(@)=m-g-sin(o) .
Gnidningskraften kan findes som
Fanig =M+ Fy =p-m-g-cos(q) .

Den samlede kraft pa klodsen bliver sa
Fsamiet = Fsira _anid =m-g-sin((p)—u-m-g-cos((p)

Da den samlede kraft er givet ved F, =m-a, far man accelerationen a ved at dividere med m til at veere

amlet

a=g-sin(¢)—p-g-cos(e) .

Note om gnidning. Man har to forskellige gnidningskoefficienter, nemlig den dynamiske, der virker mens
klodsen bevaeger sig, og den statiske, der virker, nar klodsen skal saettes i bevaegelse. Den statiske gnid-
ningskoefficient er hgjere end den dynamiske. Det er altsa sveerere at fa klodsen i gang end at holde deni
gang bagefter.

5.2 Hoppehgjde og integralregning
| denne gvelse skal | bestemme hoppehgjden for en person, der hopper pa en kraftplatform. | skal under-

vejs bestemme arealet under en kurve, sa | skal ogsa benytte sammenhangen mellem integralregning og
arealet under en kurve. Fgrst lidt om hoppehgjder og kraefterne pa en person, der hopper.
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En person star pa en kraftplatform. Fgrst star han stille et lille gjeblik, og derefter springer han op i luften,
og lander pa gulvet. Personen pavirker kraftplatformen med en kraft, og denne pavirker personen med en

lige sa stor — men modsatrettet — kraft, som vi kalder F_,, .

Fgulv
Datalogger
Ftyngde
Kraftplatform _‘
F kraftplatform

Spring pa kraftplatform

o T 1t 9

Massemidtpunkt@ ? - X

Kraftplatform
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Den resulterende kraft pa personen er nu:
Av

F

res — Fgulv —

Ganger man dette med tidsrummet for afsaettet far man:

m'AVafsat :FQLI/V 'At_Ft 'At

Her bestemmes F,, - At som arealet under kurven fra starten af afszettet, til man letter. Ud fra denne lig-

ulv

ning kan man finde afsaetshastighedenv hvis man antager at starthastigheden er nul.

afsaet 7

Nu kan hoppehgjden h bestemmes som:
2
h= Vafsat

2-g
Udledning af formlen for h.
Her har man set bort fra andre kraefter end tyngdekraften. Nar det er tilfaeldet, vil den mekaniske energi
veere bevaret under hoppet. | starten, hvor man saetter af, vil der kun vaere kinetisk energi
1 5

E Em-vafsaet .

mek,start = Ekin,start =

@verst i hoppet vil der kun vaere potentiel energi, da hastigheden er nul. Her har man s&
E E =m-g-h

mek ,top = pot top

Da den mekaniske energi er bevaret igennem hoppet, kan man saette £, cart =Emek top -

Sa far man

1 2

Em'vafswt =m-g-h

hvoraf formlen for hoppehgjden fremkommer ved at isolere denne.
Som sagt skal | undersgge sammenhangen mellem areal og integralregning. Specielt skal | kigge pa: Hvor-

dan finder man arealet for en funktion, man ikke kender forskriften for? | praksis vil man jo ofte blot sta
med en graf baseret pa et passende antal malepunkter.
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En primitiv metode til at ansl arealet bygger da pa at teelle A

tern. Det er dog bedre at udnytte, at dataveerdierne ligger

som lister i et regneark og sa tage udgangspunkt i regnear-

kets muligheder for at summere sadanne lister systematisk.

Det svarer til matematikkens forskellige slags summer til \

approksimation af integraler.

| matematik bygger tilgangen pa en approksimation af area- /
let med passende rektangler: [

Y

A N . 127w
7 Klik: Sld integralet fil
b
Ax) dx = 31.328352494
a
Venstresum =30.509182492 dvs. Fejl = 0.81?

Hajresum = 32.154737593 dvs. Fejl = -0.826

1 1 3
x)=—- x5+—- X7 =2 x+6

100 3

= a 0.2 I
- » HOJRESUM

LU E e nnt Antal inddelinger = 12

. . ,

v Klik: Skift til VENSTRESUM

Vesntre- og hgjresummer som tilneermelser til integraler
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plx) dx = 25.356788515

a

A 12ty .
7 Kiik: Sld integralet fil J,-"'

Trapezsum = 25.265873606 dvs. Fejl = 0.090915

-3 a 0.2 b 3
1.‘='? R S(IJ Antal delintervaller = 6. TRAPEZSTUM (: ng@\!’}’g{;ﬁg}
. . 5

Trapezsum som tilnaeermelse til integralet

Her ggr man det, at man inddeler grafen i en masse sma korte tidsrum. Tidsrummene skal vaere sa korte, at
man kan regne med, at kraften (y -vaerdien) er konstant i tidsrummet. For hvert lille tidsrum udregner man
arealet af rektanglet, altsa den lille strimmel under grafen. Summen af alle arealerne af rektanglerne, giver
en tilneermet vaerdi for arealet under grafen. Hvis man hele tiden veelger en vaerdi, der er mindre end den
faktiske funktionsveerdi i intervallet, kaldes det en undersum. Hvis man hele tiden vaelger en vaerdi, der er
stgrre end den faktiske funktionsvaerdi, kaldes det en oversum. Valges en hgjde pa rektanglerne, der er
imellem den mindste og den stgrste vaerdi, kaldes det en middelsum. Jo finere inddeling man laver, jo min-
dre vil forskellen pa undersum, oversum og middelsum vaere. Overvej dette.

| praksis kan det vaere nemmere altid at vaelge det hgjre eller venstre endepunkt. Her kaldes det sa hen-
holdsvis en hgjre- og venstre sum. Gennemsnittet af venstre- og hgjresummen kaldes en trapezsum. Den
svarer til, at man finder arealet for polygonomradet udspaendt af datapunkterne. Overvej dette.

Nar man ikke har adgang til en funktionsforskrift, men kun til en serie af datapunkter, vil trapezsummen
normalt vaere det bedste bud pa arealet. For sma datamaengder kan dette altsa ogsa findes rent geome-
trisk, ved simpelthen at tegne polygonen op og male arealet med det indbyggede arealvaerktgj i grafteg-
ningsprogrammet.

Fremgangsmade:

Lav en maling, hvor en person gar op pa platformen, star stille, saetter af og lander pa platformen pa blgde
knae, retter op og star stille. Det er vigtigt at | aldrig lander pa stive ben pa platformen. Den er dyr og kan
ikke holde til mere end 4000 N. Det er ogsa sundere for jeres knee.
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Vi kan dele bevaegelsen op i fem dele, en hvor personen star stille, en hvor personen saetter af, en hvor
personen "svaever”, en hvor personen lander og endelig en hvor personen star stille igen.

Alternativt kan personen hoppe helt af platformen, hvis der er fare for at komme over 4000 N.
Data overfgres til regneark.
For hvert hop ggres fglgende.

Tegn normalkraften som funktion af tiden.

Hvilke tidsintervaller deekker de 5 faser over?

Beregn hgjresummen og venstresummen for afszettet, ligesom skitseret ovenfor.

Sammenlign de to tal. Pa hvilke dele af grafen er den ene stgrre end den anden? Eller er de lig hin-

anden?

5. Beregn en gennemsnitsveerdi for arealet ud fra de to summer. Resultatet bruges til at beregne
hoppehgjden, som ovenfor beskrevet. Resultaterne indfgres i tabellen nedenfor for hver person.

6. Hvilket areal svarer gennemsnitsvaerdien til? Hvilket integral/areal er indbygget i dit dataanalyse-

PwNE

program?
7. Vurder hvor god metoden er til at bestemme hoppehgjder. Hvordan kan man evt. forbedre forsg-
get?
2000+ y = Normalkraft/N 20004 y = Normalkraft/N 2000;; y = Normalkraft/N

i T Hop pa kraftplatform

Hop pa kraftplatform Hop pa kraftplatform

10001 Hgjresum 7

=930.200

1500

1500 T

Venstresum

1000 = 998.064

1000T  Trapezsum
=964.132

T

TR SRV NI ST NN S RN RA 1Y

—
L —

Xz fidls,

T = —+
0.5 1.0 15 2.0 25 0.5 1.0 15 2.0 25

Her kan du hente et eksempel pa data fra et hop (som hhv Excel og Nspire-fil).

5.3 Acceleration med mobil telefon

Til denne gvelse skal man bruge et accelerometer. | de fleste smartphones har man indbygget et accelero-
meter, som man kan bruge, hvis man kan fa data ud fra det. | skal bestemme, hvor langt | har kgrt ud fra
denne maling.

Princippet er simpelt. Man kgrer en tur med et accelerometer, mens det optager data. Data overfgres til
CAS veerktgj eller andet databehandlingsprogram.
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Start med at tegne en graf med accelerationen som funktion af tiden. Hvordan ser grafen ud? Beskriv be-
vaegelsen med ord.

Lav nu et fit til en passende funktion. Det kan vaere, at | skal dele grafen op i dele og fitte hver del for sig.
Integrer jeres accelerationsfunktion én gang. Sa har | hastighedsfunktionenv(t).
Ud fra start og sluttidspunktet, kan | bestemme afstanden, som | har kgrt vha.

s=| ()t

start

Vurdér, hvor godt det passer med det, | virkeligt kgrte.

5.4 Froghop med accelerometer

En elev far spaendt et accelerometer fast pa panden. Der optages data, mens eleven laver et frghop, altsa
saetter sig pa hug og derefter laver et hop op og tilbage til hug.

Tegn en graf over a, som funktion af t. Beskriv grafen med ord og svar pa fglgende:

- Hvor lang tid varer afsaettet?
- Hvor lang tid er eleven i luften?

- Hvad er den st@rste acceleration, som eleven opnar i afsaettet?

Nu beregnes arealet under grafen vha. dataopsamlingsprogrammet eller som i afsnit 5.2. Derefter beregnes
hoppehgjden ligesom i afsnit 5.2.
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Kapitel 6: Modellering med f’

6.1 Undersgge frit fald for kaffefiltre

Nar et kaffefilter falder frit, vil det meget hurtigt opna en konstant hastighed, da det vil have en ret hgj
luftmodstand. Hvis man udmaler en afstand, helst flere meter, og tager tid for, hvor lang tid faldet tager, sa
kan man beregne den konstante hastighed ved at dividere afstanden med faldtiden. Dette gg@res for et kaf-
fefilter, derefter for to indeni hinanden, sa tre osv. indtil man har fx 8 malinger. De konstante hastigheder
udregnes i hvert tilfaelde. Kaffefiltrene vejes og en gennemsnitsvaerdi for deres masse beregnes. Ud fra
denne beregnes luftmodstanden i de enkelte tilfelde som F,, =F, =m-g. Dette gaelder fordi, nar kaffefil-

trene har opnaet en konstant hastighed, sa er luftmodstand og tyngdekraft lige store. Alle resultaterne
indfgres i et skema. Tidstagningen kan veaere ret usikker, sa man kan forbedre forsgget ved at lade flere
personer pa en gang tage tid og sa udregne et gennemsnit af dette.

Mal ogsa diameteren af kaffefilteret og brug dette til at beregne tvaersnitsarealet som A= nr? , hvor rer
radius af kaffefilteret.

1) Indtegn luftmodstanden som funktion af hastigheden i et koordinatsystem.

2) Laven potensregression. Passer det, at luftmodstanden vokser som hastigheden i anden potens?

Ud fra konstanten i regressionen b kan man beregne den sakaldte formfaktor for et kaffefilter. Der gaelder,
at luftmodstanden er givet ved

1 2 2
Fluft ZE'CW 'A'pluft vo=b-v,

hvor C,, er den sakaldte formfaktor, A er tvaersnitsarealet, p,, er luftens densitet (ca. 1,3 kg/m>), og v er

hastigheden. Brug dette til at bestemme en vaerdi for formfaktoren for et kaffefilter.

6.2 Faldskeermsudspring

| dette eksempel skal | teoretisk behandle samme situation som ovenfor, bare for en faldskaerm. Et fald-
skaermsudspring sker fra 4000 meters hgjde, og faldskaermen udlgses fgrst i 1500 meters hgjde. Den mak-
simale fart, der opnas, er 50 m/s.

| denne situation geelder kraftligningen (Newtons 2. lov)

m-v'({t)=m-g—k-v(t)
hvor v(t) er hastigheden til tidspunktet t malt i sekunder, m er massen malt i kg, g=9,82 m/s’ er tyngde-
accelerationen og k er en konstant givet ved, jf. ovenstaende

1

hvor A er tvaersnitsarealet malt i m?, C,, er formfaktoren, der afhaenger af legemets form og p er luftens
densitet, der kan saettes til 1,3 kg/m2 ved 20 °C og 1 atmosfeaere.
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Antag nu, at en mand pa 80 kg springer ud med faldskaerm.

1) Udspringeren opnar asymptotisk en maksimale hastighed pa v,,,, =50 m/s. Derfor ma der geelde,
at den afledede funktion af hastighedsfunktionen v(t) asymptotisk er nul, dvs. v'(t)=0 nar denne

hastighed er opnaet. Indsaet dette i kraftligningen og vis at konstantens vaerdi ma vaere 0,314 kg/m.

2) Kraftligningen kan omskrives til en differentialligning ved at dividere med m pa begge sider. Det gi-
ver:

v'(t)=g—£-v(t)2

eller

hvorc:%.

Plot haeldningsfeltet for denne differentialligning med begyndelseshastighedenv, =v(0)=0

v’(t)=g—c-v2

3) Hvornar opnas den maksimale hastighed?

Lesningsmetods [Runge-Kutta ~ ;‘

Fejttolerance: |0.001 - |

— Felt ‘hasldmng ~|
""""""" Akser

& xe—
- ye
Plot-start: 07-‘
Plot-slut: 207"

Plattrin: (0.1 -

__-'v;: Feltoplesning: |40 - |

d1: . . !
i .
v = g1 2g=9.82 and m=80 and k=0.31424 g
m

|~ ok |- annuier

@ (ovek (0,02

Her ses et eksempel pa plot af heeldningsfeltet.

6.3 Mere om modellering af frit fald for kaffefilter

I skal undersgge luftmodstanden for et kaffefilter naermere. Luftmodstanden pa et kaffefilter vil vaere ret
stor, og man kan ikke bare se bort fra den, som man ellers ggr i mange andre sammenhange.

Vivil antage, at luftmodstanden F, er proportional med hastigheden i anden, altsa

F/uft :k'vz ’
hvor k er en konstant, og v er hastigheden.
Kraefterne, der virker pa kaffefilteret er altsa tyngdekraften og luftmodstanden, og de to kraefter er mod-
satrettede. Bruges Newtons 2. lov giver det
m-a=m-g—k-v*
hvor a er accelerationen, g er tyngdeaccelerationen og m er massen.
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Da accelerationen er lig v', kan man lave ligningen om til en differentialligning

m-v’=m-g—k-v2

eller
v‘:g—c-v2
hvorc:%.
P N
/ N\
[
Kilde > v
/7
/
\
[ \ /
N
g

SD-diagram for fritfaldsligningen v' =g —c-v®
Fremgangsmade:

Uddannelse

EGMONT

Leeg afstandsmaleren pa jorden. Slip et kaffefilter i en god hgjde over afstandsmaleren samtidig med, at |
begynder at optage data. Data behandles i dataanalyseprogrammet eller overfgres til jeres CAS veerktgj.

Bestem massen af kaffefilteret.

1) Afbild hastigheden som funktion af tiden for jeres malinger. Beskriv grafen med ord.

2) Sluthastigheden kan findes ud fra atv'=0. Brug dette til at vise at v, =\/§. Ud fra jeres forsgg
c

kan | derfor finde et bud pa veerdien for konstanten c.

3) Plot haeldningsfeltet for differentialligningen sammen med begyndelsesbetingelsenv(0)=0, idet |
indsaetter passende vaerdier for konstanterne g og c. Sammenlign jeres maling med dette. Lgs diffe-
rentialligningen symbolsk vha. dit CAS veerktgj. Som begyndelsesbetingelse kan man brugev(0)=0.

Husk undervejs at angive, at alle konstanter er positive.
Lgsningen til differentialligningen bliver enten

v(t)= \/g_tanl;\/(_‘c-g t) =v,,, -tanh(\/c-g -t)
c

eller
eZ-a/og-t -1

V)=V ——=—
e2leat g

De to udtryk er forskellige udtryk for det samme. Se evt. gvelsen eller bed om at fa det fgrste ud-

tryk omskrevet ved hjzelp af exp.

4) Lav et fit til denne kurve for jeres (t,v)-data. Brug dette til at finde en vaerdi for c og dermed for k.
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Konstanten k er givet ved k=3- Ay .cnir *Pruse *Cov» VOT Ay €F tvaersnitsarealet af kaffefilteret, p,,q er

luftens densitet ved den pagaeldende temperatur og C,, kaldes formfaktoren og er en konstant, der af-
haenger af legemets form. Bestem C,,, for kaffefilteret.

Gentag det hele for flere kaffefiltre oven i hinanden, sdledes at massen varieres, men formen er den sam-
me. Hvad sker der med sluthastigheden?

@velse: Hyperbolsk tangens
Man definerer de hyperbolske funktioner sinus hyperbolsk (sinh) og cosinus hyperbolsk (cosh) som

X —X
sinh(x):e €

X —X
e’ +e
cosh(x) =

Tangens hyperbolsk (tanh) defineres sa, som

tanh(x) = sinh(x)
cosh(x)
a) Visat
2x
-1
tanh(x) = 6’2
e +1

ved at indsaette udtrykkene for sinh og cosh og derefter forlaenge brgken med e*.

b) Vis nu, at de to Igsninger fra fgr er ens.

6.4 Newtons afkglingslov
Ifglge Newtons afkglingslov er temperaturaendringen i et objekt proportional med forskellen mellem objek-
tets temperatur og omgivelsernes temperatur.

En kop the stilles til afkgling. Theen er til at begynde med 90 °C og omgivelsernes temperatur er 15 °C.

Den hastighed, hvormed theens s temperatur aendrer sig, kan ifglge Newtons afkglingslov beskrives ved
differentialligningen

T'(t)=—c-(T(t)—15)
hvor T(t) er theens temperatur malti °C til tidspunktet t malt i minutter, og ¢ er en konstant, der vil af-
haenge af koppens stgrrelse og form.

Det oplyses, at den hastighed, hvormed theens temperatur sendrer sig til tidspunktet t =0er 1 °C pr. minut.
1) Plot haeldningsfeltet for differentialligningen sammen med begyndelsesbetingelsen.

2) Lgs differentialligningen. Bestem konstanten ¢, og bestem en forskrift for den funktion, der beskri-
ver udviklingen i theens temperatur som funktion af tiden.
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3) Lav et eksperiment til at undersgge afkglingen af en kop the. Lav en kop the sa varm som muligt.
Szt den til afkgling og mal temperaturen fx hvert minut.

4) Indtegn temperaturen som funktion af tiden i et koordinatsystem. Beskriv grafen med ord. Minder
den om jeres Igsning fra for?

5) Undersgg nu om jeres Igsning fra fgr kan passe til jeres data ved at lave et fit. Hvilken veerdi for ¢
far1?
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Kapitel 7: Trigonometriske funktioner

7.1 Fjedersvingninger
| dette forsgg skal | undersgge fjedersvingninger. Ifglge Hookes lov gzelder det i et vist omrade for en fjeder,
at stgrrelsen af fjederkraften er givet ved Fs= k-x . Fjederkraften vil vaere modsatrettet straekningen x .

Haenges et lod pa fjederen, vil fjederkraftens st@rrelse veere lig tyngdeaccelerationen, hvis loddet haenger
stille. Lav en samhgrende raekke af malinger af x og m ved at haenge forskellige lodder pa fjederen. Beregn
F; som m-g. Laven (x,F;)-graf og bestem k som haldningskoefficienten.

Nu hvor vi kender fjederkonstanten, kan vi lave forsgg med fjedersvingninger. Haeng et lod pa fjederen og
placér fijederen, sa loddet kan svinge frit. Laeg afstandsmaleren under loddet i en passende afstand. Kon-
trollér selv dette. Szt fjederen i svingninger og optag bevaegelsen.

Lav et fit til en harmonisk svingning for (t , x )-grafen. For denne skal | bestemme: A, B, w og ¢ . Se kap 7
afsnit 2,5. Hvad betyder de fire konstanter i praksis for jeres forspg?

Differentier forskriften for jeres svingning, saledes at | har en forskrift for hastigheden. Benyt denne til at
bestemme hastigheden, nar loddet passerer ligevaegtsstillingen. Hvorledes passer det med teorien fra af-
snittet?

Differentier nu jeres forskrift for hastigheden, saledes at | har en forskrift for accelerationen. Sammenlign
med den malte acceleration.

Man kan ogsa lave en tilsvarende maling pa et pendul.

Her kan | hente data fra en fjeder med k=1,2 N/m og m= 0,04 kg (Excel & Nspire).

-0.525 s

7N\ /
-0.575 —\ [ \ /
-0.600 \ A /
0625 Y / b v
-0.650 \\ { \\
NS

-0.725 ~ ?’

05 075 1.0 125 15 175 20 225 25
tid (s)

sted (m)
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Kapitel 8 og 9: Normalfordelingen og binomialfordelingen.

8.1 Normalfordeling af maleresultater
Det siges tit, at gentagne malinger af den samme stgrrelse vil give en serie af tal, der er normalfordelt med
en given spredning omkring en given middelvaerdi. Middelveerdien pu og spredningen ¢ afhanger sa af den

malte stgrrelse samt af eksperimentet.
Vi vil nu gennem en raekke forskellige eksperimenter undersgge, om det ogsa er tilfaeldet.

Bestemmelse af lydens fart i luft
Bestemmelse af bglgelaengden af en laser
Bestemmelse af bglgelaengden af grgnt lys
Galileis faldforsgg med lineal og stopur
Galileis faldlov med afstandsmaler
Afstand bestemt ved parallaksemaling

mmonw>»

Afsnit A indeholder et eksempel pa databehandling, der kan bruges i alle gvelserne.
A. Bestemmelse af lydens fart i luft.
Stil to mikrofoner i en kendt afstand As fra hinanden. Forbind dem til en elektronisk tidsmaler, frembring

en kraftig lyd (f.eks. ved at sla to traeklodser mod hinanden) og mal tiden At fra lydbglgen rammer den
farste mikrofon til den rammer den anden.

As
Lydens fart beregnes nu som v=A—t.

Klapbraedt

Maling af lydens fart i luft.

Hver gruppe gentager forsgget 10-15 gange med forskellige vaerdier af As.

Saml hele klassens resultater sammen. Brug et CAS-vaerktgj til at finde u og o som beskrevet i afsnit 3.4 i
kapitel 8. Plot dataene i et koordinatsystem sammen med taethedsfunktionen for den fundne normalforde-
ling og vurdér, hvor god en overensstemmelse | har.
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Vurdér pa baggrund af plottet jeres resultat set i forhold til den forventede vaerdi for lydens fart. Afviger en
eller flere af gruppernes resultater markant fra resten? Er der tale om systematiske fejl? Hvor meget bety-
der temperaturen i lokalet for jeres malinger?

Eksempel:

54 malinger af lydens hastighed blev malt med forskellige laengder: 0,7m, 0,9m, 1,2m, 1,5m og 2,0m. Resul-
taterne er vist nedenfor. Data kan hentes her (Excel, Nspire).

@ A afstand_m |Etid_ms [Cfart D E F
= =afstand_m/tid 6.01
1 0.7 2.73 256.41
2 0.7 2.73 256.41 5.0
3 0.7 1.99 351.759 2 ;
|
4 0.7 2 350. 2404
5 0.7 2.01 348.259
6 0.7 2 350. 304
7 0.7 2.69 260.223
8 0.7 2 350. .
° 0.7 2.68 »114 | V-—-—————
01234567809123456780123456780123456788912345678¢
10 0.7 2 350. 07 09 1.2 1.5 2
afstand_m
1 0.9 2.55 352.941
12 0.9 3.24 277.778
13 0.9 2.56 351.563
14 0.9 3.29 273.556 -
15 0.9 2,61 344.828 :
16 0.9 2.55 352.941 L
17 0.9 2.6 346.154 %
18 0.9 2.61 344.828 : .
19 0.9 2.6 346.154 &
20 0.9 2.6 346.154 3..
21 19 A0 207 no1 H &%
B Ll o e 2 B8 8
2 @ ] [] x [ -] [ Y0)
cffore =T 1000 P R g g s
tid_ms fart

Fordeling af de fundne vaerdier for lydens fart.
@verst ses fordelingen af signaltiderne som funktion af afstanden (afsat som kategoriske data). Det er tyde-
ligt at signaltiden ikke er entydig, men typisk kommer i to klumper: En tidlig og en sen. Den sene ankomst-
tid skyldes en refleksion af lydsignalet.

Nederst ses fordelingen af lydens fart udregnet som afstanden mellem mikrofonerne divideret med signal-
tiden. Det ses, at der er mange malinger omkring den forventede veerdi pa ca. 340 m/s. Derudover ser man
5 grupperinger. De skyldes som sagt, at man har malt pa en refleksion og ikke pa den direkte lydbglge. Ef-
terhanden som afstanden gges, e&endres geometrien for den reflekterede bglge, s3 man opnar en ny veerdi
for farten. Alle refleksionerne skal selvfglgelig pilles ud af datasaettet. Det ggres nemmest ved at sortere
dataseettet efter lydens fart.
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@ " afstand_m Etid_ms |C fart D fart_kor E F .

= =c1:c37 =0ne\

27 2 5.77|  346.62| 346.62

28 0.9 2.6/ 346.154| 346.154 z

29 0.9 2.6| 346.154| 346.154 f

30 0.9 2.6/ 346.154| 346.154 :

31 1.2 3.47| 345.821| 345.821 %

32 1.2 3.47| 345.821| 345.821 e

33 1.2 3.47| 345.821| 345.821

34 1.2 3.47| 345.821| 345.821 e

35 1.2 3.47| 345.821| 345.821 e H o0 2
36 0.9 2.61 344.828| 344.828 345 31‘16 347 348 far?kor 3%0 3%1 3%2 3%3
37 0.9 2.61 344.828| 344.828 -

38 2 6.41  312.012

39 2 6.42) 311.526

40 2 6.42) 311.526 ~

41 2 6.43) 311.042 %

42 2 6.43) 311.042 g

43 2 6.44) 310.559 ﬁ

44 1.5 5.02| 298.805 : 8

45 1.5 5.03| 298.211 g
46 1.5 5.05  297.03 s i:-
47 1.2 418 287.081 | ° o o g o250,
m ”IEI -] Lee o o0 ) . . oGooe
0.9 250 260 270 280 290 Boofan 310 320 330 340 350 360

Nederst ses fordelingen af samtlige malinger af lydens fart. @verst har vi kun beholdt de 37 mélinger med
en fart pa over 340 m/s. Vi kan nu med fordel omdanne prikdiagrammet til et histogram. Udseendet af
histogrammet afhaenger selvfglgelig af sgjlebredde og sgjlestart. Her er det vist med sgjlebredde 1 og sgjle-

start 343.

@ |0 fart_kor E F

= |=c1:c37 =0neVar('fart_kor,1): Copy
1| 352.941Titel Statistik med én variabel

2| 352.941 347.82
2| 351.759|Zx 12869.3
4| 351.563|Zx* 4.47637e6
s 350. |sx := sn-1x 2.10398
6 350. |ox := 6nx 2.07535
7 350./n 37.
8 350. |MinX 344.828
9 349.04/Q:X 346.154
10| 348.837 MedianX 347.222
11| 348.837/QsX 348.939
12| 348.259 MaxX 352.941
13| 348.028/55X := Z(x—X%)* 159.362
14| 347.826

15| 347.826

16| 347.222

17| 347.222

18| 347.222

19| 347.222

20| 347.222

21| 347.222

Frekvens

151

[ —
F|=0neVar|'fart_kor,1): CopyVar Stat., Stail.

350

04
343 344 345 346 347 348 349 351 352 353 354
fart_kor

Den endelige fordeling efter bortkastning af refleksionerne.
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Spgrgsmalet er nu, om der med rimelighed er tale om en normalfordeling. Fra en statistisk analyse af ha-
stighedsdata findes middelvaerdien og stikprgvespredningen til, u =347,8 m/s og 0 =2,1 m/s. Man kan sa

plotte histogrammet sammen med en normalfordeling med disse parametre.

27 normPdf(x, 347.82,2.10298)

Frekvens

342 343 344 345 3485 347 B?Srt k349 350 351 352 353 354 3§
art_kor

Alternativt kan man fitte en normalfordeling, som vist nedenfor. Programmet giver de samme vardier for
middelveerdi og spredning, som vi fandt fgr.

Et tern er4% Histogram

yd <

P N
— \"---...

344 345 346 347 348 349 350 351 352 353

Ohservationer

Tilpasset normalfordeling til vores malinger.

Fittet er ikke perfekt, da vi ser et dyk i histogrammet omkring 349 m/s, som ikke er i normalfordelingen.

Vi kan ogsa udfgre en Goodness of fit test byggende pa )(2 -fordelingen.
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| sa fald skal vi traekke en hyppighedstabe ud af histogramme, ligesom vi skal traekke en tabel over de for-
ventede veerdier ud af normalfordelingskurven. De forventede veerdier findes da nemmest ud fra den ku-
mulerede normalfordeling. Derefter kan vi udfgre en Goodness of fit test pa de observerede data. Normalt
skal vi da traekke en fra for at finde antallet af frihedsgrader. Men her har vi ogsa estimeret to parametre,
middelvaerdien p =347,8 m/s og spredningen o =2,1 m/s . Vi mister derfor ydereligere to frihedsgrader, sa

der kun er 6 frihedsgrader tilbage:

# Ainterval |E observeret |Cforventet [ skillepunkt [E F 1 ;:1:18:65_[15973
= =x2GOF(‘observeret, 'forv

1 [-:345] 2| 3.33264 344 Titel ¥2—Goodness of Fit test 0407

2 |[345:346] 5 3.8273 345 x2 8.60049

3 |[346;347] 8| 5.72958 346 PVal 0.197324 | § 030

4 \[347;348] 9 6.87177 347|df 6. %

5 |[348:349] 4/ 6.60296 348|/Complis...{0.53288671526812,0.3... E 0.20

6 [349:350] 1 5.08314 349

7 |[350;351] 4 3.135 350 0104

8 [351:352] 2| 1.54895 351

9 [352;-[ 2| 0.868655 352 4 oo
:szOF('observeDei,'furvemet.ﬁ): CopyVar Staf., Stai3. } 0123456 7)(18 91011121314

Det giver p=20% , sa omvendt kan vi heller ikke forkaste hypotesen om, at dataene er normalfordelte.

En vaesentlig del af afvigelsen skyldes sandsynligvis, at datasaettet (nar refleksionerne blev fjernet) kun var
pa 37 malinger.

B. Bestemmelse af bglgelaengden af en laser.
Nar lys passerer gennem et optisk gitter, vil man efter gitteret opna konstruktiv interferens i de retninger,
der er givet ved gitterformlen

n-A
sin(0)=—,
(6) ;

hvor A er lysets bglgeleengde, 6 er afbgjningsvinklen og n er ordenen.

Lav en opstilling med en laser og et optisk gitter som vist pa tegningen nedenfor. Mal afstanden L fra gitte-
ret til vaeggen og afstanden /| mellem 0. og 1. orden, og beregn afbgjningsvinklen ud fra ligningen

/
tan(e)zz. Laserens bglgelaengde kan nu bestemmes ud fra gitterligningen (med n = 1)
A

sin(G)zd

Gitter

1 i —

Laser

Lyset fra en laser sendes gennem et optisk gitter.
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Gentag forsgget med forskellige afstande til veeggen. Overvej om sma eller store afstande generelt er
bedst.

Saml hele klassens resultater sammen. Brug et CAS-vaerktgj til at finde u og o som beskrevet i afsnit 3.4 i

kapitel 8, samt i eksempel A ovenfor. Plot dataene i et koordinatsystem sammen med taethedsfunktionen
for den fundne normalfordeling, og vurdér hvor god en overensstemmelse, | har.

Diskuter overensstemmelsen mellem jeres resultater og den forventede veerdi? Hvilke fejlkilder har I? Var
alle gitrene identiske? Er der systematiske fejl hos en eller flere af grupperne?

C. Bestemmelse af bglgeleengden af grgnt lys.

Nar lys passerer gennem et optisk gitter, vil man efter gitteret opna konstruktiv interferens i de retninger,
der er givet ved gitterformlen
n-A
sin(6)=—,
d
hvor A er lysets bglgeleengde, 6 er afbgjningsvinklen og n er ordenen.
Send hvidt lys gennem et optisk gitter som vist pa tegningen nedenfor. | skal nu bestemme det interval,

hvor man kan finde bglgeleengderne for grgnt lys. Ligesom i forsgg B bestemmes afstanden fra gitteret til
vaeggen L, og dernaest bestemmes afstandene /; og /,, hvor /; er afstanden fra 0. orden og ud til greensen

mellem gult og grgnt lys i 1. ordens spektret, og I, er den tilsvarende afstand til graensen mellem grgnt og
blat lys.

/
Beregn nu afbgjningsvinklerne ud fra ligningen tan(e)zz . Bglgeleengden af det grgnne lys kan nu be-
stemmes ud fra gitterligningen (med n=1)

in@=>
sm(G)—d

||
1. orden
"
> 0. orden
Hvidt lys ind
B
1. orden
[
[——————

L
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Hvidt lys gennem et optisk gitter. Hele farvespektret observeret ved alle ordener.

Saml hele klassens resultater sammen. Brug et CAS-vaerktgj til at finde u og o for bade det venstre og det

hgjre endepunkt i det fundne bglgelaengdeinterval for det grgnne lys (metoden er beskrevet i afsnit 3.4 i
kapitel 8, samt i eksempel A ovenfor). Plot dataene for hvert af endepunkterne i et koordinatsystem sam-
men med teethedsfunktionen for den fundne normalfordeling, og vurdér hvor god en overensstemmelse, |
har.

Hvis | har lavet bade B og C, kunne det vaere interessant at sammenligne spredningerne for de to forsgg. Ud
over almindelig maleusikkerhed indeholder gvelse C ogsa en subjektiv(maske?) bestemmelse af graensen
mellem to farver. Kan man se en markant forskel i spredningen som fglge af denne ekstra usikkerhed?

D. Galileis faldforsgg med lineal og stopur.

Pa figuren nedenfor er vist en opstilling, hvor man kan male den tid, det tager en stalkugle at falde et styk-
ke ned. | startstillingen holdes kuglen fast af en elektromagnet. Nar stremmen til magneten afbrydes, be-
gynder kuglen at falde og samtidigt starter uret. Nar kuglen rammer pladen, sluttes en elektrisk kontakt, og
uret stopper.

agpid \)
_/

Forsgg med frit fald.

| skal udover at aflaese faldtiden t male den leengde s, som kuglen falder. (Overvej ngje hvorfra og hvortil
der skal males).

Den teoretisk forventede sammenhang mellem t og s er

1 5
s==gt°,
2

hvor g er tyngdeaccelerationen (9,82 m/s?). Formlen ovenover forudsaetter, at kuglen starter ved s =0m,
og at farten til at begynde med er 0 m/s.
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Forsgget udfgres for 5-10 forskellige veerdier af s mellem 10 cm og 1 m.

Databehandling: Tast maledata ind i et CAS-vaerktgj og fit en parabel gennem punkterne. Ideelt set bgr A
for parablen vaere % g og B=C=0. Tyngdeaccelerationen kan altsa bestemmes som 2A.

Det kan veere en diskussion vaerd at se pa, om B og C afviger signifikant fra 0.

Saml hele klassens resultater for g sammen. Brug et CAS-vaerktgj til at finde u og o som beskrevet i afsnit

3.4 i kapitel 8, samt i eksempel A ovenfor. Plot dataene i et koordinatsystem sammen med taethedsfunktio-
nen for den fundne normalfordeling, og vurdér hvor god en overensstemmelse, | har.

E. Galileis faldlov med afstandsmaler.

Forsgget er beskrevet i afsnittet om differentialregning(4.2). Hvis | allerede har lavet det forsgg, kan resul-
taterne genanvendes.

F. Afstand bestemt ved parallaksemaling.

Seet en taendt paere i en kendt afstand fra et rullebord (en afstand pa ca. 3-4 meter er passende). Det er
vigtigt, at denne afstand er den samme for hele klassen! Rullebordet stilles, sa kanten naermest paeren
star vinkelret pa retningen til paeren, og sa paeren ses lige i midten. Pa siden laengst vaek fra pseren, marke-

res “Solen” i midten, ”"Jorden nu” i det ene hjgrne og “Jorden om et halvt ar” i det andet hjgrne.

"Jorden nu"
C
b d
"Solen" () il :w:— Pzre
/1N

"Jorden om et halvt ar"

Mal parallaksen fra begge siden (¢, og¢, ) samt halvdelen af bordets bredde b (det svarer til den astrono-
miske enhed). Ved disse malinger ma | kun sta lige bagved bordet og male. | ma lave sigtelinjer og hvad |

2 n

ellers har brug for, men | er begraenset til at blive pa "Jorden”.

Mal til sidst som kontrol afstanden fra en af Jordens positioner til pzeren, d .

+
Find gennemsnittet af de to malte vinkler, ¢=u . Beregn parens afstand ud fra den malte parallakse
2
samt bordets bredde ved hjzelp af formlen d =— b(¢) .
sin
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Saml hele klassens resultater sammen. Brug et CAS-vaerktgj til at finde u og o som beskrevet i afsnit 3.4 i

kapitel 8. Plot dataene i et koordinatsystem sammen med taethedsfunktionen for den fundne normalforde-
ling, og vurdér hvor god en overensstemmelse, | har.

Sammenlign med den malte afstand. Diskuter ngjagtigheden af forsgget samt fejlkilderne. Hvilken af de
malte st@rrelser var svaerest at male praecist? Er det samme tilfaeldet, nar en astronom star og skal be-
stemme afstanden til en stjerne?
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8.2 Exoplanetdata

Siden midten af 1990’erne, hvor den fgrste exoplanet blev opdaget, er der fundet over 1500 planeter uden-
for vort eget solsystem, og man fgler sig efterhanden overbevist om, at planetsystemer omkring stjerner er
almindeligt. Vores solsystem er altsa ikke noget helt enestaende i universet.

| dette afsnit vil vi prgve at anvende metoderne fra kapitel 9 afsnit 5-6 i C-bogen til at undersgge forskellige
egenskaber ved de exoplaneter, man har fundet. Men fgrst lidt generelt om dannelse af planetsystemer.

8.2.1 dannelse af planeter

Stjerner dannes i kollaps af enorme interstellare skyer af stgv og gas. Under kollapset fragmenterer skyen,
og de enkelte dele treekker sig sammen til nye solsystemer. Man ved endnu ikke med sikkerhed, hvor al-
mindelige planetsystemer som vores er, men den seneste forskning tyder pa, at dannelsen af et planetsy-
stem i forbindelse med stjernedannelsen er reglen og ikke undtagelsen.

I midten, naermest den nydannede stjerne er temperaturen hgj, og de fleste stoffer vil veere pa gasform.
Over hele solsystemet vil der veere mindre klumper (planetesimaler), der efterhanden under indvirkning af
tyngdekraften samler sig til stgrre og st@rre dele og til sidst til planeter. | det indre af solsystemerne stop-
per processen her, og derfor bestar de fire inderste planeter (Merkur, Venus, Jorden og Mars) i vores solsy-
stem naesten udelukkende af jern og sten.

Leengere ude er temperaturen lavere, og vand kan eksistere i sin faste form —som is. Graensen kaldes is-
linjen og er vigtig for planetdannelsen. Vand er nemlig et meget almindeligt stof i Universet, og de sma
planeter, der dannes af jern og sten, tiltreekker nu store maengder af sne og is. De vokser derved til mange
gange Jordens masse og deres tyngdekraft bliver stor nok til ogsa at tiltraekke og fastholde gas fra den om-
kringliggende skive. Derved dannes de keempemaessige gasplaneter (Jupiter, Saturn, Uranus og Neptun).

8.2.2 hvordan opdager man exoplaneter

De fgrste exoplaneter blev opdaget med den sakaldte radialhastighedsmetode. Metoden bygger pa, at
planeten i virkeligheden ikke kredser omkring stjernen — de kredser begge omkring det felles tyngdepunkt.
Stjernen vil altsa beveege sig skiftevis imod os og vaek fra os. Nar stjernen bevaeger sig mod os, vil lysets
bglgelzengde blive mindre og stjernen vil se mere bla ud. Tilsvarende bliver bglgelaengden leengere, nar
stjernen bevaeger sig vaek fra os. Feenomenet kaldes Doppler-effekten og ses (hgres) ogsa, nar en ambulan-
ce passerer os. Mange hundrede exoplaneter er fundet med denne metode, der er specielt fglsom overfor
store planeter tzet pa stjernen.

En anden metode der, specielt efter opsendelsen af satellitterne Kepler og CoRoT, har vist sig at veere ef-
fektiv er passagemetoden. Her observerer man i en lang periode stjernens lys. Nar en planet sa passerer
forbi, vil intensiteten af lyset fra stjernen formindskes. Metoden virker kun, hvis planeten kredser omkring
stjernen i en bane, der ligger naesten parallelt med vores synslinje. Metoden virker pa planeter ned til un-
der Jordens stgrrelse, men da man gerne vil have mere end én passage, fér man er helt sikker, er det indtil
nu mest planeter med korte omlgbstider, der er fundet med denne metode.

Den sidste metode er mikrolinseteknikken. Her udnytter man, at tyngdekraften kan afbgje lys. Hvis lyset fra
en fjern stjerne, sa passerer taet forbi en naerliggende stjerne pa vej mod os, vil lyset blive afbgjet i den
neerliggende stjernes tyngdefelt, og vi vil se, at den fjerntliggende stjernes lys forstaerkes. Feenomenet sva-
rer til at sende lys gennem et forstgrrelsesglas. Hvis den nzertliggende stjerne har en planet, der tilfzldigvis
ogsa passerer mellem os og den fjerntliggende stjerne, vil man opna en lille ekstra forstaerkning af lyset.
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Doppler Shift :
due to Stellar Wobble
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Figur xx.
http://www.experimentation-online.co.uk/article.php?id=1269

http://www?2.ifa.hawaii.edu/newsletters/article.cfm?a=407&n=34

8.2.3 Websites med exoplanet-data

Uddannelse

EGMONT

Pa de to sites www.exoplanets.org og www.exoplanet.eu (OBS der er ikke et s i den sidste adresse) er det

muligt at finde oplysninger om alle hidtil opdagede exoplaneter i tabelform.

Evnnlanat amn.

Home  Catalog Diagrams  Bibliography ~ Searches  Meetings  Other Sites

Catalog Download VOTable | CSV | DAT

All planets - @

Showing 661 planetary systems / 838 planets / 125 multiple planet systems

Planet & Mass Radius Period a e i Ang.dist. Status Discovery
11 Com b 19.4 - 326.03 1.29 0.231 — 0.011664 R 2008
11 UMib 10.5 - 516.22 1.54 0.08 — 0.012887 R 2009
14 And b 5.33 — 185.84 0.83 — — 0.010864 R 2008
14 Her b 4.64 — 1773.4 2.77 0.369 — 0.15303% R 2002
16 CygB b 1.68 - 799.5 1.68 0.689 — 0.078468 R 1936
18 Del b 10.3 - 993.3 2.6 0.08 — 0.035568 R 2008
1RXS1609 b 14.0 1.7 - 330.0 - — 2.275862 R 2008
24 Sexb 1.99 — 452.8 1.333 0.08 — 0.017821 R 2010
24 Sexc 0.86 - 883.0 2.08 0.29 — 0.027807 R 2010
2M 044144 b 7.5 - - 15.0 - — 0.107143 R 2010
2M 0746+20 b 30.0 0.97 4640.0 2.897 0.487 138.2 0.237285 R 2010
2M 2140416 b 20.0 0.92 7340.0 3.53 0.26 46.2 0.1412 R 2010

Hvordan henter man data hjem:

All fields
Update
2011-12-23
2009-08-12
2012-08-21
2009-10-07
2009-10-07
2008-02-20
2011-12-14
2010-07-28
2010-07-28
2010-04-06
2012-01-20

2012-01-20

Vo

Fra siden www.exoplanet.eu kan man veaelge “catalog”. Man kan sa som default arbejde med alle kendte
exoplaneter, eller man kan begraense sig til bestemte metoder. Data kan desvaerre ikke hentes i formater,
vores elever normalt er vant til at handtere, men veelger man CSV, kan Excel Igse det, ved at ga ind under
"DATA” og vaelge "tekst til kolonner”, dernaest "afgraenset”, sa veelg “komma” som adskillelse og til sidst

” n

”standard”. Til sidst skal man sa bare lave @&ndringen, sa Excel bruger ”.” som decimalkomma.

Du kan ogsd hente de komplette data fra marts 2014 her.
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8.2.4 Halvaksen for exoplaneter

Her er et forslag til hvordan du kan undersgge fordelingen af halvaksen for de observerede exoplaneter.

Frembring fx passende diagrammer som prikdiagrammer og histogrammer der viser fordelingen for
korte afstande (under en astronomisk enhed). Hvor topper fordelingen? Sammenlign med solsy-
stemet?

Gennemfgr en enkeltvariabelstatistik af halvaksen. Giver det mening at tilnaerme fordelingen med
en normalfordeling? Sammenlign med solsystemet?

Hvad forteeller den ovenstaende undersggelse om planetdannelse i solsystemet og planetdannelse
i almindelighed?

8.2.5 Masse og radius for exoplaneter
Hent oplysninger om masse og radius for de exoplaneter, | vil undersgge.

Her er et forslag til, hvordan man kunne undersgge sammenhaengen mellem de to st@rrelse:

1.
2.

Lav et simpelt plot af masse som funktion af radius. Ser man en sammenhang?

Det er nok den gennemsnitlige densitet for planeten, der er interessant her. Plot densitet som
funktion af radius.

Afhaenger densiteten af planetens radius?
Ser man en fordeling af densiteter, der eventuelt er en normalfordeling?

Er der to normalfordelinger, og i sa fald hvilke planettyper svarer de til.
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8.3 Binomialfordelingen, radioaktivitet og tilfeeldighed.

A. Terningekast og tilfeldighed

Hver gruppe (2-3 personer) starter med 30 terninger (= radioaktive atomkerner). Alle terninger kastes og
1’erne fjernes (de henfalder). Noter antallet af henfaldne terninger samt, hvor mange der er tilbage i ske-
maet nedenfor.

Skemaet kan hentes her.

Nar | er feerdige noteres jeres tal for N pa regnearket pa en feelles computer. Nar alle grupper har indtastet
deres tal, kan det samlede N og A beregnes (lad regnearket klare arbejdet!). Veaerdierne aflaeses og noteres
i et skema der kan hentes her.

Beregninger:

a) Plot N som funktion af antallet af kast i et regneark. (Brug kun din egen gruppes data). Undersgg
om en eksponentiel model er brugbar ved at lave regression. Notér funktionens forskrift ned, samt
vaerdien af R%. Kan man ud fra jeres resultater konkludere, at hvis et henfald er tilfaeldigt, sa vil an-
tallet af kerner aftage eksponentielt?

b) Ggrdet samme medA.

c) Gentag punkt 1 og 2 med det samlede resultat for hele klassen. Sammenlign og kommentér.

d) Beregn veerdien af henfaldskonstanten. Find selv p&, hvordan tallene skal behandles og fortolkes.

B. Radioaktive henfald og sandsynlighed
Malinger af et stort antal radioaktive kerner viser, at antallet af kerner N er proportionalt med aktiviteten
A, sa man kan skrive A=k-N, hvor k er henfaldskonstanten.

@velsen ovenfor med terningekastene skulle gerne have givet, at k for jeres forsgg blev teet pa 1/6, hvilket
netop er sandsynligheden for at en given terning henfald pr. runde. Ved at sammenligne udtrykkene kan
man sa se, at henfaldskonstanten k skal fortolkes som sandsynligheden pr. tidsinterval for at en given kerne
henfalder.

En konsekvens af denne lighed er, at bdde N og A bliver eksponentielt aftagende funktioner af tiden. Her vil
vi mere lzegge maerke til den anden konsekvens; nemlig at der i et givet tidsinterval er en bestemt sandsyn-
lighed for at en kerne henfalder. Konsekvenserne af denne erfaring vil blive behandlet i det naeste afsnit.

C. Binomialfordelingen og stralingen fra en konstant radioaktiv kilde

At tale om en konstant radioaktiv kilde er egentlig en selvmodsigelse, idet maengden af et radioaktivt stof i
sagens natur jo ma veere aftagende. Nar det alligevel giver mening, er det fordi vi her vil begraense os til to
specielle tilfeelde: Det f@rste er straling fra en kilde med en halveringstid, der er meget stgrre end det sam-
lede tidsrum, som vi maler pa kilden i. Antallet af kerner og dermed ogsa aktiviteten er derfor med meget

god tilnaermelse konstant. Det andet tilfelde er baggrundsstralingen, hvor fx stralingen fra radonatomer i

naerheden er konstant, fordi der er en ligevaegt mellem henfald og tilfgrsel. Her skal man sa ikke ga ind i et
aflukket rum, og starte sin maleserie samtidigt med, at man begynder at lufte ud!
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Antag at vi maler pa stralingen fra en konstant kilde. | alt registreres n teellinger, som fordeles over N tids-
1
intervaller. Enhver af de n teellinger vil have den samme sandsynlighed pzﬁ for at blive registreret i hvert

af intervallerne. Hvis vi lader X veaere den stokastiske variabel, der angiver antallet af teellinger i et givet
tidsinterval, vil X fglgelig vaere binomialfordelt med antalsparameter n og sandsynlighedsparameter p.

Eksempel:

Vi optager antallet af teellinger fra en gammakilde med lang halveringstid samt baggrundsstralingen. Da
begge kilder er konstante, vil summen af dem ogsa veaere det. Tidsintervallet saettes til 0,1 s, og der optages
i 950 intervaller. Resultatet er vist nedenfor; data kan hentes her som hhv Excel og Nspire fil.

elatid  |Eantal |C i

= =0OneVar('antal,1): CopyVar 1401 vl = stat5.%
1 0.1 7.|Titel Statistik med én variabel - 7e3
2 0.2 12.x 9.53895

3 0.3 12./Zx 9062.

4 0.4 1.2 94888.

s 0.5 9./sX 1= Sn-1x 2.98328

6 0.6 18.|ox 1= onx 2.98171

7 0.7 11.|n 950.

8 0.8 6.MinX 3.

9 0.9 11.|Q:X 70

o 1. 6./ Medianx e

HIEE 9./Q:x 12|

12 1.2 13.|MaxX 20.

13 1.3 11.|SSX = Z(x=X)* 8446.06

“oo1.4 14

15| 1.5 9.

16 1.6 11.

17 1.7 8.

18 1.8 5.

19 1.9 9.

20 28 14.

21 2.1 15.

(] ——— | -

D14 s w0 =

Tabellen bekraefter, at der er 950 tidsintervaller, samt at der er registreret N=9062 tezllinger i alt. Forde-
lingen af X ses pa histogrammet til hgjre.

Ved en simpel optaelling fas nu hyppighedsfordelingen, der efterfglgende kan sammenlignes direkte med
den forventede fordeling:
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€ |~ tid Santal |Cudfald [ observeret [Eforventet F o

= =950*ncr(9062

1 0.1 7 0 0 0.06805

2 0.2 12. 1 0 0.649811 120 I

3 0.3 12. 2 0 3.10218

4 0.4 11. 3 4 9.87206

5 0.5 9. 4 25 23.5593

6 0.6 18. 5 46 44,9737 17

7 0.7 11. [} 70 71.5361

8 0.8 6. 7 13 97.5208 -

9 0.9 11. 8 111 116.313 §80—

10 1. 6. 9 128 123.299 i§

" 1.1 9. 10 111 117.622 g

12 1.2 13. ih| 103 101.994 Esof

13 1.3 11. 12 88 81.0629 o

14 1.4 14. 13 56 59.465

15 1.5 9. 14 41 40.5012

16 1.6 11. 15 24 25.7432 4049

17 1.7 8. 16 14 15.3384

18 1.8 5. 17 8 8.60048

19 1.9 9. 18 5 4,55399 20

20 28 14. 19 2 2.2842

21 2.1 15. 20 1 1.0883

22 2.2 8. 21 0 0.493774 IH m

23 > 2 a od-a-ll = IH.D.D’“

[ — 10l 0123 456 7 8 9101 1213141516 17 18 19 20 21

D1 =coumif(amal.c‘1) udfald

Ovenfor ses den malte fordeling af den stokastiske variabel sammen med den forventede vaerdi. Forvent-
ningsveerdierne findes som
1 1 -
950-K(9062, k) (——)* - (1 ———)°%2°k
950 950
Det ses af histogrammet, at overensstemmelsen mellem eksperiment og teori er overordentlig god.

Vil man yderligere lave en x*-test, skal vi have sldet nogle af udfaldene sammen, s& den forventede vaerdi
kommer op pa mindst en. Vi slar derfor udfaldene 0-2 sammen og tilsvarende udfaldene 19-9062 sammen.
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# |F kor_udfald G kor_obs | kor_forv|! J i;:llj;?;j‘i
= =x>GOF(kor_obs k|
1 |0-2 0| 3.82004(Titel X*~Goodness of F.| | 0407
2|3 4/ 9.87206|x* 12.1961
3|4 25/ 23.5593|PVal 0.730373| |5 o 304
a5 46| 24.9737|df 16, |2
5|6 70 71.5361|CompList |{3.820043547833.., Eomi
6|7 113| 97.5208
7|8 111 116.313
g9 128 123.299 0.10-
9|10 111 117.622 :-
10{11 103) 101.994 0,004 :
11112 88 81.0629 o] 5 10 15 20 )(125 30 35 40 45
=
12{13 56 59.465
12[14 41 40.5012 120+
14(15 24| 25.7432
15(16 14/ 15.3384 gmo
16117 8| 8.60048 5 504
17(18 5 4.55399 E
1] 19-9062 3| 4.22469 257
19 ém,
20
1 204
22 04 F_ﬂ.ﬂm mmmlﬂlﬂmﬂr
\El 01 2 3 456 7 8 9101 1213141516 17 18 19 20 21
Fl=xIGOF(km‘_uhs‘kor_forv‘16) : CopyVar Stat., Staté. udfald

| dette tilfeelde kan Q beregnes til 12,1961. Antallet af frihedsgrader er 18 minus 2, idet vi mister en fri-
hedsgrad for hver parameter (i dette tilfaelde antalsparameteren) og 1 frihedsgrad fordi sandsynlighederne
skal summe til 1; dvs. 18 — 2 = 16. Sandsynligheden for at fordelingen afviger mere end den malte kan sa
findes til 0,739373. Igen er overensstemmelsen overordentlig god.

D. Simulering af stralingen fra en konstant radioaktiv kilde
Vi kan nu kaste lys over modellen for det radioaktive henfald ved at simulere nulhypotesen, hvilket til sy-
vende og sidst ogsa vil tillade os at gennemfgre hypotesetesten eksperimentelt.

Vi skal da fordele de 9062 henfald tilfaeldigt i intervallet fra Os til 95 s. Pa grund af det spore antal henfald
gennemfgres simuleringen i Excel. Med faerre henfald vil det ogsa veere realistisk at gennemfgre simulerin-
gen i andre statistikprogrammer som fx TI-Nspire CAS.

Vi simulerer et tilfldigt reelt tal i intervallet fra 0 til 95 ved hjzelp af kommandoen

950*SLUMP()
og traekker den som cellekommando ned gennem 9062 celler i den fgrste sgjle svarende til de 9062 tilfael-
dige henfald. | den anden sgjle placerer vi tidspunkterne 0.1, 0.2, ..., 95, hvor vi udfgrer malingerne af antal
henfald. Det sker ved at skrive tallene 0.1 0og 0.2 ind i de to fgrste celler og derefter treekke dem ned gen-
nem 950 celler.

Vi kan derefter bruge frekvens-kommandoen til at finde hyppighederne, dvs. hvor mange simulerede hen-
fald, der lander i det fgrste tidsinterval, det andet tidsinterval. Frekvens-kommandoen er en sakaldt matrix-
kommando. Du kan laese, hvordan den udfgres her.

Herefter er vejen banet for at opbygge en tabel over udfaldene, de simulerede hyppigheder, de observere-

de hyppigheder (som vi har fundet tidligere) samt de forventede hyppigheder (som vi ogsa har fundet tidli-
gere).
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Diagram 4 =
A E F G 1 J K L M N o P Q R s T u v

1 25.09347 0.1 13 0| 0 0| 0.06805
2 2498383 0.2 9 1 0 0| 0.6439811 160
3 46.85815 0.3 6| 2] 4 0| 3.102182 a4 0 3.820044 3.320044 0.008477
4 | 55.37044 0.4 7| 3 7 4| 9.872065 7 4 9.872065 3.4928 0.835565 140
5 | 32.35385 0.5 10| 4] 21 25| 23.55928 21 25 23.55928 0.088104 0.278019
6  859.37015 0.6 10| 5 48 46| 44.97365 48 46 44.97365 0.023422 0.203648 120
7 | 82.25696 0.7 10| 6] 72 70| 71.53607 72 70 71.53607 0.032983 0.003009
8 | 53.24085 0.8 13 7 108 113| 97.52079 108 113 97.52079 2.456573 1.126056 100
9  3.869329 0.9 7| 8| 101 111| 116.3133 101 111 116.3133 0.242719 2.016088
10 55.06759 1 10| 9 126 128| 123.2995 126 128 123.2985 0.179157 0.058147 0 = simulering
11 | 6.880181 11 6| 10| 117 111| 117.6217 117 111 117.6217 0.372782 0.003286 B obsarveret
12 51.67913 12 7| 11 114 103| 101.9937 114 103 101.9937 0.009929 1.413344 I
13 10.89033 13 15 12| 71 88| 81.06293 71 88 81.06293 0.593649 1.245185 &0
14 84.7978 14 6| 13 57 56| 59.46499 57 56 59.46459 0.201502 0.10218 . I
15 | 30.46761 15 7| 14| 43 41| 40.50118 43 41 40.50118 0.006144 0.154171 0
16 24.97631 1.6 11 15 34 24| 25.74321 34 24 25.74321 0.118043 2.648252 I I
17 | 93.26678 1.7 14| 16 17 14| 15.33844 17 14 15.33844 0.116793 0.179991 20
18 | 80.4507 1.8 7| 17| 5 8| 8.600479 5 8 8.600479 0.041525 1.507294 I I I
19 | 43.50363 19 9 18| 3 5| 4.553994 3 5 45539594 0.043681 0.530281 a —A \.\ LI e B B B B \‘l‘l‘l L e e L
20 | 59.55967 2 10| 19 7 2| 2.284195 2 3'4_224591 0.355024 1.171506 01234567 895101112131415161718192021222324252627282930
21| 8151864 21 P 20 1 1/ 1.088302
22| 80.81503 22 9 21 [} 0| 043778 950 950 950 12.19611 [ 13,4895
23| 3120377 23 5 2 o 0| 0.213824
24| 68615 24 5 3 o 0| 0.088559
25| 4.353406 25 1 2 o 0| 0.035145
26| 54.06819 26 15 2 o 0| 0.013389
27| 38.9086 27 9 25 o 0| 0.004304
28| 40.4663 28 14 27 o 0| 0.001729
29| 8.985736 29 9 28 o 0| 5.886-04
30| 59.02179 3 8 29 o 0| 19304
31| 42.79998 3.1 13 30, o 0] 6.12605
32| 77.66085 3.2 1
33 | 3.987929 3.3 9 simul obs forv
24| 3405011 3.4 7
35| a2.32723 35 1 90 950 950

Som fgr samler vi de tre fgrste udfald i en enkelt kategori og tilsvarende samles de sidste udfald fra 19 og
fremefter i en enkelt kategori. Vi kan da uden videre beregne Q-vaerdien for de observerede udfald (grgn
celle) og Q-vaerdien for de simulerede udfald (bla celle). Den observerede Q-veerdi er selvfglgelig igen

12.19611, mens den simulerede Q-veerdi i dette tilfaelde er 13.4895. Men lige sa snart vi simulerer (ved at
taste F9) eendres den sidste veerdi!

Simuleres fx 20 gange kan man telle antallet af skaeeve Q-vaerdier, dvs. simulerede Q-vaerdier, der er stgrre
end den observerede Q-veerdi og dermed danne sig et skgn over p-vaerdien.

| Igbet af 20 simuleringer var de 14 af simuleringerne skave. Skgnnet over p-vaerdien er altsa 14/20 = 70%.
Det er selvfglgelig et groft skgn men rigeligt til at fastsla at nulhypotesen om at de radioaktive henfald for-

deler sig tilfeeldigt ikke kan afvises pa signifikansniveauet 5%.

Du kan evt. hente simuleringen i Excel her.
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Kapitel 10 Studieretningsopgaven i 2.g.

| Ipbet af 2.g skal eleverne lave en studieretningsopgave (SRO) som optakt til deres studieretningsprojekt i
3.g. Placeringen vil typisk vaere i sidste halvdel af 2.g, hvor en stor del af kernestoffet vil vaere gennemgaet.
Det er en god ide allerede tidligt i 2.g at planlaagge hvilket emne, man vil bruge til SRO, sa man kan have
gennemgaet den relevante teori inden, men ogsa sa man kan gemme et passende (del)emne, som eleverne
kan arbejde selvstaendigt med.

En studieretningsopgave i matematik skal gerne inkludere noget stof, som eleven selv skal szette sigind i og
gengive i opgaven. Det kan vaere bade noget teori fx med et bevis eller, at de anvender matematisk teori pa
passende vis, selv Igser en differentialligning eller andet. Nar fysik er med, er det oplagt, at eleverne skal
lave et forsgg og koble det til den matematiske teori. Det er vigtigt at huske pa, at SRO skal traene til SRP i
3.g, saledes at man traner nogle af de kompetencer, som eleverne der vil blive bedgmt pa. Dette gaelder
bade de generelle ting, sasom formidling, overblik, sprog, abstract, referencer etc. Men det gaelder ogsa de
mere matematik faglige kriterier, herunder at demonstrere det rigtige faglige niveau, anvende korrekt ma-
tematisk sprog- og formelbrug, anvende IT-veerktgjer etc. Det er en god ide at diskutere disse krav med
eleverne inden deres opgave samt give dem en grundig tilbagemelding, som kan ruste dem til deres SRP.

Pa de enkelte skoler vil der typisk vaere krav til omfang og indhold i studieretningsopgaven som en del af
skriftlighedsplanen pa skolen. Derfor kan de nedenstdende eksempler maske ikke anvendes direkte, men
skal justeres efter dette.

Mange af de tidligere gennemgaede eksempler vil kunne anvendes nasten direkte til en studieretningsop-
gave. Det drejer sig fx om

- Det skra kast (afsnit 2.2)

- Brydning og Snells lov (afsnit 4.5)

- Parallelforbindelser — hvilken vej gar stremmen? (afsnit 4.6)
- Hoppehgjde og integralregning (afsnit 5.2)

- Frit fald for kaffefiltre med luftmodstand (afsnit 6.1 og 6.3)
- Newtons afkglingslov (afsnit 6.4)

| det nedenstaende gives nogle eksempler pa formuleringer til en studieretningsopgave.

Eksempel 1: Fjedersvingninger

| dette eksempel er der inden SRO gennemgaet lidt teori om differentialligninger. Eleverne skal sa selv leese
om harmoniske svingninger, samt 2. ordens differentialligninger. Laererne arbejder som konsulenter i peri-
oden. Da studieretningsopgaven har et begraeenset omfang mht. sidetal i dette tilfaelde, er kravene til den
eksperimentelle beskrivelse nedtonet. Bedgmmelseskravene er medtaget i opgaveformuleringen for at
tydeligggre disse for eleverne. Der kunne ogsa laves en variation, hvor eleverne skal undersgge eksperi-
mentelt koblingen af fjedre parallelt og i serie.

Opgaveformulering:
Du skal redeggre for den grundlaeggende teori for harmoniske svingninger for lodrethaengende fjedre.
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Du skal vise, at Hookes lov for udempede svingninger kan skrives som:

m-x"(t)=—k- x(t)

Du skal vise, at x(t):A-sin(\/z-tJr(I)J 0g W :F
m m

er lgsning til differentialligningen.
Undervejs skal du forklare konstanternes betydning.

Du skal bestemme fjederkonstanten eksperimentelt for forskellige fjedre, samt bestemme svingningstiden
eksperimentelt for udeempede svingninger.

Du skal undersgge maleresultaterne med passende regressioner.

Du skal ikke som i en fysikrapport beskrive forsggsudfgrelsen, opstilling mv.

Bedgmmelse
Ved bedgmmelsen laegges vaegt pa nedenstaende forhold:
e om opgaven er besvaret i overensstemmelse med opgaveformuleringen, herunder de krav og af-
graensninger der indgar i denne.
e om stoffet er formidlet pa en tilfredsstillende made.
e om der er anvendt passende faglige analyse- og arbejdsmetoder ved besvarelsen.
e om fremstillingen i besvarelsen er overskueligt disponeret, og den sproglige udformning er klar,
praecis og ensartet gennem hele besvarelsen.
e om noter og litteraturhenvisninger er korrekte og fyldestggrende, og alle kilder er oplyst.

Besvarelsen afleveres individuelt.

Din besvarelse skal have et omfang pa 6-8 sider, eksklusiv forside, resumé pa engelsk, indholdsfortegnelse,
illustrationer, litteraturliste og eventuelle bilag.

Eksempel 2: Det skra kast

| denne studieretningsopgave skal eleverne beskzeftige sig med det skra kast. Inden forlgbet er teorien for
det skra kast praesenteret kort for eleverne, men formlen for kasteleengden er ikke gennemgaet. Eleverne
kan saledes selv udlede denne i deres opgave. Der er givet to forskellige forslag til opgaveformuleringer.
Den fgrste er til matematik og fysik. Den anden er til matematik, fysik og idraet.

Opgave formulering 1:
Du skal praesentere teorien for det skra kast. Du skal udlede formlen for kastelaengden /.

Du skal filme et eller flere spark med en fodbold. Du skal bestemme starthastigheden og vinklen og udreg-
ne den teoretiske lengde af sparket. Sammenhold denne med faktiske laengde.

© 2018 L&R Uddannelse A/S ® Vognmagergade 11 ¢ DK-1148 ¢ Kgbenhavn K e TIf: 43503030 ¢ Email: info@Iru.dk
@ KOPIERING FORBUDT

48



Hvad er matematik? 2

ISBN 9788770668699 ER
Hvad er matematik, 2. Studieretningskapitlerne, kapitel 11 Matematik og Fysik Uddannelse
EGMONT

Du bestemmer selv, hvordan du vil variere dine spark. Det kan fx vaere med forskellige vinkler eller med og
uden skru i bolden.

Opgave formulering 2:
Du skal praesentere teorien for det skra kast. Du skal udlede formlen for kastelaengden /.

Du skal filme et spark med en fodbold. Du skal bestemme starthastigheden og vinklen og udregne den teo-
retiske leengde af sparket. Sammenhold denne med faktiske laengde.

Du skal lave en beveaegelsesanalyse af fodboldsparket og vurdere, hvordan sparket kan optimeres ud fra
bade den matematisk-fysiske teori og den biologisk-praktiske teori.

Eksempel 3: Afkgling
Dette eksempel er til elever i en studieretning med matematik A og fysik A. Inden forlgbet er eleverne pree-
senteret for 1. ordens differentialligninger, men de har selv laest beviset, som de skal gennemga.

Opgaveformulering:

Placeres en genstand med en given temperatur i omgivelser med en anden temperatur, vil denne tempera-
turdifference efterhanden udlignes, idet genstandens temperatur vil naerme sig omgivelsernes. Hastighe-
den, hvormed dette sker, afhaenger bl.a. af varmeledningsevnen af de indgaende materialer.

Med udgangspunkt i en fysisk karakterisering af systemet @gnskes en beskrivelse af de vaesentligste mate-

matiske treek ved den relevante differentialligning og de tilhgrende fysisk relevante Igsninger. | denne for-

bindelse gnskes en fuldstaendig behandling af lineaere 1. ordens differentialligninger pa formen
y'+a(x)-y=b(x)

Modellen skal belyses med et eller flere selvvalgte, konkrete eksperimenter, som analyseres med henblik
pa at dokumentere anvendeligheden af de opstillede Igsninger. | skal give en vurdering af overensstemmel-

sen mellem model og eksperiment, og kommentere eventuelle afvigelser.

Besvarelsens omfang forventes at vaere mellem 6 og 8 sider, hvortil kommer bilag i form af eksperimentelle
data, grafer og lignende.

Opgaven skal indeholde et engelsk abstract pa ca. 15 linier.
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