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Projekt 3.2 Anlaegsgkonomien i Storebeeltsforbindelsen

Dette projekt handler, hvordan gkonomien var skruet sammen, da man byggede storebeltsforbindelsen.
Store anlagsprojekter er naesten altid helt eller delvist IGnefinansieret. Vi far derfor brug for en viden om,
hvordan sddanne Idn betales tilbage.

I afsnit 2 gennemgdr vi teorien bag opsparing og geeld og illustrerer med en raekke smé gvelser. Dette afsnit
er uafhaengigt af resten i den forstand, at man kan ngjes med at traekke pa formlerne i afsnittet, hvis der
ikke er tid til at gennemgd denne del af teorien.

Projektet kan gennemfgres som et rent matematik-projekt, eller indgd i et samarbejde med fx samfundsfag
om trafik og infrastruktur. Hvis man veelger det sidste, sG kan materialer fra grundbogens afsnit 1 inddrages

Indhold

1. Anlaegsgkonomien og fordelingen af udgifterne pa tog 0g biler ......c.coccvveveeccii e, 2

2. Formler til beregning af opsparing 08 Seeld .......coovuuiiiiiiiiiii e s 3
2.1 OPSPANNESANNUITET ...evtiiiiiiei ittt ettt e s ettt e e e e s s s s sabbt et e e eesssaasnreaaeeeesssasssseaaaeeesssnssssseaaeeesenns 3
2.2 GARlOSANNUITET ettt ettt b e b e s at e sttt e bt e b e e bt e s be e sae e et e et e e beenbeeeaeesaneeane 5
2.3 AMOrtiSAtIONSTADEIIET ....ceeeeeieeee ettt sttt e b st e 6

3. Betaling af lanene i StorebaltSProJEKEIET.........occviieieecee et et e e e areeenns 8

© 2017 L&R Uddannelse A/S ® Vognmagergade 11  DK-1148 ¢ Kgbenhavn K e TIf: 43503030 ® Email: info@Iru.dk
& KOPIERING FORBUDT



Hvad er matematik? 1 Fﬂ{
ISBN 9788770668279 Uddannelse

Projekter: Kapitel 3. Projekt 3.2 Anlaegsgkonomien i Storebaeltsforbindelsen EGMONT
1. Anlaegsgkonomien og fordelingen af udgifterne pa tog og biler

(Talmaterialet i dette afsnit er hentet fra A/S Storebaelts drsberetninger fra midt i 90’erne).

| 1986 vedtog Folketinget, at der skulle anlaagges en fast forbindelse over Storebaelt og aret efter blev A/S
Storebaelt dannet. | et land som Danmark, med de mange ger, sunde og bzelter, har infrastruktur og
transport mellem landsdelene altid vaeret et politisk tema.

100 ar var der blevet etableret regelmaessig sejlads med jernbanefaerger mellem Korsgr og Nyborg, som
plakaten illustrerer.

50 ar fgr havde et konsortium af ingenigrer fremlagt forslag til en bro over Storebzlt, som det fremgar af
avisudklippet fra 1936. Det var givetvis inspireret af den netop etablerede bro over Lillebzlt. Men det
skulle altsa tage yderligere 50 ar.

1 1991 er A/S Storebeelt klar med hele projektet til bygning af tunnelen, de to broer og landanlaggene. |
projekt nr. 4.4, Tunnelboringen under Storebezelt er projektet omtalt i stgrre detaljer.

Da kontrakterne er indgaet er det samlede budget pa 22,7 mia. kr. (i priser angivet i 1992-kroner).
Anlaegsomkostningerne fordeler sig pa de enkelte elementer som illustreret i cirkeldiagrammet:

Reserver; 6%

B @sttunnel
W Sprogg
Sprogg; ® @stbro
3% M Landanlzaeg

M Baneteknik mm

) m Vestbro
Baneteknik

mm; 9% Reserver
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Administrationsomkostninger er inkluderet heri. Reserverne, der var afsat, var meget beskedne, og det
skulle vise sig at budgettet langt fra kunne holde.

Anlegsomkostningerne blev Ianefinansieret. Men hvordan skulle lanene betales tilbage?

Det var fra starten bestemt, at udgifterne skulle betales af de, der brugte anlaegget, dvs. af DSB og af
bilisterne, der kgrer over broen. Budgettet for finansieringen var baseret pa en abning af
jernbaneforbindelsen i slutningen af 1994 og af vejdelen i slutningen af 1997. Af forskellige arsager blev
hele projektet forsinket. Togforbindelsen gennem tunnelen og over Vestbroen dbnede i juli 1997 og i
samme maned aret efter kunne biler kere mellem Sjaelland og Fyn over @stbroen og Vestbroen.

DSB skal betale den del af anlaegget, der kan henfgres til baneforbindelsen, og bilisterne skal betale den del
af udgifterne, der kan henfgres til vejforbindelsen. Fordelingen af udgifterne bestemmes derfor af
felgende:

e (Pstbroen benyttes udelukkende af biler

e @sttunnellen benyttes udelukkende af tog

e Vestbroen benyttes stort set lige meget af tog og biler

e Landanlaegget er lavet udelukkende for bilisterne

e De banetekniske arbejder er lavet udelukkende for tog

e Anlaegget pa Sprogg til biler og til tog har kostet stort set samme belgb

o Tog og biler skal bidrage ligeligt til reserverne.
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@velse 1

a) Hvor mange procent af anlaegsomkostningerne skal betales af DSB og hvor mange procent skal betales
af bilisterne?
b) Hvor stort et belgb skal DSB finansiere og hvor stort et belgb skal bilisterne finansiere?

De belgb, vi har udregnet i gvelse 1, skal lanefinansieres. Fgr vi kan regne videre pa det, skal vi have styr pa
hvad annuitetslan er og hvordan vi regner pa sadanne laneformer.

2. Formler til beregning af opsparing og geeld
Under emnet procentregning i kapitel 4 afsnit 2.1 viste vi fglgende formel, der ofte kaldes
kapitalfremskrivningsformlen:

Formel nr. 3 til procentregning
Hvis en startveaerdi K, vokser (eller aftager) med vaekstraten r gennem n perioder sa
kan slutveerdien K udregnes saledes:

K=K, -(1+r)".

2.1 Opsparingsannuitet

Nar man sparer op, fx for at have en udbetaling til at kunne kgbe en ejerlejlighed, sker det ofte ved at man
indsaetter et bestemt belgb pa en szerlig konto hver maned eller hvert ar. Vi bruger ofte ordet termin som
et feelles ord for denne periode: Vi indsaetter altsa et fast belgb hver termin.

Lad os kalde det faste belgb, der indsaettes hver termin, for b.
Lad os kalde renten, vi far pa denne opsparingskonto, for r. Vi skriver r som decimaltal.

Efter 1. termin er det f@rste belgb ifglge formel nr. 3 vokset til b-(1+r)
Samtidig indsaettes et nyt belgb b.
Efter 1. termin star der saledes pa kontoen:

A =b+b-(1+r)

2
Efter 2. termin er det f@grste belgb ifglge formel nr. 3 vokset til b-(1+r)

Det nye belgb b, vi indsatte er vokset til b-(1+r)
Samtidig indsaettes et nyt belgb b.
Efter 2. termin star der saledes pa kontoen:

A =b+b-(1+r)+b-(1+r)

@velse 2
Argumenter for, at der efter 3. termin star fglgende belgb pa kontoen:
A =b+b-(L+r)+b-(L+r) +b-(1+r)’

@velse 3
Argumenter for, at der efter n. termin star fglgende belgb pa kontoen:

A =b+b-(L+r)+b-(1+r) +b-(1+r) +...+b-(1+r)"

Dette udtryk kan vi omskrive til en formel, hvor vi lettere kan bestemme ukendte stgrrelser — ligesom vi kan
med kapitalfremskrivningsformlen. Omskrivningen udnytter en formel, som blev vist i kapitel 0 afsnit 2:
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Saetning 3
For ethvert positivt helt tal n og for ethvert tal a # 1 geelder
a.r1+1 . 1

=N ol —

a-—1

Vi omskriver:
A =b+b-(L+r)+b-(1+r) +b-(1+r) +...+b-(1+r)"

_ 2 3 n
A =b-(L+Q+r)+@Q+r) +@Q+r) +...+(1+r)") sat b udenfor parentes

A = b.w‘
(1+r)-1 udnyt saetning 3 med a = 1+r
A _b_(1+r)”*1—1
r reducér

En opsparing, hvor vi betaler et fast belgb ind pa en konto hver termin, og hvor vi er garanteret samme
rente i opsparingsperioden, kaldes en annuitetsopsparing. | den endelige formel skriver vi ofte blot A:

Formel for opsparingannuitet

Hvis der hver termin indszettes et fast belgb b pa en konto, hvor renten er r, sa vil det
samlede belgb pa kontoen efter den n. indbetaling vaere:

(A+r)y"" -1

e

A=b-

Bemaerkning nr. 1: Tallet r skal altid skrives som et decimaltal.
Bemaerkning nr. 2: Sparer vi op i 3 ndr foretager vi 4 indbetalinger. Sparer vi op i 10 dr foretager vi 11
indbetalinger. Overvej det!

@velse 4

Et par, der lige er flyttet sammen, beslutter sig til at indsaette 8.000 om aret pa en konto, hvor renten er
3,75 %.

a) Hvor stort et belgb star der pa kontoen efter den 7. indbetaling?

b) Hvor stor en del af dette belgb er tilskrevne renter?

@velse 5
Et andet par far tilbudt samme opsparingskonto. De satter sig som mal at spare 100.000 kr. op i Igbet af 5
ar. Hvor meget skal de spare op om aret?

@velse 6
Et tredje par far ogsa tilbudt denne opsparingskonto. De kan afsaette 12.000 om aret til opsparing. De
gnsker at spare 140.000 kr. op. Hvor mange ar vil det tage?

@Dvelse 7
Et fijerde par laeser et lokkende tilbud fra en bank, de aldrig f@r har hgrt om. Banken skriver i en annonce, at
indsaetter du hos dem 10.000 om aret i 5 ar, og binder du pengene pa kontoen i hele perioden, sa far du
udbetalt 100.000 efter de 5 ar.

a) Hvilken rente tilbyder denne bank?

b) Vil du betro banken dine penge?
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2.2 Gzeldsannuitet

Nar man skal kgbe hus eller ny bil har man sjaeeldent mulighed for pa kort tid at spare hele belgbet op.
Derfor laner man. Det samme ggr stater, nar de skal finansiere et underskud pa statens budget, eller nar de
skal seette store byggeprojekter i gang. Bygning af Storebaeltsforbindelsen er sa kostbar, ogsa for en stat, at
man veelger at lanefinansiere det.

Men lan skal betales tilbage. Den traditionelle [anetype i Danmark har i over hundrede ar veeret de sakaldte
annuitetsldn. Tanken her er den samme som ved opsparing, bare modsat:

e Viharen geld, som vi kalder for G, der skal afdrages.
En kreditforening eller anden langiver tilbyder en fast rente r i hele afdragsperioden.
Lanet betales ud i Igbet af en aftalt periode. Lad os kalde dette for n terminer

e Ud fra dette beregnes stgrrelsen af den faste ydelse y, der skal betales hver termin.
Som ved opsparingsannuitet gnsker vi nu at finde en formel for geeldsannuitet, der kaeder de 4 stgrrelser
sammen.

For bedre at kunne overskue situationen forestiller vi os nu, at vi i kreditforeningen har to konti:

1) En konto, hvor vores gzld bogfgres. Denne konto starter med belgbet G. Belgbet vokser termin for
termin som beskrevet i formel nr. 3.

2) En konto, hvor vi indbetaler den faste ydelse y hver termin. Vi starter med at indbetale efter 1. termin.
Denne konto kan jo sa betragtes som en opsparingskonto, hvor belgbet vokser som beskrevet i formlen
for annuitetsopsparing.

Situationen er altsa fglgende:

Geeld Opsparing
Start G 0
efter 1. termin G-(1+r) y
efter 2. termin G-(1+r) y+y(d+r)

osv.

Vi er geeldfrie, nar belgbene i de to konti balancerer. Sa er vores samlede indbetaling med tilskrevne renter
vokset til et belpb, der svarer til det gaeelden er vokset til. Hvis dette er tilfaeldet efter n terminer, sa geelder
der:
geld=opsparing
G.(1+r)" :yw
Overvej hvorfor der star n og ikke n+1 pa hgjre side

Af og til foretraekker vi en formel, hvor G er isoleret. Sa skal stgrrelsen pa hgjre side divideres med (1+r)",

@+r)"

At dividere med (1+7)" svarer til at gange med . Overvej dette, fx med taleksempler.

@velse 8
Vis, at formlen, hvor G er isoleret, kan skrives:

1-@Q+r)"
Lo
r

G=

Andre gange foretraekker vi en formel hvor y er isoleret.
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@velse 9
Vis, at formlen, hvor y er isoleret, kan skrives:
r
y=G ———
1-(1+r)

Formel for geldsannuitet

En geeld af stgrrelsen G star til en fast rente pa r. Geelden betales tilbage i Igbet af n
terminer med en fast ydelse pa y kroner.

Sammenhangen mellem de 4 stgrrelser kan udtrykkes ved formlerne:

1-(@+r)" r

1) G=y Z)VZG.W

Bemaerkning: Tallet r skal altid skrives som et decimaltal.

@velse 10

Den samlede pris for en bestemt computer Igber op i 4249. Du vil kgbe den pa afbetaling med manedlige
ydelser. Renten er 2 % pr maned. Du vaelger at betale over 3 ar.

a) Hvad bliver ydelsen?

b) Hvor meget vil dui alt have betalt i renter

@velse 11

Et par vil kgbe en ejerlejlighed. De foretraekker et annuitetslan, hvor renten ligger fast i 30 ar.
Ejendomsmaegleren siger at lige nu vil renten ligge pa ca. 4,5 %. De har vurderet, at de kan klare en
manedlig husleje pa 9000 kr., eller en arlig husleje pa ca. 100.000. Hvor dyr en lejlighed kan de kgbe?

2.3 Amortisationstabeller

Ofte er man interesseret i at far svar pa, hvor stor en restgaeld man har efter et vist antal terminer. Kgber
man fx en lejlighed, vil man normalt af sin bank eller af sin ejendomsmaegler fa et skema med en sadan
oversigt. Dette kaldes en amortisationstabel.

En amortisationstabel bygges forholdsvis let op i et regneark. | nogle bestemte celler indskrives:
e Geeld, der ofte betegnes med det gamle ord hovedstol. Skrives fx i B2
e Rente. Skrives fx i B3 (som decimaltal).
e Antal terminer. Skrives fx i B4
| en fjerde celle, fx i B5 skrives formlen til beregning af ydelsen. Denne kan enten skrives som formlen
ovenfor, med andrede symboler:

=BZ-—B3

1-(1+B3)*

Eller man kan i regnearkets funktioner, blandt de finansielle operationer finde en der hedder ydelse og
anvende den.

@velse 12

a) Indskriv oplysningerne i gvelse 9 i et regneark som beskrevet ovenfor. | A-kolonnen kan du indskrive,
hvad belgbene star for, dvs.: Geeld, Rente, Antal terminer. Nar du indskriver formlen, sa husk at starte
med et lighedstegn som ovenfor.

b) Prgv dernaest at @&ndre pa de tre parametre, gelden G, renten r, antal terminer n, en af gangen, og se
hvad der sker med ydelsen y
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Nar vi har fastlagt geeld, rente og antal terminer, og nar vi har udregnet ydelsen, kan vi opbygge
amortisationstabellen, fx som fglger, hvor vi henter samlede gzld, renter og ydelse i de celler, hvor vi har
skrevet dem ind (her i B2, B3 og B5). Disse belgb hentes hele tiden fra samme celler, derfor saetter vi S-tegn
rundt om dem:

A B C D E F
1
13 nr. pa termin gaeld rente afdrag ydelse slut gaeld
14 1 =B2 =B14*SBS3 |=E14-C14 |=SBS5 =B14-D14
15 2 =F14
@velse 13

a) Hvad skal der sta i reekke nr. 15?

b) Hvad skal der sta i raekke nr. 16?

c) Hvad sker der, hvis vi kopierer raekke 15 og saetter ind i raekke 16, 17 osv.?
d) Forklar igen hvorfor vi saetter S-tegn om nogle cellenavne og ikke om andre.

@velse 14

a) Byg dit regneark fra gvelse 11 ud til en amortisationstabel med 36 raekker
b) Hvad er restgzelden i den sidste raekke?

c) Hvad errestgaelden efter 18 terminer dvs. efter halvdelen af perioden?

@velse 15

Du kan finde et regneark med amortisationstabel her.

Regnearket er udbygget med nogle kommandoer, der ggr, at du kan indtaste forskellige antal terminer (op
til n = 80), hvorefter arket beregner preaecis det antal vi har bedt om, Samtidig tegnes et grafisk billede af
situationen.

Giv en fortolkning af det grafiske billede.

@velse 16

Regneark med amortisationstabeller kan anvendes som redskab til at bestemme ukendte stgrrelser, ved at

vi prgver os frem, dvs. skruer pa den ukendte stgrrelse, indtil “det gar op”

a) Forklar hvordan en sadan tabel kan anvendes til at Igse gvelse 10 ovenfor.

b) Forklar hvordan en sadan tabel kan anvendes til at I@se opgaver med ukendt rente. Giv selv et
eksempel og illustrer med brugen af tabellen.

c) Forklar hvordan en sadan tabel kan anvendes til at Igse opgaver med ukendt antal terminer. Giv selv et
eksempel og illustrer med brugen af tabellen.
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3. Betaling af lanene i Storebaltsprojektet

Vi vender nu tilbage til spgrgsmalet vedrgrende finansiering af anlaegsomkostninger ved
Storebzeltsforbindelsen, hvor vi i gvelse 1 fandt ud fa, hvor store belgb henholdsvis DSB og bilisterne skal
betale. Der var fglgende rammer for finansieringen:

e Til deekning af DSB’s udgifter optages et annuitetslan, der skal betales tilbage over 30 ar med 725 mio.
hvert ar (dvs. 0,725 mia.)

e Til deekning af bilisternes udgifter optages et annuitetslan, som skal betales tilbage med de penge som
opkraeves af bilisterne, der kgrer over broen.

e Man regner med, at der kgrer ca. 12500 personbiler og ca. 2500 lastbiler og busser over broen pr.
dogn.

e Derregnes med en broafgift pa 190 kr. for personbiler og 800 kr. for lastbiler og busser.

e Den arlige rente er pa 10 % (i 1992)

@velse 17
Hvilken rente skal DSB betale for det 30 arlige 1an? Lgs det enten pa dit veerktgjsprogram, eller ved at
anvende det udleverede regneark til at lave en amortisationsplan for afvikling af lanet.

@velse 18
Hvor mange penge kan bilisterne betale af pa deres lan pr ar?

@velse 19
Hvor mange ar gar der, fgr bilisterne har betalt hele deres lan tilbage? Lgs det enten pa dit
veerktgjsprogram, eller ved at lave en amortisationsplan for afvikling af bilisternes lan.

@velse 20
Hvor mange ar gar der, fgr bilisterne har betalt deres |an tilbage, hvis de skal betale samme rente som DSB?
Lav en amortisationsplan.

Anlaegsudgifterne blev betydeligt st@rre end budgetteret med i 1992. Da broen abnede i 1997 var det
samlede anlaegsbudget steget til 38 mia. kr.

@velse 21
a) Hvor mange procents stigning er der tale om?
b) Hvor mange procent svarer dette til pr. ar?

@velse 22
De 38 mia. kr. fordeles efter samme procenter som det oprindelige belgb.
Hvor mange mia. skal henholdsvis DSK og bilisterne betale af det endelige belgb pa 38 mia. kr.?

Broafgifterne blev ved broens abning ogsa sat lidt hgjere end oprindeligt planlagt — en personbil skulle
betale 210 kr. og en lastbil 870 kr.
Antallet af biler der benytter Storebaltsbroen er derimod stort set som prognoserne forudsagde.
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@velse 23
Hvor mange penge kan bilisterne betale af pa deres lan pr ar med de nye takster?

Dvelse 24

Uddannelse

EGMONT

Undersgg ved hjzlp af formlen for gaeldsannuitet eller ved brug af amortisationsplanen, hvordan

situationen er for bilisternes afvikling af deres del af gaelden.
Hvad er din forklaring pa de resultater dine udregninger giver?
Prgv at forklare, hvad der kan ligge i begrebet ”lide rentedgden”.

A/S Storebeelt overlevede fordi renten sidst i 90’erne begyndte at falde.

@velse 25

Find ud af hvordan situationen er i dag:

Hvor stor er den daglige biltrafik over Storebaelt?

Hvad er den normale afgift peronbiler og lastbiler skal betale?

Hvad er renten i dag (i cirkatal) pa sadanne lan, hvor der er sikkerhed for, at de betales?
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