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EGMONT

Projekt 0.4 Euklids geometri, den aksiomatisk deduktive metode og Hilberts
reparationer

Projektet er todelt: Fgrste del har fokus pd Euklids system og bestdr af introduktionen, samt | og Il. Anden del har
fokus pa Hilberts system fra omkring Gr 1900 og bestdr af Ill sammen med bilagene. Man kan ngjes med farste del og
std af efter det. Man kan ogsd ngjes med anden del, hvis eleven farst fdr en kort introduktion til Euklids system.

Euklid sammenfattede det meste af sin tids viden om matematik i ét vaerk, han kaldte Elementer. Det kom til at aflgse
en raekke aeldre vaerker, som derved ogsa gled vak i glemsel. Man taenkte ikke pa at bevare aldre laerebgger for
eftertiden. Euklids Elementer bestar af 13 bgger:

Bog I: Elementaere konstruktioner

Bog II: Geometrisk Algebra

Bog Il Cirklens Geometri

Bog IV: Regulzaere Polygoner

Bog V: Stgrrelseslaeren

Bog VI: Ligedannethed

Bog VII: Grundlaeggende Talteori

Bog VIII: Ligedannetheder ("kadebrgker”) i talteori
Bog IX: Talteori

Bog X: Irrationale tal

Bog XI: Rumgeometri

Bog XII: Areal og Volumen

Bog XIII: Konstruktion af de 5 regulaere polyedre
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Hver bog starter med en raekke definitioner og nogle postulater (eller: aksiomer dom vi ville sige i dag). Bog | starter
saledes med 23 definitioner og 5 postulater. Dertil kommer 5 aksiomer som geelder i al matematik. Du finder det
som vedrgrer bind 1 i bilag 1. Hos Euklid skelnes mellem postulater, der er ting vi tager for givet i et bestemt omrade,
som her plangeometri, og aksiomer, der er ting vi tager for givet i al matematik. | moderne matematik skelner vi ikke
— det hele kaldes aksiomer.

Du kan fa en god indfgring i Euklids matematik, med forklaringer pa alle definitioner og aksiomer og med en
demonstration af metoden via en gennemgang af de forskellige seetninger og konstruktioner, hvis du gar ind pa
hjemmesiden http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookl/bookl.html. | bilaget ligger som omtalt en dansk
udgave af definitioner, postulater og aksiomer.

@velse 1. Strukturen i Euklids Elementer

I. Euklids beviser og konstruktioner

Ga ind pa siden, laes kapitel |, mindst de fgrste 4 propositioner og udfyld et skema som nedenstaende, hvor du
krydser af, hver gang Euklid anvender en definition, et postulat, et aksiom eller allerede viste satninger.
Noter ogsa ned, hvis Euklid bruger noget, du mener han ikke har belaeg for.

Definitioner Postulater Aksiomer saetninger eller konstruktioner
Skriv nummer | 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1 Konstruktion af ligesidet trekant
2 Flytning af linjestykke

3 Afszetn. af linjestykke
4 kongruenssztn

5

6|

Du kan hente et skema her
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Il. Holder Euklids projekt — eller er der huller i Euklids argumentation (isaer for A)
Ambitionen med Euklids Elementer var at opbygge en aksiomatisk deduktiv teori, iseer inden for geometrien. En
teori, hvor alle raeesonnementer bygger pa definitioner og aksiomer der er fastlagt fra starten samt pa de tidligere
seetninger, der er vist undervejs. Teorien kom til at dannes skole for andre dele af matematik og for andre fag. Men
holder projektet?

EGMONT

Det begyndte man at stille spgrgsmal ved i arene omkring 1900, og en raekke filosoffer og matematikere gav hver
deres bud pa et svar. P4 A-niveau vil vi beskaeftige os mere grundigt med forskellige aksiomsystemer. | bilag 2 findes
en lettere bearbejdet version af det aksiomsystem, som datidens st@grste matematiker David Hilbert udarbejdede.

a) For bedre at forsta aksiomerne, sa lav selv tegninger til hver af dem

b) Holder Euklids beviser? Eller er der huller i Euklids argumentation, hvor han bruger resultater, han ikke har
redegjort for? Ga selv pa opdagelse i de fgrste saetninger, som du gennemgik i punkt I. Eller: Tag
udgangspunkt i beviset for fgrste satning, der er grundigt gennemgaet i kapitel 10, afsnit 1. Du kan i dit
detektivarbejde anvende bilag 2 som dit hemmelige dokument.

@velse 2. Hilberts system

Ill. Holder Hilberts projekt? (isaer for A)

| en raekke ar var Hilberts projekt idealet for de fleste matematikere. Der var andre holdninger til hvad matematik
egentlig er. Men ingen havde forestillet sig, at det ville bryde sammen af principielle grunde. Det var en keempe
overraskelse, da den gstrigske matematiker Kurt Godel i 1936 beviste, at et sddant fuldendt system ikke kan laves.
Det er kompliceret matematik, men pa A-niveau kan man godt forsta den grundleeggende ide.

a) Find pa nettet en populaer fremstilling af, hvad der var Gédel fandt ud af, og giv et referat heraf.
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Bilag 1. Euklids system

EGMONT

EUKLIDS ELEMENTER BOG 1
Definitioner

Et punkt er det, der ikke kan deles.

En linje er en laengde uden bredde.

En linjes begraensninger er punkter.

En ret linje er en linje, som ligger lige mellem

punkterne pa den.

5. En flade er det, der kun har en leengde og en
bredde.

6. En flades begraensninger er linjer.

7. En plan flade er en flade, som ligger lige mellem
de rette linjer i den.

8. Enplan vinkel er haeldningen mellem to linjer, der
ligger i samme plan, har et punkt feelles og ikke
ligger pa en ret linje.

9. Nar de linjer, der indeslutter vinkler, er rette,
kaldes vinklen retlinjet.

10.Nar en ret linje er oprejst pa en anden, sa at de
ved siden af hinanden liggende vinkler bliver lige
store, er enhver af de lige store vinkler ret; og
denne rette linje, der er oprejst pa den anden,
kaldes vinkelret pa denne.

11.En stump vinkel er en vinkel, som er st@rre end en
ret.

12.En spids vinkel er en vinkel, som er mindre end en
ret.

13.En omkreds er begraensningen af noget.

14.En figur er det, der indesluttes af en eller flere
omkredse.

15.En cirkel er en plan figur, indesluttet af en sadan
linje (som kaldes periferien), at alle de rette linjer,
der kan traekkes ud til den fra et inden for figuren
liggende punkt, er indbyrdes lige store.

16.Dette punkt kaldes centrum i cirklen.

17.En diameter i cirklen er en ret linje, trykket
gennem centrum og begraenset til begge sider af
cirkelperiferien, og den halverer ogsa cirklen.

18.En halvcirkel er en figur, som indesluttes af en
diameter og den af diameteren afskarne periferi.
Halvcirklens centrum er det samme som cirklens.

19.Retlinjede figurer er sddanne, som indesluttes af
rette linjer: tresidede, som indesluttes af tre,
firesidede af fire, flersidede af flere end fire rette
linjer.

PwnNPRE

20.Af tresidede figurer kaldes den, der har alle tre
sider lige store, en ligesidet, den som kun har to
sider lige store, en ligebenet, og den, som har alle
tre sider ulige store, en skaev trekant.

21.Aftresidede figurer kaldes endvidere den, der har
en ret vinkel, en retvinklet, den, der har en stump
vinkel, en stumpvinklet, den, der har alle tre
vinkler spidse, en spidsvinklet trekant.

22.Af firesidede figurer kaldes den, der bade er
ligesidet og retvinklet, et kvadrat, den, der er
retvinklet, men ikke ligesidet, et rektangel, den,
der er ligesidet, men ikke retvinklet, en rhombe,
den, der bade ar modstaende sider og vinkler lige
store, men hverken er ligesidet eller retvinklet, en
rhomboide, de gvrige firesider kunne kaldes
trapezer.

23.Parallelle linjer er rette linjer, der ligger i samme
plan, og som, nar de forlaenges ubegranset til
begge sider, ikke mgdes til nogen af siderne.

Postulater

Lad det veere forudsat:

1. At man kan traekke en ret linje fra et hvilket som
helst punkt til et hvilket som helst andet punkt.

2. At man kan forlaenge en begraenset linje i ret linje
ud i eet.

3. At man kan tegne en cirkel med et hvilket som
helst centrum og en hvilken som helst radius.

4. At alle rette vinkler er lige store.

5. At nar en ret linje skaerer to rette linjer og de
indvendige vinkler pa samme side er mindre end
to rette, sa mgdes de to linjer, nar de forleenges
ubegraenset, pa den side, hvor de to vinkler, der
er mindre end de to rette, ligger.

Almindelige begreber (Aksiomer)

1. Stgrrelser, der er lige store med samme stgrrelse,
er indbyrdes lige store.

2. Nar lige store stgrrelser laegges til lige store
stgrrelser, er summerne lige store.

3. Nar lige store stgrrelser treekkes fra lige store
stgrrelser, er resterne lige store.

4. Stgrrelser, der kan daekke hverandre, er
indbyrdes lige store.

5. Det hele er stgrre end en del deraf.

Ovenstdende er gengivet fra Thyra Eibes overseettelse, der stadig er den eneste samlede oversaettelse til dansk.
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Bilag 2. Hilberts system

Hilberts 16 aksiomer - _Et forsgg pa at skabe et konsistent og fuldstaendigt aksiomsystem for geometri
En lettere bearbejdet version af David Hilberts aksiomsystem.

(Bemeerk, at der nogle steder anvendes begreber, der skal defineres, fx i nr. 4 anvendes begrebet: at ligge pG samme
/ modsatte side af en linje. Disse begreber defineres til sidst i dokumentet)

EGMONT

For bedre at forsta aksiomerne, sa lav selv tegninger til hver af dem

Skeeringsaksiomer
1. Hvis P og Q er to forskellige punkter, findes der preecis én linje som indeholder bade P og Q.

2. For hver linje I findes der mindst to forskellige punkter pa /.

3. Der findes tre forskellige punkter med den egenskab, at ingen linje indeholder alle tre.

Beliggenhedsaksiomer
1. Hvis punktet B ligger mellem A og C, s er de tre punkter forskellige og ligger pa samme linje, og B ligger ogsa
mellem C og A.

2. Hvis B og D er to forskellige punkter, sa findes der yderligere tre punkter A, C og E pa linjen gennem B og D,
saledes at:

- B ligger mellem A og D

- Cligger mellem B og D

- D ligger mellem B og E

3. Hvis A, B og C er tre forskellige punkter, der ligger pa samme linje, sa er der praecis ét af punkterne, der ligger
mellem de andre to.

4. Hvis | er en linje og A, B og C er tre forskellige punkter, der ikke ligger pa /, sa gaelder:
- Hvis A og B ligger pa samme side af / og B og C ligger pa samme side af /, sa ligger A og C pa samme side af /.
- Hvis A og B ligger pa modsat side af / og B og C ligger pa modsat side af /, sa ligger A og C pa samme side af /.

Kongruensaksiomer

De falgende aksiomer fastlaegger hvad vi forstdr ved kongruens. Det er i overensstemmelse med vores intuitive
opfattelse af hvad det vil sige at to objekter er kongruente: Det betyder at man kan “flytte” det ene objekt sa det
preecis daekker det andet. Men i et aksiomsystem fastlaegges betydningen af ordet praecis af de falgende aksiomer

1. Hvis A og B er to forskellige punkter, og A’ er et vilkarligt tredje punkt, sa vil der pa hver halvlinje der udgar fra A’
findes preecis et punkt B’, der er forskellig fra A’ og sa AB er kongruent med A’B’.

“Linjestykker kan flyttes”

Notation: Vi bruger symbolet =for kongruens, dvs.: AB=A'B'

2. Hvis AB=CD og AB=EF, sa er CD=EF. Endvidere er alle linjestykker kongruent med sig selv.
”Er to stykker kongruente med same tredje stykke, er de indbyrdes kongruente”

3. Hvis B ligger mellem A OG C, B’ ligger mellem A’ og C’, og hvis AB=A'B' og BC=B'C', sa er ACzA'C'.
“Addition af kongruente linjestykker giver kongruente linjestykker”

© 2017 L&R Uddannelse A/S ® Vognmagergade 11 e DK-1148 ¢ Kgbenhavn K e TIf: 43503030 ¢ Email: info@Iru.dk
& KOPIERING FORBUDT



Hvad er matematik? 1 IR
ISBN 9788770668279 Uddannelse

Projekter: Kapitel 0. Projekt 0.4 Euklids geometri, den aksiomatisk deduktive metode og Hilberts reparationer

4. Givet en vinkel Z/BACog en halvlinje A’B’, der udgar fra et punkt A’, s& findes der pa hver side & tHj&H A’B’ praacis
én halvlinje A’C’, sdledes at /BAC.
“Vinkler kan flyttes”

5. Hvis ZA=/B og L/A=./C,saer ZB=./C. Endvidere er alle vinkler kongruent med sig selv.
“Er to vinkler kongruente med same tredje vinkel, er de indbyrdes kongruente”

6. Hvis vi har to trekanter ABC og A’'B’C’, hvor Z/BAC= /B'A'C' og hvor vinklernes to linjestykker er indbyrdes
kongruente, dvs. AB=A'B' og AC=A'C', sa er de to trekanter kongruente.

“Aksiomet binder kongruens af linjestykker sammen med kongruens af vinkler — dette aksiom er en saetning hos
Euklid, som han prgver at vise, men hvor han bruger en flytningsoperation uden at have defineret dette”

Kontinuitetsaksiomer

(De folgende aksiomer bygger pa definitioner, der lengden / starrelsen af et linjestykke)

1. Hvis en cirkel C har et punkt indenfor og et andet punkt udenfor en anden cirkel C’, sa vil de to cirkler skaere
hinanden i to punkter.

2. Hvis et linjestykke har det ene endepunkt inden for en cirkel og det andet endepunkt uden for cirklen, sa skeerer
linjestykket cirklen i et punkt.

Parallelaksiomet (Hilbert)
For enhver linje | og ethvert punkt P, der ikke ligger pa /, findes der hgjst én linje m gennem P, sa m er parallel med /.
Ndr Hilbert siger "hgjst en” er det fordi man ud fra de gvrige aksiomer kan bevise, ar der findes mindst en.
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Aksiomer, der binder geometri og talmaengder sammen EGMONT

Foruden disse aksiomer for geometrien findes der yderligere nogle aksiomer, der forbinder geometri med de reelle
tal, dvs. med det at kunne male stgrrelser.

Archimedes aksiom (Forudsaetter eksistensen af naturlige tal)

Hvis CD er et linjestykke og r er n halvlinje der udgar fra et punkt A, sa findes der til hvert punkt B pa halvlinjen et
helt tal n saledes at, hvis vi leegger n stykker af CD i forlaengelse af hinanden, ud fra A, sa fremkommer et punkt E
hvorom der geelder, at n-CD= AE, samt at B ligger mellem A og E, evt. er B=E.

“med en enhed kan vi mdle vilkdrligt store tal og laengder”

Dedekinds Aksiom (konstruktion af de reelle tal)

Antag et alle punkter pa en linje | er opdelt i to grupper, H og V, saledes at der ikke findes noget punkt i H, der ligger
mellem to punkter i V og omvendt ikke noget punkt i V, der ligger mellem to punkter i H. Sa findes praecis et punkt O
pa |, sdledes at H og V er lig med hver sin af de to modsatrettede halvlinjer, der gar ud fra O.
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Definition af parallelle linjer
To linjer | og m kaldes parallelle, hvis de ikke skaerer hinanden, dvs. hvis der ikke findes noget punkt, der ligger pa
begge linjer.

Definition af beliggenhed

Lad linjen / veere givet, og lad punkterne A og B vaere to forskellige punkter, der ikke ligger pa /.

- Hvis linjestykket AB ikke indeholder punkter fra linjen /, siger vi at A og B ligger pa samme side af /.

- Hvis linjestykket AB indeholder et punkt fra linjen /, siger vi at A og B ligger pa modsat side af /.

Bemeerk: Det udelukkede tredjes princip betyder, at to punkter enten ligger pG samme side, eller ligger pG modsat
side af en linje |.

Definition af halvlinje (”strale”)

Hvis vi har givet to forskellige punkter A og B, sa er halvlinjen AB (betegnes af og til TB) Punkterne pa linjestykket AB
samt alle de punkter C pa linjen gennem A og B, som har eden egenskab, at B ligger mellem A og C. Man siger at

halvlinjen AB udgdr fra A. Man siger at halvlinjen AB er en del af linjen gennem A og B

Definition af modsatte halvlinjer
Halvlinjerne AB og AC kaldes modsatte (eller modsat rettede), hvis de er forskellige, udgar fra samme punkt A og hvis
linjerne AB og AC er ens.

Definition af en vinkel

En vinkel med hjgrne A er et punkt A sammen med to forskellige og ikke modsatrettede halvlinjer AB og AXC der
udgar fra A. AB g AC kaldes vinklens sider eller vinklens ben. vinklen betegnes ZA,[J A, ZBAC eller Z/CAB
Bemeerk: Definitionen udelukker lige vinkler og vinkler med 0 grader.

Definition af supplementvinkler
Hvis de to vinkler ZBAD og ZCAD har en feelles side AD, og hvis de to andre sider AB og AC er

modsatrettede halvlinjer, sa kaldes de to vinkler for supplementvinkler.

Definition af ret vinkel

En vinkel ZBAD kaldes en ret vinkel, hvis den har en supplementvinkel, som den er kongruent med.

Bemeerk: Ordet kongruent er ikke defineret. Det er et ord pa linje med ”lig med”, men med en lidt bredere betydning.
Betydningen af kongruens fastlaegges i kongruensaksiomerne.

Definition af indre punkt i en vinkel
Hvis vi har givet en vinkel ZCAB, sa kaldes et punkt D for et indre punkt i vinklen, hvis D ligger pa samme side af
linjen AC som B ggr, og hvis D ligger pa samme side linjen AB som C ggr.

Definition af en halvlinje mellem to halvlinjer
Halvlinjen AD siges at ligge mellem halvlinjerne AC og AB, hvis Ab og AC ikke er modsatrettede halvlinjer, og punktet
D er et indre punkt i vinklen ZCAB
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Definition af det indre i en trekant EGMONT
Det indre i en trekant er maengden af alle punkter, der er indre i hver af de tre vinkler. Et ydre punkt er et punkt, som
hverken er indre eller ligger pa trekantens sider.

Definition af det indre i cirkel
Givet en cirkel med centrum O og radius OR. Et punkt P kaldes et indre punkt, hvis OP < OR og kaldes et ydre punkt,
hvis OP > OR.
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