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Om ensvinklede og ligedannede trekanter

Vivil her give et bevis for satningen, der siger at for trekanter er begreberne ensvinklet og ligedannet det
samme. Saetningen er langt fra trivial — trekanter er den eneste polygon, som dette geelder for! Teenk fx pa
firkanter — et aflangt rektangel og et kvadrat er ensvinklede men langt fra ligedannede.

Saetning 11: Ensvinklede og ligedannede trekanter
1. Huvis to trekanter ABC og A;B1C; er ensvinklede, sa er de ogsa ligedannede.

2. Huvis to trekanter er ligedannede, sa er de ogsa ensvinklede.

Allerede Thales, der levede flere arhundreder fgr Euklid, vidste, at ensvinklede trekanter ogsa er
ligedannede, dvs. den ene trekant kan skaleres, sa vi far den anden trekant. En skalering sker ved, at
samtlige siders laengde ganges med det samme tal, mens vinklerne holdes fast.
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| Euklids Elementer Bog VI finder vi seetningerne, som svarer til ovenstaende, nemlig saetning V1.4 og
saetning VI.5.
For at kunne bevise disse to saetning har vi brug for endnu en saetning, som vi fgrst beviser, nemlig:

Euklids szetning 2, Bog VI

En linje parallel med en side i en trekant deler de to andre sider i det samme forhold. Og omvendt geelder
ogs3, at hvis en linje deler to sider i en trekant i samme forhold, sa er linjen parallel med den tredje side i
trekanten.

Bevis:
Vi skal altsa vise, at:
_|AD| |cE|
DE || AC netop hvis — =1—
IpB|  |EB|
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Vi vil vise de to pastande:

D] _|ce]

M e
BERE

— ,saerDE || AC

1) Hvis DE || AC,saer =
|pB| |EB

2) Hvis

hver for sig.

Vi udnytter, at to trekanter har samme areal, hvis l&engden af grundlinjerne og hgjderne er ens (Euklid
seetning 31, Bog I).

ADAE og AEDC har DE som feaelles grundlinje, og hgjderne pa DE’s forlaengelse er ogsa ens, fordi DE og AC

er parallelle, dvs. arealerne af de to trekanter ma veere ens, dvs. 7, =T,

Hvis to trekanter har samme hgjde ma forholdet mellem deres arealer vaere det samme som forholdet
mellem grundlinjerne.
ADBE og AADE har samme hgjde p3 grundlinjen AB, og derfor gaelder:

|AD| T

AAED — _AEDC

|D B| AEBD TAEBD
P& samme made finder vi at:

|EC| AEDC
|EB| AEBD
E
Kombination af de to ligninger beviser, at hvis DE || AC, sa er u— | C| , dvs. vi har vist 1).
8|
AD
Vi skal nu vise saetningens anden pastand, dvs. at hvis ||D || ‘ | ,saerDE || AC.

Vi antager saledes, at linjestykket DE deler trekantens sider i sasmme forhold, og vi skal sa vise, at siderne
DE og AC er parallelle.

D| |EC
Der geelder alts3, at ||DB|| = ﬁ og anvender vi igen, at forholdet mellem arealerne af trekanter med samme
hgjde er lig med forholdet mellem grundlinjerne, sa far vi igen, at:
Taep — Txenc
T T

AEBD AEBD

ogdermedat 7, =T,

Men AAED og AEDC har samme grundlinje, nemlig DE, og da de har samme areal, ma de ogsa have samme
hgjde pa DE’s forlengelse. Altsa har A og C samme vinkelrette afstand til DE, og derfor ma AC og DE vaere
parallelle, dvs. DE || AC. Hermed har vi vist 2).
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Euklids satning 4, Bog VI (svarer til vores saetning 1, 2.)
| ensvinklede trekanter er ensliggende sider proportionale. Ensliggende er de sider, der ligger over for

lige store vinkler.
Bevis:
Betragt figuren nedenfor. AABC og ADCE er ensvinklede, idet:
/ABC=/DCE, /BAC=/CDE og Z/ACB=Z/CED

B c 2
Trekanterne er placeret, sa CE ligger i forlaengelse af BC. BA forlaenges ud over A, og ED forlaenges ud
over D. Herved fremkommer skaeringspunktet F. Da trekanterne er ensvinklede, fglger det nu af Euklids
5. postulat:
Hvis et linjestykke skzerer to rette linjer, sa de danner to indre vinkler pG hver side, som tilsammen er
mindre end to rette vinkler, sa vil de to linjer, hvis de forlaenges uendeligt, m@des pd den side, hvor de
to vinkler er mindre end to rette vinkler.
at ACDF er et parallelogram.
Da linjestykkerne AC og EF er parallelle geelder ifglge Euklids seetning 2, Bog VI, at:
IBA| _|BC|
JaF| "~ |cE|
og, da |AF|=|CD| betyder det, at:
1BA| |BC|
[
Ifplge Euklids seetning 16, Bog V, geelder der, at: Hvis fire stgrrelser er indbyrdes proportionale, sé er deres
indbyrdes forhold ogsa propotionale. Dvs. vi kan omskrive ovenstaende til:
BA| _|co|
lbc]  |ce]
Pa samme made ser vi, at da linjestykkerne CD og BF er parallelle, gaelder der ifglge Euklid seetning 2, Bog
VI, at:
|Bc| |FD|
[

og, da |FD|=|AC| betyder det, at:
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IBc| |Ac]
IcE|  |DE|

Anvender vi igen Euklids szetning 16, Bog V, gelder der, at:
|| _|ce|
lAc|  |DE|

Da |BC| og |CE| er proportionale med bade |BA| og |CD| samt med |AC|og |DE

at:

, sa ma der ogsa geelde,

[BA] _ |AC]|
co|  |DE|

Vi har saledes vist den ene af proportionaliteterne, og de gvrige kan vises pa samme made.

Euklids satning 5, Bog VI (svarer til vores saetning 1, 1.)
Huvis siderne i to trekanter er proportionale, sa er trekanterne ensvinklede.

Bevis:
Betragt nedenstaende figur.

| AABC og ADEF er siderne proportionale:

IBA| |BC| BC| |cA|

ol " eFl  F A ol
Vi skal vise, at AABC og ADEF er ensvinklede. Til det formal konstrueres AEGF , s& den er ensvinklet med
AABC , det vil sige sa ZFEG=/ABC og LEFG=/A(B.
Det er nu tilstraekkeligt at vise, at AFEG og ADEF er ensvinklede.
Hvis vi anvender Euklids satning 4, Bog VI pa de to ensvinklede trekanter AABC og AFEG, s& far vi:

BA| _|BC|

lEs|  eF|

|BA| |BC]|

ogda |ED| _|E_F' sa ma der geelde, at:

B4 _[BA|
EG|  |ED|

og dermed, at |EG|:|ED|.
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Pa samme made kan vi vise, at |FG|=|FD|. Da den sidste side EF er feelles for de to trekanter AFEG og

ADEF |, s3 er alle tre sider i de to trekanter ens, og dermed er de kongruente (Euklids saetning 4 og 8, Bog
1), og dermed er de specielt ogsa ensvinklede.

Hermed har vi vist at trekanterne AABC og ADEF er ensvinklede.
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