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Projekt 4.10 Matematiske fiskerimodeller
De første matematiske fiskerimodeller blev skabt i Storbritannien i 50’erne. Målet med modellerne var at
regne sig frem til, hvordan man på længere sigt får den størst mulige fangst.
Man så på hver fiskeart for sig (kaldes en én-arts-model) og inddrog ikke i modellerne, at der kunne være et
samspil mellem de forskellige fiskebestande. Man gik således ud fra, at en regulering af fiskeriet på en be-
stand ikke havde afsmittende virkning af betydning på andre bestande.

Først i 70’erne begyndte danske fiskeribiologer med kendskab til matematik at sætte spørgsmålstegn ved
denne antagelse. Ved brug af matematiske modeller skabte de en model af Nordsøen, den såkaldte Nord-
sømodel. Modellen indeholder en kombination af eller en sammenkobling af en række én-arts-modeller, så
udgangspunktet i modelleringen er stadig at forstå én-arts-modellen.
Vi skal i det følgende se på en matematisk én-arts-model.

Definitioner
( )N t =  antal fisk til tidspunktet t

( )w t = vægten af en enkelt fisk til tidspunktet t

Bernouillis differentialligning
I projekt 4.9 har vi gennemgået Bernouillis differentialligning samt løsningsmetoderne, vi anvender.
Bernouillis differentialligning kan i sin generelle form opskrives således:

( ) ( )αy g x y f x y¢ = × - × , (*)
hvor f og g er kontinuerte funktioner defineret på et interval I – som evt. kan være alle reelle tal – og α er et
reelt tal.
Hvis de to funktioner er konstanter forenkles differentialligningen til:

αy ay by¢ = -
I projekt 4.9 viser vi, at i dette tilfælde bestemmes løsningerne ud fra følgende:

Anden konklusion om Bernouillis differentialligning
Den fuldstændige løsning til differentialligningen αy ay by¢ = - , hvor α 0¹  og α 1¹ ,
findes som løsningen til

( )1 α1 α e 0b x ay c y
b

- - ×- = × + Ú = .

Bertalanffys ligning
Ludwig von Bertalanffy (1901-1972), der var en matematisk orienteret biolog, publicerede i 1934 en
vækstmodel, som stadig er den grundlæggende matematiske model, der anvendes i beskrivelsen af eksem-
pelvis hvordan en fisk vokser i løbet af sin levetid.
Vi betragter en enkelt fisk, og regner tiden fra fiskens fødsel. Med ( )w t  angiver vi vægten af fiske til tiden t
Efter fødslen. Vi husker fra differentialregningen, at for en given funktion som ( )w t , angiver ( )w t¢  den ha-
stighed, hvormed vægtændringen foregår til tidspunktet t. Bertalanffy opstillede følgende model for vægt-
ændringen:

( ) ( )( ) ( )
2
3w t h w t k w t¢ = × - × ,
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hvor h og k er positive tal. Det førte led er et ”opbygningsled”, der vedrører indtagelse af føde, det sidste
ed er et ”nedbrydningsled”, der vedrører energitab, som følge af stofskriftet. Begrundelse for denne model
findes i bilaget om Bertalanffy-modellen.

Øvelse 1
Argumentér for at Bertalanffys ligning er en Bernouilli-ligning, og vis at den fuldstændige løsning til lignin-
gen er

( ) ( )1
3

3
e kth h

k kw t -= - × + eller ( ) ( ) ( )1
3

33
1 e kth

kw t -= - ,

når vi antager, at w(t) = 0 til tidspunktet t = 0 (fisken vejer ikke meget til at begynde med).

Øvelse 2

a) Gør rede for at grafen for w har en vandret asymptote når t ®¥ .

b) Tegn grafen for w når ( ) 3
5h

k =  i hvert af tilfældene k = 0,4, k = 0,8 og k = 1,2

c) Giv en fortolkning af grænseværdien lim (w(t))
x

w¥
®¥

=

Vi vender nu tilbage til ( )N t  (antallet af fisk til tidspunktet t) og antager først, at fiskebestanden ikke er
udsat for fiskeri. Vi betragter en bestemt årgang af fiskearten, og ser hvad der sker med denne årgang som
tiden går.

Øvelse 3
Argumentér for at ( )N t må opfylde

( ) ( )N t a N t¢ = - × ,
hvor a er den brøkdel af fiskene, der dør pr. tidsenhed. (Bemærk: Når vi ser på én bestemt årgang bliver der
jo ikke tilført nye individer)
Bestem herefter ( )N t .

Øvelse 4
Lad ( )B t være den samlede biomasse af denne årgang til tidspunktet t. Argumentér for at

( ) ( ) ( )B t N t w t= × ,
hvor ( )N t er antal fisk til tiden t, og ( )w t er gennemsnitsvægten af en fisk til tiden t.

I øvelse 3 så vi, at N(t) må opfylde
( ) ( )N t a N t¢ = - × ,

hvor a er den brøkdel af fiskene, der dør pr. tidsenhed. Vi inddrager nu fiskeri:
Tallet a består derfor af et bidrag fra naturlig død M og et bidrag fra fiskeriet f, så ligningen kan forfines til

( ) ( ) ( )N t M f N t¢ = - + × ,
hvor M er den brøkdel af fiskene, der pr. tidsenhed dør naturligt, og f er fiskeriintensiteten, dvs. den brøk-
del af fiskene, der pr. tidsenhed fanges (f er f.eks. 0,2 eller 20%). Ved at løse ligningen får vi

( ) ( )e M f tN t k - += ×



Hvad er matematik? A, i-bog
ISBN 978-87-7066-497-4

Projekter: Kapitel 4. Projekt 4.10 Matematiske fiskerimodeller

© 2014 L&R Uddannelse A/S • Vognmagergade 11 • DK-1148 • København K • Tlf: 43503030 • Email: info@lru.dk

3

Denne ligning gælder, fra og med vi begynder at fiske. Lad os antage, at vi først begynder at fiske efter ct
år, dvs. efter at årgangen har nået en vis størrelse. Før vi begynder at fiske, udvikler antallet af fisk sig efter
udtrykket

( ) 0 e MtN t N -= × ,
hvor 0N  angiver antallet af nyklækkede fisk (f.eks. 2 millioner).

Øvelse 5
Vis at 0 e cf tk N ×= × .

Ud fra øvelse 5 finder vi ved indsættelse

( ) ( )
0 e ec M f tf tN t N - +×= × × , der er gyldig for ct t> , hvor

ct er det tidspunkt, vi begynder at fange fisk af årgangen (f.eks. når fiskene er 2 år gamle),

0N  er antallet af nyklækkede fisk, som »starter« årgangen (f.eks. 2 millioner),
t regnes ud fra »fødslen« af denne årgang,
M er de brøkdel af fiskene, der pr. tidsenhed dør naturligt, og
f er fiskeintensiteten, dvs. den brøkdel af fiskene, der pr. tidsenhed fanges.

Vi fandt tidligere, at den enkelte fisks vægt kunne beskrives ved

( ) ( ) ( )1
3

33
1 e kth

kw t -= - ,

samt at tallet ( ) 3h
kw¥ =  er den maksimale vægt for den pågældende fiskeart (den asymptotiske grænse for

w(t)). k er en proportionalitetskonstant fra »nedbrydningsleddet« ved differentialligningen for w(t)).

Sættes de to udtryk ind, får vi følgende:

( ) ( ) ( )1
3

0 e e 1 ec M f t ktf tB t w N - + -×
¥= × × × × -

Den samlede biomasse og den samlede fangst
Vi antager, at alle årgangene har samme startværdi N0. Et bestemt år indeholder Nordsøen fisk fra mange
årgange: 1 år gamle, 2 år gamle, …, T år gamle, hvis vi siger, at denne type fisk højst bliver T år i alt. Den
samlede biomasse af denne fiskeart er således summen af alle årgangenes bidrag. Fangsten sker med en
intensitet på f. Fiskenes årgange er spredt mellem hinanden, så vi fanger samme andel af alle årgange æl-
dre end ct .

Øvelse 6
Argumentér for, at den samlede fangst Y er givet ved

( )
c

T

t
Y f B t dt= × ò , dvs. ( ) ( )1

3
0 e e 1 ec

c

T M f t ktf t
t

Y f w N dt- + -×
¥= × × × × × -ò

Øvelse 7
Indsæt følgende konstanter: 1f = , 2ct = , 16T = , 6

0 10w N¥ × = , 1,5k = , 0,1M = .

a) Udfør en numerisk beregning af Y med et værktøjsprogram.
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b) Vis: ( ) 30,5 0,5 1,51 e 1 3 e 3 e et t t t- × - × - - ×- = - × + × -

c) Indsæt dette og beregn integralet ved hjælp af stamfunktioner:

Vis:
16

6 2 1,1 1,6 2,1 2,6

2

1 3 3 110 e e e e e
1,1 1,6 2,1 2,6

t t t tY - × - × - × - ×é ù= × × - × + × - × + ×ê úë û

d) Udregn Y for disse værdier af konstanterne. Kontroller at resultatet i a) og d) er det
samme.

Øvelse 8
Udfør en symbolsk beregning og vis:

( ) ( ) ( ) ( )1 2
3 3

0 1 2
3 3

e 3 e 3 e ee c

c

Tf M k t f M k tf M t f M k t
f t

t

Y f w N
f M f M k f M k f M k

- + + - + +- + - + +
×

¥

é ù× ×
= × × × × - + - +ê ú

+ + + + + + +ê úë û

Vi er interesseret i at finde sammenhængen mellem Y og f, samt mellem Y og ct .
f kan reguleres ved kvoter, antal trawlere osv. ct  kan reguleres ved garnmaskernes størrelse. Overvej det-
te!

Øvelse 9
Anvend formlen for Y enten fra øvelse 6 eller fra øvelse 8. Indtast alle de opgivne konstanter undtagen f og

ct . Disse oprettes med skydere, hvor f løber fra 0,5 til 8 og ct løber fra 2 til 10. Gennemfører undersøgelsen
af hvorledes Y afhænger af f og ct med variabelkontrol, dvs hold i første omgang ct fast på en bestemt vær-
di, fx 2, således at Y bliver en funktion af f.
Tegn grafen for Y og undersøg hvilken værdi af f der giver den maksimale fangst.
Gennemfør sammen undersøgelse med forskellige værdier af ct . Konklusion?
Skift nu variabel, hold f  fast på værdien 1 og lad Y være en funktion af ct .
Tegn grafen for Y og undersøg hvilken værdi af ct  der giver den maksimale fangst. (Denne værdi kaldes for
rekrutteringsåret).
Gennemfør sammen undersøgelse med forskellige værdier af f. Konklusion?
Kan du finde et samlet svar? Hvilke værdier af f og ct  vil vi anbefale? Kan du forklare, hvorfor vi ikke får det
bedste resultat ved blot at fiske løs?

Modellen er naturligvis stærkt forenklet. Men den giver et indtryk af, hvilken problemer man prøver at løse
med matematiske fiskerimodeller. På følgende adresse kan man finde et omfattende materiale fra FAO om
matematiske fiskerimodeller:
http://www.fao.org/docrep/w5449e/w5449e01.htm#TopOfPage

http://www.fao.org/docrep/w5449e/w5449e01.htm#TopOfPage
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Bilag om Bertalanffys model

Modellering af vægten af en enkelt fisk som funktion af tiden

Lad os betegne vægten af en fisk med m og tiden med t. Væksthastigheden af m kan analyseres ved at split-
te op i to led:

Tilvækst pr. tid = Ind – Ud,
hvor Ind-leddet er fødeoptagelse pr. tid, og Ud-leddet er udskillelse pr. tid ved forbrænding, tab af affalds-
stoffer mm.

Ud-leddet, antager vi, er proportionalt med fiskens masse, dvs.
Ud = k m×

Hvorfor er det en rimelig antagelse?

Ind-leddet vedrører fødeoptagelse og antages derfor at være proportionalt med arealet af overfladen af
det tarmsystem, hvorigennem føden optages.

En fisk er et tredimensionalt væsen. Rumfanget af en kugle med radius r er givet ved 34
3 π r× × , dvs. rumfan-

get er proportionalt med radius i tredje potens. Rumfanget af en terning er ligeledes proportional med
tredjepotensen af dens endimensionale udstrækning. Derfor antager vi nu, at rumfanget af en fisk er pro-
portionalt med den tredje potens af et mål for dens endimensionale udstrækning. Det samme må så også
gælde for massen m af en fisk, dvs.

3m a r= × (1)
hvor a er en konstant, og r er et mål for fiskens endimensionale udstrækning (radius, hvis det var en kugle-
fisk).

Overfladearealet af en kugle med radius r er givet ved 24 π r× × . Det samme forhold gælder for andre flader:
Arealet er proportionalt med kvadratet på et mål for fladens endimensionale udstrækning. Derfor antager
vi også, at dette gælder for overfladen af tarmsystemet, eller som vi argumenterede for ovenfor: Ind-leddet
er proportionalt med kvadratet på et mål for fiskens endimensionale udstrækning (radius hvis det er en
kuglefisk):

2Ind b r= ×
Vis nu ud fra de to ligninger, at

2
3Ind h m= ×

hvor h er en konstant.

Samler vi Ind-leddet og Ud-leddet, får vi væksthastigheden af m til
2
3h m k m× - ×

eller

( ) 2
3m t h m k m¢ = × - × .

Bertalanffy-modellen blev præsenteret i 1934 i:
Bertalanffy, L. von, (1934). Untersuchungen über die Gesetzlichkeit des Wachstums. I. Allgemeine Grundlagen der
Theorie; mathematische und physiologische Gesetzlichkeiten des Wachstums bei Wassertieren. Arch. Entwick-
lungsmech., 131:613-652.


