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1 Indledning

Dette projektmateriale er skrevet i tilknytning til filmene Stgrrelsen pa alting — Hvorfor
har ting den stgrrelse de har? og bits og qubits — om den forunderlige kvanteverden.,
der indgar i serien om matematisk forskning: 10 danske matematikere — 10 matema-
tiske forteellinger. I filmen forteeller professor Jan Philip Solovej om, hvordan kvan-
temakanikken kan bruges til at lgse problemer, som vil vaere ulgselige med en klassisk
forstaelse af verden. Illustrationerne er fra en praesentantation lavet af, Matthias Chri-
standl.

Materialet kan bruges som perspektivering til matematikundervisningen, eller i forbin-
delse med SRP i matematik og fysik. Dokumentet indeholder matematiske emner som
matricer og komplekse tal i relation til kvanteberegninger. I tilknytning til materialet
er der nogle appendix’er, hvor emnerne komplekse tal, den komplekse eksponentialfunk-
tion, samt sfeerisk geometri behandles lidt mere udfgrligt. Der er igennem materialet
en rekke opgaver, sa eleverne selv kan vise veaesentlige pointer. Kvanteberegningerne
bliver eksemplificeret med GHZ-spillet, hvor lokalitet eller realisme bliver brudt. Det
er muligt at fokusere pa udvalgte matematiske emner.
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2 Den deterministiske verden

Ifglge den klassiske mekanik kan verden beskrives deterministisk. Hvis vi kender nok til
begyndelsesbetingelserne, kan vi beregne, hvor vi ender. Det kan veere vi skal kende fa
variable, som nar vi beregner leengden af et kast ud fra starthastighed og kastevinkel.
Andre gange har man brug form mange flere variable. Udviklingen af vejret den kom-
mende uge eller maned athenger af milliarder og atter milliarder af variable. Ifglge
klassisk mekanik kunne vi i princippet kortleegge alle disse, selv om det i praksis er helt
urealistisk. Meteorologerne vil derfor aldrig na frem til helt preecise vejrudsigter, selv
om modellerne bliver bedre og bedre. Men for den klassiske mekanik er det et praktisk,
ikke et principielt problem. Selv for ret ukomplicerede systemer kan vi heller ikke ggre
os hab om at forudsige begivenheder. Et mgntkast ser tilfeeldigt ud, men det skyldes
ifplge klassisk teori kun vores manglende evne til at holde styr pa alle variablene. Alle
de mange variable, som ligger til grund for tilsyneladende tilfeeldige heendelser, kan
defineres som skjulte variable.

Definition 1 (Skjult variabel)
En skjult variabel er en forklarende variabel med signifikant betydning for det sporgs-

mal, man undersgger, men som vi ikke har afdekket eller maske slet ikke har kend-
skab til (endnu,).

Selvom det ikke er praktisk muligt, er det fundamentalt i en klassisk forstaelse af verden,
at begivenheder har en arsag og at vi derfor vil kunne forudsige den, hvis vi kendte
arsagen.

3 Usikkerheden er fundamental

Denne sikkerhed, at vi vidste hvordan verden fungerede, blev udfordret af fremkomsten
af kvantemekanikken i begyndelsen af det 20. arhundrede. Man vidste, at henfald af
atomkerner tilsyneladende forekom tilfzeldigt. Det var muligt at bestemme, hvornar
halvdelen af radioaktive atomer var henfaldet, men hvis man ville vide, hvornar ét
specifikt atom henfaldt, var det umuligt. Det er neerliggende at tolke denne tilfeeldighed,
som vores uvidenhed om atomkernerne. Man kan forestiller sig et lille ur i hvert atom,
som tikker derudaf og helt forudsigeligt bestemmer, hvornar atomet henfalder. Hvis vi
ikke kender til uret, vil det veere den skjulte variabel og det tilsyneladende tilfaeldige
henfald skyldes kun vores uvidenhed. I 1927 vandrede Werner Heisenberg (1901-1976)
gennem Feelledparken og kom op med Heisenbergs ubestemthedsprincip, som vendte
denne forstaelse af verden pa hovedet.

Ifslge Werner Heisenberg er der fundamentale stgrrelser i naturen, som vi ikke kan
kende pa samme tid. Det er kun storrelser, som gor sig geeldende pa meget sma

Videoerne hostes af L & R Uddannelse A/S e Vognmagergade 11 e DK-1148 o Kgbenhavn K
e TIf: 43503030 e Email: info@lru.dk.
6



Matematisk forskning R
10 danske matematikere — 10 matematiske forteellinger Uddannelse
Projektmateriale i tilknytning til Jan Philip Solovej: Kvantemekanik EGMONT

skalaer og bestemmer hvordan atomer, elektroner, fotoner og andet smat opfgrer sig.
Ubestemthedsprincippet siger at nogen ting kan vi ikke kende helt praecist samtidigt.
Det kaldes derfor ogsa for usikkerhedsrelationen. Hvis vi for eksempel prgver at bestem-
me en partikels bevaegelsesmaengde - som er lig med hastighed gange masse - meget prae-
cist, sa bliver usikkerheden pa, hvor den befinder sig, meget stor. Den anden vej rundt
siger usikkerhedsrelationen at vi, hvis vi ved hvor en elektron ér, ingen anelse har om
hvor hurtigt den bevaeger sig. Hvis vi derimod kender dens hastighed, ma vi opgive
at sige noget om, hvor den befinder sig. Hvis man forestiller sig et malfoto af 100
meter lgbere, sa bruges det jo til at fastsla hvem der kom fgrst, altsa befandt sig pa
malstregen. Det enkelte foto forteeller ikke preecis, hvor hurtigt lgberne bevaeger sig,
denne information er skjult. Matematisk kan usikkerhedsrelationen for hastighed og
bevaegelsesmaengde formuleres:

Satning 1 (Heisenbergs usikkerhedsrelation)

Usikkerhedsrelationen siger, at hvis positionen bestemmes med en ngjagtighed pa
Ax og bevegelsesmengden bestemmes med en ngjagtighed pa Ap sa vil produktet
overholde uligheden,

h
; > 0
Az - Ap > T (1)

hvor h = 6,63 - 10~3'm?kg /s er Plancks konstant.

Plancks konstant er den mest fundamentale konstant i kvantemekanikken og forbinder
bl.a. en fotons frekvens og energi gennem F = h - f.

Ovelse 1
En elektron har massen m = 9,11 - 1073kg, og befinder sig i et atom inden for en

radius, ro ~ 5 - 107" m.
e Bestem usikkerheden i elektronens hastighed.

ODvelse 2

En bil korer ca. 100km/time(£2km/time) og vejer m = 1000kg.
o Vurder hvor stor usikkerheden i bilens hastighed er.
e Beregn usikkerheden i bilens position.

e Beskriv hvorfor vi ikke oplever usikkerhedsrelationen i vores hverdag.
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3.1 Hvorfor er der atomer, og os?

Vi kan bruge usikkerhedsrelationen til at vise hvorfor atomer ikke kollapser. Vi ser pa
et brintatom med én proton i kernen og én elektron omkring. Ifglge klassisk mekanik er
energien af elektronen summen af kinetisk energi og potentiel energi. Det er givet ved,

2
1 9 e

E(r)=--mv® — 2
(r) 2 4megr (2)
hvor % -mv? er den kinetiske energi og — 4:: er den potentielle energi som kommer af
or

den elektriske tiltreekningskraft mellem den positive proton og den negative elektron.
Konstanten ¢ kaldes for vakuumpermabiliteten og har stgrrelsen 8,85 - 10~ '2Farad /m.
Konstanten e er elementarladningen og har en stgrrelse pa —1,6 - 1071°C . (Alt er i
SI-enheder).!

Dvelse 3
Lav en funktionsundersggelse og vis, at energien gar mod minus uendeligt nar radius
gar mod nul. lim, 0 E(r) = —c0

(Ovelsen viser, at det vil veere energimaessigt fordelagtigt for elektronen at befinde sig
i kernen. Der vil derfor ikke vaere nogen stabil ligeveegt, hvor elektronen befinder sig
udenfor atomkernen. For fysiske systemer gleeder saetning 2.

Setning 2 (Minimering af energien)
Et fysisk system wvil veere © stabil ligeveegt © den tilstand som minimerer energien.

For en bold vil det at ligge for foden af en bakke veaere en stabil ligeveegt, mens det
at ligge pa toppen ikke vil veere det. Her er det den potentielle energi - som skyldes
tyngdekraften - som er mindre i bunden af bakken end pa toppen.

Hvis vi bruger usikkerhedsrelationen, ser billedet anderledes ud. Den kinetiske energi
kan skrives som,

1 p2
Ein:_ 2:_7 3
kin = S = o (3)

p er beveegelsesmaengden og den heenger nu sammen med elektronens position, gen-
nem usikkerehedsrelationen. Hvis elektronen naermer sig kernen, bliver stedet mere
bestemt, og derfor bliver beveegelsesmaengden storre. Det kan vises, at den gennem-
snitlige bevaegelsesmaengden kan skrives som

p=" ()

r
Bemzerk: I filmen om Sterrelsen af alting preesenteres formlen for E(r) ca 11.5 minut inde i filmen.
Der er pa planchen glemt den proportionalitetskonstant foran der sidste led, der her er med i ligning

2. Fra Fysik kender i coulombs lov for kraften mellem to ladninger, F' = k. - % og k. = 4.71“0. Den

potentielle energi som kan findes ud fra arbejdet, A = f; F - dx.
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ODvelse 4

e Brug ovenstaende til at vise at elektronens energifunktion bliver.

h? e?

2mr?  4dweyr

E(r) ()

Dvelse 5
e Lav en funktioneundersggelse og vis, at energien nu gar mod uendelig, nar elek-
tronen nermer sig kernen. lim,_,o = +00.

Det vil derfor kraeve uendeligt meget energi for elektronerne at kollapse ind i kernen.
Det kan forklare stabiliteten af vores atomer. En lidt mere kreevende gvelse er at finde
minimum for energifunktionen.

Dvelse 6
o Tegn energifunktionen ind i et koordinatsystem og zoom ind omkring r = 10~
og undersgq grafens egenskaber.

o Vis at energifunktionene E(r) = % — 4;:(” differentieret mht. afstanden, r,
giver.
dE(r h? e?
R )
dr mr 4megr

o Lgs ligningen %ff) = 0 og vis ved at indscette elektronens masse, m = 9,11 -

10~3kg at afstanden bliver ro ~ 5 - 10~ m.

Som Jan Philip Solovej redeggr for i filmen, svarer det godt til den eksperimentelt
bestemte radius pa et brint atom. Vi har dermed vist, at stgrrelsen af et brintatom kan
udledes af de kvantemekaniske regler, hvor specielt Heisenbergs usikkerhedsrelation er
vigtig.

4 EPR

Den fundamentale usikkerhed, som er en del af kvantemakanikken, var sveer at acceptere
for mange fysikere. Den mest prominente modstander var Albert Einstein som sammen
med kollegaerne Boris Podolsky og Nathan Rosen beskrev det sakaldte EPR paradoks.
Paradokset gar ud pa at male pa to partikler i stedet for en, sa man kan male position
af den ene partikel og beveegelsesmaengde fra den anden. Paradokset ligger i, at det
pa den made skulle vaere muligt at bryde Heisenbergs usikkerhedsrelation. Paradokset
demonstrer derved, at kvantemekanikken ikke er den fulde beskrivelse, og at der derfor
ma veere skjulte variable, som teorien ikke tager hgjde for. Selvom paradokset var teenkt
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som en tilbagevisning af kvantemekanikken, ligger den til grund for Bells ulighed, som
er blevet brugt til at teste kvantemekanikken gennem de sidste 50 ar. Det er tests som
entydigt har vist, at den kvantemekaniske beskrivelse holder, og at den klassiske ikke
gor.

I den anden film om bits og qubits gennemfgres et argument, der paviser, at kvante-
mekanikkens meerkelige faenomener ikke kan forklares med skjulte variable.

5 Kvantecomputer og Kvantebit

Kvantecomputere er computere som udnytter kvantemekanikken til at foretage bereg-
ninger. Der er mange forskellige slags kvantesystemer, som kan bruges til at bygge en
kvantecomputer. Vi vil beskrive det ud fra egenskaber ved en elektron, men det kunne
ogsa veere superledende kredslgb eller polarisation af fotoner.

Elektroner har en egenskab, som hedder spin. Man kan forestille sig, at elektronen
er en snurretop og den fysiske analog til 0 er, at den spinner mod urets retning, om
en lodret akse, der fglger tommelfingerens retning, nar vi lader de andre fingre fglge
spinnets retning. mens 1 er at den spinner med urets retning om en lodret akse, der
folger tommelfingeren, nar vi lader de andre fingre fglge spinnets retning. Den kan ogsa
spinne om en vandret akse, enten mod hgjre, der kaldes + (plus), eller mod venstre,
der kaldes - (minus), hvor hgjre og venstre fastleegges pa samme méade som op og ned.
Og den kan spinne om en akse, der peger i alle mulige andre retninger. De fire naevnte
tilstande med de udfaldene, {0,1} og {+,-} er vist i figur 1. Men ligegyldig hvilken
orientering, vi maler efter, vil vi altid finde, at spinnet leegger sig parallelt med denne
akse og enten peger i aksens retning eller modsat. Dette er et eksempel pa kvantiseringen
i kvantemekanikken, ligesom elektroner ikke kan hoppe halve orbitaler ved eksitation,
kan spinnet ikke veere lidt en retning.

ITE =S

Figur 1: Elektron malt vertikalt og malt horisontalt.

Spin i kvanteverden er ikke sckvivalent med spin i makroverden, sa det er en lidt uheldig
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betegnelse. Hvis der var noget, der snurrede rundt, sa kan man vise, at hastigheden
ville overstige lysets hastighed. Ordet kom til veje lidt tilfeeldigt. I makroverden ved
man, at en elektrisk strom gennem en spole skaber et magnetfelt. Nordpolen findes
i tommelfingerens retning, hvis man med hgjre hand griber om spolen, sa fingrene
folger spolens vindinger ("strgmmens retning"). Da man opdagede, at den elektrisk
ladede elektron ogsa havde magnetiske egenskaber, teenkte man bagleens, at dette matte
veere genereret af en elektrisk strom, skabt ved at elektronen snurrede rundt, at den
"spinnede".

5.1 Maling af elektronens spin

Vi vil ikke ga ind i den detaljerede beskrivelse af, hvordan man maler en elektrons spin.
Det vigtige er, at man veelger hvilken akse, man maler elektronens spin langs.

Antagelser 1 (Maling pa et kvantesystem)
Enhver maling pa et kvantemekanisk system tvinger systemet til at vere i en af
egentilstandene for malingen.

Det betyder i vores system, at hvis vi maler vertikalt, vil elektronernes spin altid vise sig
enten at pege op eller ned. Lad os sige den pegede op. Sa vil efterfglgende malinger ogsa
give dette resultat. Systemet er i det, som kaldes en egentilstand for maling vertikalt,
og der bliver den, indtil vi foretager en maling i en ny retning. Men hvis vi nu maler
horisontalt, vil vi finde elektronen pegende enten til hgjre eller til venstre. Klassisk
logik forteeller os, at nar elektronerne for var op, sa er de hverken hgjre eller venstre.
Og omvendt, havde vi fgrst malt, at spinnet var horisontalt, sa er det ikke vertikalt.
Det stemmer bare ikke over ens med vores malinger. For hvis vi nu igen maler spinnet
efter den vertikale akse, sa vil vi igen finde, at den enten peger op eller ned. Men ikke
ngdvendigvis op som fgr. Der er nu 50 pct. sandsynlighed for op og 50 pct. for ned.
Dette er udmeerket illustreret i en youtube video?.

Ved en horisontal maling siger vi, at elektronens spin peger enten til hgjre eller venstre,
men faktisk vil det veere lige sa korrekt at sige at den er i en superposition af at pege op
og ned - det begreb vender vi tilbage til. Dette er meerkeligt, men netop det som gor,
at kvantecomputeren kan fungere fundamentalt anderledes end klassiske computere.

5.2 Kvante-matematik

Vi vil nu tage fat pa at udvikle den matematik, der skal til for at beskrive en qbit,
den kvantemekaniske bit. Det foregar skridt for skridt, forst ved brug af vektorer, som

2Quantum Spin - Visualizing the physics and mathematics
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vi kender dem, dernaest inddragelse af matricer, men vi er fgrst ved vejs ende, nar vi
udvider vores tal til de komplekse tal. Det betyder, at vi skal veere varsom med at laegge
for meget i de billeder, vi danner undervejs. Kvanteverden er altid mere kompliceret,
end vi kan forestille os!

Vi beskriver vores gbit ved at beskrive dens tilstande. En gbit kan beskrives ved en
todimensional normeret vektor, dvs. en vektor med leengden 1.

Definition 2 (Kvantetilstand 0 og 1 samt + og -)
De to tilstande 0 og 1 kan matematisk beskrives med 2-dimensionelle vektorer og
har symbolet, |), kaldet en ket

i s [ = (é) (7)

spin ned: (L) = ((1)) . (8)

Tilsvarende betegnes de to tilstande spin til hgjre og spin til venstre med symbolerne
|[+) og |=). Det er helt tilsvarende to-dimensionale vektorer. Deres koordinater
vender vi tilbage til.

Betegnelsen ket forklares senere.

Ovelse 7
o Argumenter for, at tilstandene |0) og |1) er ortogonale enhedsvektorer.

Vi visualiserer her de to spin vektorer som enhedsvektorerne langs hhv. x-aksen og
y-aksen i et almindeligt koordinatsystem.

1) A
0)

7

Figur 2: To ortogonale kvantetilstande, |0) , |1).

Det stemmer bare darligt overens med, at elektroner enten spinner op eller ned. Sam-
tidig viser det sig, at enhver tilstand kan beskrives som en kombination af op og ned.
Men det er jo ikke tilfeeldet i planen: Hvis vi ser pa to vektorer, der peger i hver sin
retning, sa vil enhver kombination af disse pege i samme retning. Derfor veelger vi i
forste omgang en repracsentation hvor "op" og "ned" er ortogonale. Leengere fremme
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nar vi gar over til at bruge komplekse tal, preesenterer vi den sakaldte Bloch-sfere som
et velegnet koordinatsystem til beskrivelse af kvantetilstande. Vi gennemgar dette i
afsnit, 10.2.

Vi kan beveege os rundt i koordinatsystemet ved brug af de to vektorer, |0) og |1), som
vi normalt gor ved at ga frem og tilbage af x- og y-aksen. Hvis vi pa den made kan
skabe alle andre vektorer ud fra et mindre seet kan disse veere en basis for alle andre
vektorer. Der gelder folgende definition

Definition 3 (Komplet ortonormalbasis)

Givet et seet af vektorer, der er indbyrdes ortogonale, og alle har leengden 1. Huvis
alle andre vektorer kan skrives som en linear-kombination af disse, kaldes scettet af
vektorer en komplet ortonormalbasis.

Hvis vi bruger saetningen pa vores normale 2-dimensionale koordinatsystem, kan den
komplette ortonormalbasis besta af enhedsvektoren parallel med x-aksen og enhedsvek-

toren parallel med y-aksen. Basisvektorerne er her €, = (é) 0g €, = <(1)>

Ovelse 8 4
e Konstruer vektoren a = (1) ud af basisvektorerne.

o Konstruer vektoren b (_23> ud af basisvektorerne.

e Konstruer vektoren ¢ = (_\/\?) ud af basisvektorerne.

V2

e Konstruer vektoren d = (\/§> ud af basisvektorerne.

Til vores kvantebits bruger vi tilstandene, |0) og |1) som vores ortonormalbasis.

Satning 3 (basis for en kvantebit)

Tilstandene
0= (g) ooty = () (9

udgor en komplet ortonormalbasis for mengden af kvantebits

Det betyder, at en vilkarlig kvantebit kan skrives som en en sum af |0) og |1). Det er
netop superpositionen igen, men her beskrevet med lineser algebra, vektorregning, hvor
det hedder linear-kombination.
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Y
411
+)
)
> x

Figur 3: De fire kvantemekaniske tilstande i kartesisk koordinatsystem.

Ovelse 9
e Beskriv i ord, hvad det vil sige, at en kvantetilstand er en linearkombination af

|0) og [1).

e Brug figur 3 til at argumentere geometrisk for, at tilstandene |+) og |—) er lin-
earkombinationer af, |0),|1).

e Brug figur 3 til at vise formlerne:

- =5 (()+ ()

7
- 5(()-0) -

Vi kan nu undersgge egenskaberne for de nye vektorer.

Qvelse 10
o Vis, at |[4) og |—) er ortogonale og har lengde 1.

Vi kan se at |+) og |—) har samme egenskaber som tilstandene |0) og |1).

Videoerne hostes af L & R Uddannelse A/S e Vognmagergade 11 e DK-1148 o Kgbenhavn K
e TIf: 43503030 e Email: info@lru.dk.
14



Matematisk forskning R
10 danske matematikere — 10 matematiske forteellinger Uddannelse
Projektmateriale i tilknytning til Jan Philip Solovej: Kvantemekanik EGMONT

5.2.1 Prikprodukt

Vi har brugt prikproduktet nogle gange. Formalismen med ket, |), kan udvides med en
bra, (| og prikproduktet for tilstandene a og b er,

b Lo
(alb) = (a1, as) (b;) =d-b=a; b +asy-b. (12)

(Parentes hedder pa engelsk bracket, og det er selvfolgelig herfra de to ord stammer)

Vi kan samle hovedpointerne om de fire kvantetilstande.

Resultater 1
e (0]0) = (1|1) = (+[+) = (-]-) =1

o (0[1) = {+]) =0

o (0]+) = (1]+) = (0]-) = (1]-) = &

Dvelse 11
o Vis resultaterne i Resultater 1.

Vi kan altsé se at tilstandene |+) og |—) ikke er ortogonale.

6 Maling pa et kvantesystem

Hvis vi maler i {0,1} basen far vi, at vores kvantetilstand enten er spin op eller spin
ned, ligegyldigt hvilken kvantetilstand systemet var i fgr malingen. Vi kan derfor ikke
observere en superposition med en enkelt maling, den giver sig fgrst til kende, nar vi
maler mange gange pa identiske kvantesystemer. Med en gbit i tilstanden, |+), vil
malinger i {0, 1} basen give tilstand |0) 50% af gangene og tilsand |1) 50% af gangene.
Det vil i hver enkelt maling veere umuligt at sige, hvilket resultat vi far, men ved mange
malinger vil vi fa halvt af hver.

Sandsynligheden for at male kvantebitten i en tilstand beregnes ved brug af prikpro-
duktet.
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Definition 4

Sandsynligheden for at mdle en gbit i kvantetilstanden [ip) = <a

b ) nar kvantetil-

standen faktisk er |p) = (g

) beregnes som

(5)-(5)

Vi kan nu beregne sandsynligheden for at méle vores gbit i tilstand |0), nar den er i
kvantetilstanden |+).

2

P(lo) = (¢lg) I = =la-a+b- B

B
V2
(Ol (0} + 1))

P({0+)) =[ (0]+) [* = [{0] —=(10) + [1))|*
|

({0[0) + (OI)[* === (0 + DJ*

Sl

DO | —
SRSEESE
(] [\]

(13)
Ovelse 12

o Vis, at P((1|+)) = 50%.

o Vis, at P({1|—)) = 50%.

Vi kan se, at sandsynligheden netop er 50% for at male vores gbit i tilstand |0) og 50%
i tilstand |1). Vi har dermed vist, at en horisontal kvantisering netop giver lige stor
sandsynlighed for at male spin op og spin ned.

Ovelse 13
Vi ved, at vores qbit befinder sig i en af tilstandene, |0),|1),|+),|—). Antag, at vi ved
en maling finder en qubit i tilstand |1).

e Huilken tilstande kunne vores qbit have veeret i for malingen?

e Huilken tilstand kunne vore qbit helt sikkert ikke have veeret © for malingen?

Ovelse 14
Alice mdler pa en qbit, der oprindelig er i tilstand |1) og far resultatet |+). Efter hendes
maling sender hun sin gbit videre til Bob, som mdler, om den er i tilstand |1).

e Huilket resultat kan Bob fa?

e Hvad er malesandsynlighederne?
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7 Matricer

Mens tilstande kan beskrives ved vektorer, kan operatorer (operationer / manipula-
tioner, vi foretager pa tilstandene) beskrives med matricer. Ligesom normale opera-
torer, gange, kvadratrod osv. virker pa tal, virker matricerne pa vektorer. Det hedder
én matrix, matricen og flertal matricer, og notationen er, at man bruger store bogstaver
som navne pa matricer. En todimensional matrix kan skrives som,

M= a1 Gi12
a21 Q22
hvor a1, a2, aia1, ase er tal og kaldes matricens elementer. Addition og subtraktion er
rimeligt ligetil.

Definition 5 (matrix addition og subtraktion)
Man adderer matricer ved at addere elementer med samme position i matricerne
med hinanden,

aip a1 4 bii big _ (au+ bii a1z + bio (14)
a1 Q22 ba1 b a1 +ba1 ag +byw/)’

Tilsvarende subtraherer man to matricer ved
aip a2\ bir bia _ e = bii a2 — b (15)
a21 A2 ba1 Do a1 —boy age —bag )’

At gange matricer sammen er mere kompliceret. Det gores som folger,

Definition 6 (Matrixmultiplikation)

Man ganger matricer ved at udregne prikproduktet af forste rekke med forste sojle
og skriver det pa forste plads, (1,1) i den nye matriz. Man ganger derefter forste
rekke med anden sgjle og skriver det pa plads (1,2). Alt i alt ser multiplikation af
2 - 2 matricer saledes ud:

A-B = aip Q12 b1 bio _ (@ bi1 + a1z - bor  air - bia + aza - bao (16)
a21 A22 bai by @21 - bi1 +age - b a9y - bia +ag by )

Matrixmultiplikation af to lige store matricer giver derfor en ny matrix med samme
dimensioner. Figur 4, viser hvordan element (1,1) i den nye matrix fremkommer ved
at prikke rackke med sgjle.

Skalarer er kommutative, hvilket vi kender fra reglen, at faktorernes orden er ligegyldig.
Med Matrixmulitplikation betyder raekkefglgen noget, og den er derfor ikke kommuta-
tiv.
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g1 dzg bap a1 - DL T gz - boy agy - bra + ags - bay

Figur 4: Matrixmulitiplikation hvor fgrste rackke er vist ganget med forste sgjle.

Satning 4 (Ikke kommutativitet af matrixmulitplikation)
For matricer gelder den kommutative regel: A- B = B - A ikke generelt.

Vi beviser det ved at give et modeksempel.

Bevis 1 01 1
Vi veelger to matricer A = ( ) og B = (1

—_

10

0 1\ /1 1 10
A'B_<1 0) (1 0)‘(1 1) (17)
mens den anden vej giver
11 0 1 11
B'A_<1 0) (1 0)‘(0 1) (18)

De to resultater er ikke samme matriz, sa setning 3 er bevist, og vi kan konkludere
at matricer ikke er kommutative m.h.t. multiplikation.

o

) og udregner produkter

Dette er radikalt anderledes end vores normale tal, og Heisenbergs usikkerhedsrelation
kan faktisk vises ud fra at matricer ikke er kommutative.

7.1 Matrix virkende pa en vektor

Formalet med at introducere matricer er, at de skal bruges til at manipulere vores
kvantetilstande, repraesenteret ved vektorer. En matrix virker pa en vektor ved at blive
gange pa fra venstre.

Definition 7 (Matrix virkende pa en vektor)
En matriz, M virker pa vektoren, b fra venstre, ved at prikke rekkerne i matricen
med sgjlen i vektoren,

= aip  ap2 by a1101 + aq2b2
Mb = = . 19
(am a22) (b2) (a21b1 + a22b2) (19)

Derved kommer der en ny vektor med samme dimensioner som b. Bemerk at der
ikke er en regel hvis rekkefolgen er omvendt DM .

Videoerne hostes af L & R Uddannelse A/S e Vognmagergade 11 e DK-1148 o Kgbenhavn K
e TIf: 43503030 e Email: info@lru.dk.
18



Matematisk forskning R
10 danske matematikere — 10 matematiske forteellinger Uddannelse
Projektmateriale i tilknytning til Jan Philip Solovej: Kvantemekanik EGMONT

En matrix virkende pa en vektor giver derfor en ny vektor. Dette ggr, at vi kan bruge
dem til symbolsk at manipulere vores kvantetilstande. Hvis f.eks. vi lader matricen

M = ((1) (1)) virke pa vektoren b= (é) far vi,

vi= (3 o) (o) = (1 5000) = () 0

Vi kan se, at matricen aendrer tilstanden fra spin op til spin ned.

10

Ovelse 15
(6 1

o Vis, at en vektor ikke endrer sig ved at blive ganget med I =

). I kaldes

enhedsmatricen og er matricernes ettal.

o Vis, hvordan spin ned bliver pavirket at matricen ([1) é) ((1)) =

e Begrund, hvorfor matricen, ((1) (1)) kaldes en spin flip matriz.

e Quervej, hvordan matricen skal se ud, hvis man skal roterer fra spin op til til-
standen hgjre, |+).

For at ga fra tilstanden spin op til hgjre kraever det en rotation pa 45°. Vi sa i ligning
10 at de to tilstande kan skrives saledes pa vektorform:

= (1) o 1= (1)) @1

Matricen til at foretage denne rotation kaldes en Hadamard operator og skrives som

i)

Det overlades til en gvelse at vise, at en Hadamard netop giver de to tilstande.

Dvelse 16
o Vis, at H|0) = |+).

o Vis, at H|1) =|—).
o Vis, at H |+) = |0).
o Vis, at H|—) = |1).

Vi har nu veerktgjerne til at sendre kvantiseringen af vores gbit mellem spin op, spin
ned, hgjre og venstre.
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8 Rotation

Den generelle rotation sker med rotationsmatricen, R(#). Hvis vi godt vil rotere vores
kvantebit, 6 grader mod skal vi bruge folgende matrix

R(0) = <cose —sin&)l (23)

sinf  cosf

Hvis vi vil rotere fra tilstand |0) — |1) skal vi rotere 90°, fra x-aksen til y-aksen, se evt.
figur 3.

Ovelse 17 0 —1
e Vis, at en 0 = 90° rotation giver spin flip matricen, R(90°) = <1 0 )
e Vis, at en 0 = 45° rotation sker med matricen

o= (2 8) -0 )

Vis, at R(45°) |0) = 20 = |4)

Vis, at R(45°)|1) = \/Li (1 _11> <(1)> , tkke giver tilstanden |—).

Hvad sker der med tilstanden |0) ved en generel rotation,
cost) —sind 1
R(6)10) = (Siﬂ@ cos 6 ) ' (O) N

Vi kan skrive en generel tilstand af en gbit som [¢)) = a |0) 4+ b|1), hvor koefficienterne
a og b afggr, hvilken tilstand systemet er i.

Ovelse 18
o Vis, at en tilstand |0) ved en rotation giver tilstanden |¢) = cos(0) |0) + sin(6) |1).

e Vis, at den roterede tilstand |1)) er nomeret, dvs. har lengden en.

Vi har nu vist, at vi kan sendre vores kvantetilstand med rotationer og med basisskift,
som vi gjorde med Hadamard matricen. Det var den, der skiftede skiftede mellem 0,1-
basen og +,--basen. Og vi kan kombinere disse ved at gange matricer sammen. Vi har
derfor nu udviklet et steerkt matematisk veerktgj til at beskrive, hvad der sker, nar vi
gndrer vores kvantebit.
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8.1 Egenvektorer og egenveerdier

Nar en matrix ganges pa en vektor far vi en ny vektor. En matrix svarer derfor til
en afbildning af maengden af alle to-dimensionale vektorer over i den samme maengde.
At studere sammenhzengen mellem matricer og sadanne afbildninger er kernen i den
matematiske disciplin, der hedder linezer algebra. Vi vil her kalde sadanne afbildninger
for matrix-afbildninger. FEt af de interessante sporgsmal for matrix-afbildninger er,
om der findes retninger i planen (eller i rummet, hvis vi arbejder i 3d), siledes at en
vektor parallelt med denne ikke skifter retning efter at veere ganget pa matricen. De
afbildninger, der hgrer til rotationsmatricer, har klart ikke denne egenskab - de er jo
konstrueret til at sendre retningen pa vektorerne.

Definition 8 (Egenvektor og egenvaerdi)

Huvis vektoren U ikke endrer andet end evt. lengde og orientering (ensrettet / mod-
sat rettet) ved en matriz-afbildning, sd kaldes vektoren for egenvektor til matricen.
Hvis Av = kv, hvor k er et tal, kaldes k for egenveerdien hgrende til v.

1 0

Spin op/ned tilstandene er egenvektorer til matricen, Sp; = (O q

) . Det kan ses ved

at lade Sy den virke pa vektorerne fra venstre,

=3 5)()-)
=3 2)0)=-C)

Vi far dermed egenveerdierne, en og minus en. Matricerne med egenvektorer langs

akserne hedder Paulis spin matricer , Sy = ((1) _01> Sp - = ((1) é) .

Ovelse 19
o Vis, at |[+),|—), er egenvektorer for matrizafbildningen bestemt af Sy, —.

e Bestem egenveerdierne for vektorerne.

Resultater 2 (Egenvektorer og egenvaerdier for Paulis spinmatricer)

S04 10) = |0) = egenveerdi pa 1 (26)
Soa |1) = —|1) = egenveerdi pa -1 (27)
Sy _|+) = |+) = egenverdi pi 1 (28)
Sy_|—)=—1|—) = egenveerdi pi -1 (29)
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For at kunne bruge resultaterne af en kvanteberegning, skal resultatet kunne bruges
i en klassisk computer. De kvantemekaniske tilstande kan overseettes til det binsere
talsystem ved at lade,

10 (30)
—1-1 (31)

Analyser af egenveerdier og egenvektorer indgar i mange dele af matematikken, og man
kan fx leese mere om det i projektmateriale 2 til Steen Markvorsens film om mini-
malflader.

9 Gennemsnit

I afsnit 5.1 , hvor vi introducerede maling pa et kvantemekanisk system, forklarede
vi bl.a., at hvis vi forst har malt "op", sa vil fortsatte malinger langs den vertikale
akse give "op" hver gang. Men hvis vi nu indskyder en maling langs en horisontal
akse, og derefter vender tilbage og maler vertikalt, sa kan vi ikke vide, om den igen
giver "op". I 50 pct af tilfeeldende giver den "op", i 50 pct af tilfezeldende giver den
"ned". Men hvordan kan vi vide det? For har vi malt vertikalt igen og faet "op", sa
vil fortsatte malinger af den samme kvantebit jo ogsa give "op". Sa hvordan kommer
sandsynlighederne (procenterne) ind i billedet. Det sker, ved at vi tester (méaler) mange
ens kvantesystemer, og derefter udregner gennemsnittet. Der geelder fglgende notation:

Definition 9
Gennemsnittet af en maling ved matricen A over mange ens kvantesystemer med
samme tilstand 1) = a |0) + b |1) skrives og udregnes sdledes: (A) = (Y| Al).

Hvis vores gbit er kvantiseret vertikalt med spin op (]0)) bliver gennemsnittet af at

maéle i Z basen med matricen S, = ((1) _01>7

sy=oiso =0 (5 ) (5) =0 0(p) -1 (52)

Vi far hver gang en veerdi pa en, og derfor bliver gennemsnittet selvfslgeligt ogsa en.
Hvis vores gbit derimod er kvantiseret horisontalt med |+) = \%(|O> + |1)), bliver
malinger vertikalt med S, derfor,

1 1 0 1 1 1 1
(S.) = (+IS.I+) = 5(1 1) (0 _1) (1) -2 - (1) L1 =0
(33)
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Vi far her et gennemsnit pa nul. Det kan vi fortolke sadan, at vi i gennemsnit vil male
lige mange spin op og spin ned, nar kvantetilstanden er til hgjre. Det kan ogsa vises
ved brug af ket notationen,

(52) = (+]5:[+) = %((0! +(1)5:(10) + 1)) = %(<0| +(AN(0) = 1) =1-1=0. (34)

Ved tredje lighedstegn brugte vi, at |0) og |1) er egenvektorer til S, med egenveerdier, 1
og —1. Dette er igen et udtryk for, at det er lige sa sandsynligt at finde kvantesystemet
i spin op som i spin ned, nar det er kvantiseret horisontalt.

Ovelse 20
e Find (S.) nar kvantesystemet er i tilstand, |1).

e Find (S.) nar kvantesystemet er i tilstand, |—).

Vi kan maéle i den retning vi har lyst til. En af dem kunne veere midt mellem {0, 1} og
{+, —} basen. Vi kan eks. méale gennemsnittet, hvis vi er i kvantetilstanden |0},

(S+S>

7 5 (01(5: + 5:) [0) (35)

colo ) Go))
oy 4)() @)

10 (1)-7% 39)

Vi finder altsa gennemsnittet til \/Li’ nar kvantetilstanden oprindeligt er |0), nar vi méler
i den meerkelige blanding.

+

sl 5l sl sl-

Ovelse 21
e Find gennemsnittet, nar vi starter i |1) tilstanden.

9.1 Matrix virkende pa vektorer, igen
Ovenfor fandt vi gennemsnittet ved af S, ved en

s)=isi=a o (g %) (5) =0 (y) -1 (39)

I den midterste del af udregningen skal man veere papasselig med rackkefglgen.
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Ovelse 22 1 0 )
Brug definitionen 7 til at undersgge udregningen (1 0) (O _1> (O> ved at.

Hwvorvidt (1 0) (1 0 > overholder definitionen.

0 -1

Hvorvidt ((1) _01> <(1)> overholder definitionen.

Hvad kommer der ud af den sidste udregning?

Beskriv i hvilken rekkefolge hele udtrykkes udregnes.

Ket, bra notationen er smart, men det kraever at man er papasselig med hvilke regnere-
gler der ligger bag.
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10 Rotation med komplekse tal

I afsnit 5.2 arbejdede vi med rotation af kvantebits fra én tilstand, fx op, |0) til andre
tilstande. Vi viste, hvordan en kvantisering i {+, —} kan formuleres som en superposi-
tion af at veere spin op og spin ned. Vi s& ogsa, at vektorerne spin op og spin ned (),
(9), udgjorde en ortonormal basis, hvilket vil sige, at alle andre vektorer kan skrives
som linearkombinationer af disse to vektorer.

Med den matematik, vi har nu, kan vi kun bevaege os i xy-planen. Men verden er jo
ikke 2d, men 3d. For at fa z-aksen med bliver vi imidlertid ngdt til at introducere
komplekse tal.

Komplekse tal er et helt matematisk emne for sig, og vi praesenterer kun en lille del af
det her. T et appendiks A kan man fordybe sig yderligere i emnet.

Ligningen 22 = 2 har ingen lgsninger i de hele tal eller i de rationale tal. Vi har s&
defineret \/2 som et nyt tal, nemlig den positive lgsning til ligningen. Dette tal er med
i den stgrre talmeengde af reelle tal.

Ligningen 2> = —1 har ingen lgsninger i de reelle tal. Vi har sa defineret i = /—1
som et nyt tal, nemlig den ene af to lgsninger til ligningen. (Den anden lgsning er —i
). Tallet i kaldes for den imaginere enhed. Det er med i en stgrre talmeengde end
de reelle tal, nemlig de komplekse tal. Imagineer betyder indbildt, og var en beteg-
nelse nogle matematikere fandt pa for mange hundrede ar siden, fordi det var en slags
spogelsestal, der ikke kunne findes pa tallinjen. Men de virkede og viste sig uundveerlige
i mange sammenhgenge. Siden fandt man ud af, at man "bare" skulle udvide tallinjen
til talplanen, sa kunne man afsasette dem.

Definition 10 (Komplekse tal)

De komplekse tal bestar af alle tal pa formen z = x + y - i, hvor x og y er reelle
tal. Tallet x kaldes den reelle del af z og skrives ogsd Re(z) , mens y kaldes imag-
inerdelen af z og skrives Im(z).

Ved at udvide til de komplekse tal far vi netop den ekstra dimension vi har brug for.
Det kan ses ved at plotte det komplekse tal z = 4+ 7 - y som et punkt i z,y planen, se
figur 5.

Det virker maske ulogisk, at der kan findes et tal, som nar man ganger det med sig selv
giver minus en - men det var ogsa ulogisk for de gamle greekere, at der skulle findes et
tal, som ganget med sig selv giver 2. Man kan jo ikke skrive dette tal op, kun angive det
som et symbol. I dag tager vi det helt naturligt, at tallene er udvidet til de reelle tal. I
moderne matematik er det lige sa naturligt, at de reelle tal er udvidet til de komplekse
tal. Mange matematiske problemer kan kun lgses i de komplekse tal.
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Denne abstraktion er imidlertid ikke kun nyttig i moderne matematik - den er helt
uundveerlig i den formelle beskrivelse af kvantemekanikken.

10.1 Regning med komplekse tal

Regning med komplekse tal er neesten som at regne med reelle tal, man skal bare huske
at ¢ -1 = —1. For to komplekse tal z; = x1 + y; - i 0g 20 = T2 + yo - ¢ geelder derfor.
[ z1—|—22:a:1+:1:2+(y1+y2)-i
® 2 — 2 =11 — T2+ (Y1 — Y2) i
® 2|29 = (x1+y1'i)(a:2+y2~i) :xl~a:2—i-y1~y2~i'i+x1-y2-i+x2-y1-i:
Ty Te— Y1 Yot (U1 Y2+ oY1) 0

Ovelse 23

For de to komplekse tal zy =24 3i og zo = 4 — 21 udregn
® 21+ 29 =
® 2 — 2=
® 22 =

Ovelse 24

For matricer var multiplikation ikke kommutativ.

o Undersgg om komplekse tal er kommutative ved multiplikation.

Et komplekst tal kan visualiseres som et punkt i et koordinatsystem, hvor x-aksen er
den reelle akse og y-aksen den imaginzgere akse, se figur 5.

Im T+ 1y

Figur 5: Komplekse talplan
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Den reelle del er altsa afstanden langs x-aksen, og den imaginzgere del er afstanden langs
y-aksen. Figur 5 viser ogsa en anden made at skrive komplekse tal pa. Hvis vi kender
vinklen ¢ (phi) og leengden |z|, kan vi komme frem til samme punkt. Det svarer til en
omskrivning til polere koordinater, hvor x = |z| - cos ¢ og y = |z| - sin ¢.

Definition 11 (Polzere koordinater for komplekse tal)
Ved polere koordinater til det komplekse tal z forstas talparret (r, @), hvor r = |z|
og ¢ er vinklen mellem 1. aksen og stedvektoren til punktet z i den komplekse plan.
2 kan skrives som

z=1-(cos¢+sing 1)

Vinklen ¢ kalde argumentet for z og r kaldes modulus for z.

I kapitlet om Den komplekse eksponentialfunktion i appendiks B redeggr vi for, at dette
udtryk ogsa skrives z = 7 - €. Det er umiddelbart meget underligt, at der fremstar en
sadan sammenhaeng mellem den naturlige eksponentialfunktion og de trigonometriske
funktioner, nar vi gar over i de komplekse tal, men det giver faktisk rigtig god mening.
[ kapitlet beviser vi, at den funktion f(z) = f(z+1y), der defineres saledes: f(z+iy) =
e” T = ¢e* . (cosy + i - siny) opfylder potensregnereglerne, specielt

el tee — 71 %2
En af konsekvenserne heraf er den fglgende smukke formel:

Ovelse 25
e Vis at Eulers beromte ligning '™ = —1 passer.

Leengden af z kan findes ved brug af pythagoras seetning |z| = /22 + y? eller ved at
bruge at |z|? = z - z, hvor Z er den komplekst konjungerede.

Definition 12 (Kompleks konjungeret)
Den kompleks konjungerede til tallet z =x 41 -y er

Z=x—1-Y

Den imaginaere del sendrer fortegn nar man komplekst konjungerer.

Saetning 5 (modulus for komplekse tal)
modulus for z kan beregnes som

|zP=2-2
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Bevis 2

Vi bruger z 1 poler form og standard potensregneregler.

2

=y p =702 =

IS}

Z .

Vi kan finde vinklen ved

Satning 6 (Argumentet af komplekse tal)
Argumentet for z, ¢ kan beregnes ved brug at tangens,

¢ = arg(z) = arctan o
7

Ovelse 26
Omskriv z = 2 4 31 til polere koordinater.

I kapitlet om komplekse tal i appendiks A viser vi fglgende vigtige seetning om multip-
likation udtrykt med poleere koordinater:

Saetning 7 (Multiplikation i polaere koordinater)
To komplekse tal ganges sammen ved at gange deres modulus og addere deres argu-
menter.

10.2 Kvantebit - Den generelle form og Bloch-sfaeren

Med de komplekse tal til radighed, kan vi opstille den generelle form for en kvantebit.
Spinnet af et kvantemekanisk system — som en elektron — kan males efter en vilkarlig
retning i rummet, og en maling efter en akse i 3d vil som i 2d altid give to mulige
veerdier: op eller ned, th eller tv, 4 eller — , eller hvad vi nu kalder det. Vi vil bygge
videre pa den notation og symbolik, vi har indfgrt, og beskrive en kvantetilstand saledes:

) = al0) +b[1) (40)
hvor a og b er komplekse tal. Som i tilfaeldet med reelle tal gaelder ogsa her:
lal* + [b]* =1 (41)

En af vanskelighederne ved at handtere komplekse tal, der bade optreeder som u-
atheengige og afheengige variable, er, at vi har flere variable, end der er "plads til” i
det 3 dimensionale koordinatsystem. Derfor er der udviklet en snedig repraesentations-
form, den sakaldte Bloch-sfeere, der er en enhedskugle, som er sadan indrettet, at et
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punkt pa sfeeren - som er bestemt af to sfeeriske koordinater - entydigt svarer til en
kvantetilstand. Dette er detaljeret gennemgaet i kapitlet Sferisk geometri og Bloch-
sferen i appendiks C.

Blochsfeeren er vist i figur 6, hvor tilstandene [0/1) ligger langs z-aksen og |+/—)
tilstanden ligger langs x-aksen. De sferiske koordinater er 6 og ¢.

z = |0)

Figur 6: Bloch sfeere

Vi har nu kun de to sfeeriske koordinater, og er teet pa at have fundet en made at
visualisere kvantetilstande. Vi mangler et skridt endnu, for vi har fat i hele billedet.
Vi husker, at de to kvantetilstande "op” og "ned”, |0),|1) er ortogonale, samtidig med
at de peger i hver sin retning, Det er dette, vi ikke kan fa beskrevet ordentlig med det
traditionelle koordinatsystem, og det som ggr anvendelsen af komplekse tal uundveerlig.
En rotation pa 6 = 180° skal sende tilstand |0) over i den ortogonale tilstand |1). Det
ggres ved at definere den generelle tilstand som,

|¥) =al0) +b]1), a=cosh/2, b=sinb/2 (42)

I appendiks B beviser vi, at med denne konstruktion geelder det generelt, at to kvan-
tetilstande, der malt efter den samme retningsvektor peger i hver sin modsatte retning,
er ortogonale.

Ovelse 27
e Vis at en rotation pd 6 = 90° netop giver |+) kvantiseringen.

En rotation i xy-planen pa bloch-sfeeren sker med brug af den komplekse eksponen-
tialfunktion. I appendiks vises, at vi kan reducere problemet til kun at gange den
komplekse eksponentialfunktion pa b, jfr. figur 7.

Vi kan nu dreje vores tilstandsvektor i alle retninger. I praksis har vi oftest kun brug
for tilstande langs akserne.
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Kvantebit generelt

Mg
8 a=cos |
0 6

Figur 7: Komplekse del af kvantebit

Ovelse 28
Start med kvantebitten i tilstanden |0) og foretag

e En rotation = 90° og vis, at tilstanden bliver |0), = |+) .

e Foretag yderligere en rotation ¢ = 90° og wvis, at tilstanden nu er |O>y, langs
y-aksen.

e Foretag yderligere en rotation ¢ = 90° og vis, at tilstanden nu er |1) = |—), langs
minus r-aksen.

e Vis, hvordan man kommer fra tilstanden [0) til tilstanden |1), = %.

De nye kvantetilstande parallelt og anti-parallelt med y-aksen kan skrives som.

O iy o) i)

10), 7 7

1),

Ovelse 29
e Vis, at tilstandene [0), og [1), er ortogonale.

o Vis, at de hver har lengden 1.

Vi har dermed en matematisk repraesentation af kvantiseringen i 3 dimensioner.

10.2.1 Maling

Vi mangler nu kun at se pa malinger i det generelle tilfaelde. Selvom vi kan definere
og regne med komplekse tal, giver de sig aldrig til kende, nar vi maler pa systemerne.
Malinger er klassiske operationer, og de komplekse tal hgrer til de rene kvantesystemer.
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Setning 8 (Malinger pa et kvantesystem giver reelle vaerdier)
Enhver maling pa et kvantesystem giver en reel maleveerdi. Sandsynligheden for at
finde et kvantesystem i en tilstand er ogsa en reel veerdi.

En maling svarer i vores verden til et klik i en detektor. Det er maske ikke sa maerkeligt,
at denne ikke kan veere kompleks, men bare er biner, {0,1}. Sandsynligheden for at
finde et system i en kvantetilstand beregnes som tidligere vist, som P(|a)) = | (a|w)) |?,
altsa prikproduktet mellem tilstanden |¢) og |a). I udregningen af prikprodukter af
vektorer med komplekse koordinater skal (a| veere den komplekst konjungerede af |a).
For tilstanden |0), bliver den komplekst konjungerede

0) +¢]1) (0] —4 (1]
0) =L "L (] = — 1
’ >y \/i < |y \/i
Dvelse 30
e Vis, at sandsynligheden for at mdle spin up er 50%, ndr kvantebitten er i til-
standen |0),,.
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11 Spillet

Jan Philip Solovej bruger GHZ spillet til at forklare, hvorfor kvanteberegninger kan
noget som klassiske beregninger ikke kan. Man kan, som han viser, finde en sikker
strategi, sa man vinder spillet, hvis man bruger kvantemekanik og aldrig veere sikker
pa at vinde, hvis man ikke gor. Det er selvfglgeligt en kunstig situation, men forskere
har vist, at en kvantecomputer netop vil kunne klare opgaver og lgse problemer, som
klassiske computere ikke har nogen chance for at klare. GHZ spillet er ogsa endnu
et eksempel pa, at Einsteins ide om skjulte variable som forklaring pa de meerkelige
kvantefsenomener ikke kan veere rigtig.

11.1 Det klassiske spil

GHZ-spillet er her sat op med en game master, Jokeren, som giver information til
Batman, Robin og Supermand. Jokeren kan kun give information ud i form af bits,
som enten kan have veerdien, 0 eller 1. Spillernes svar er ogsa bits altsa, 0 eller 1. Spillet
er illustreret i figur 8.

Spilleregler:

Spillerne veelger hvilken strategi de vil folge, fgr spillet gar i gang.

Jokeren sender tre bits, 0 eller 1, én til hver af spillerne, {z,y, z}

De tre spillere sender uden at tale sammen deres svar tilbage.

e Hvis summen af de tre spilleres svar svarer til den hgjre kolonnei figur 8, vinder
de.

Spillerne ma altsa gerne tale sammen for de far deres spgrgsmal, men ikke efter. Man
kan skrive strategierne op som funktioner. Funktionen for Supermand hedder her a(x)
og en strategi kunne veere: a(0) = 1 og a(l) = 0. Altsa: Send det modsatte tilbage.
Supermand sender altsa 1 tilbage, hvis han modtaget et 0 fra Jokeren og sender 0
tilbage, hvis han modtager et 1.
Ovelse 31

e Dan strategier og test om du kan vinde spillet.

Hvis I regner rigtigt, finder I ikke nogen strategi, som giver gevinst hver gang. Det kan
vi bevise matematisk. Bits er tal skrevet i total-systemet, med den szerlige regneregel,
at 2 seettes lig med 0, 3 seettes lig med 1, 4 seettes lig med 0 osv. Sagt pa en anden
made: De naturlige tal opdeles i lige og ulige, de lige svarer til 0, de ulige svarer til 1.

Vi har brug for at definere hvad et lige og et ulige tal er:
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spergsmal vinder
Xyz a+b+c

Figur 8: De tre spillere og Jokeren. Sporgsmalet hver enkelt far star i venstre kolonne,
og det svar, som ggr at de vinder, star i hgjre kolonne.

Definition 13 (lige og ulige tal)
Et helt tal z siges at veere lige hvis z = 2-n hvor n € 7, er et heltal. Et ulige heltal
z defineres ved at veere lig z =2 -n+ 1.

ODvelse 32
e Brug definitionen til at vise, at 9 er et ulige tal.

o Vis, at 8 er lige.
o Vis, at 0 er lige.
o Vis, at et ulige plus et ulige tal giver et lige.
o Vis, at et lige tal plus et ulige giver et ulige.

o Vis, at lige+ulige+ulige+ulige giver noget ulige.

Hvis vi kigger pa kolonnen med resultatet for at vinde, figur 8, er det tallene {0,1,1,1}
eller tallene {lige, ulige, ulige, ulige}. Spillerne skal derfor komme op med ét lige resul-
tat og tre ulige. Summen af resultaterne giver noget ulige som vist i gvelsen ovenfor.
Figur 9 viser de mulige strategier. Hvis vi summere den forste sgjle, Supermands sgjle,
sa star der a(0) + a(0) + a(1l) + a(l) =2-a(0) +2-a(l) =2 (a(0) + a(1)) = lige tal

Dvelse 33
e Vis pa samme made, at de to neste kolonner ogsa giver et lige tal.

e Brug at lige + lige = lige til at wise at svarene fra superheltene summeret giver
et lige tal.

Konklusionen er, at summen af superheltenes svar altid giver et lige tal, mens summen
af de rigtige svar altid giver et ulige tal. Der er derfor ikke nogen klassisk made,
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generel

a(0)+b(0)+c(0)
a(0)+b(1) +c(1)
a(1) +b(0) +c(1)
a(1) +b(1) +c(0)

Figur 9: Strategierne skrevet som funktioner

superheltene kan vinde spillet pa. I denne her simple verden kan vi se, at ingen skjulte
variable kan hjaelpe vores superhelte.
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12 Flere kvantebits

Vi har nu arbejdet med, hvordan man roterer og maler pa en enkelt kvantebit. Lige som
med en klassisk computer er en enkelt kvantebit ikke sa meget vaerd. I vores eksempel
har hver superhelt en kvantebit, og vi skal nu se, hvordan flere kvantebits kan beskrives
matematisk.

12.1 EPR og entanglement

Den simpleste to-partikel tilstand, som er interessant er EPR tilstanden, som kan skrives
som,

L 100y + = 1)
V2 V2

hvor tallenen i ketten, |) viser tilstanden for de to fotoner, |foton; fotons).

U =

Figur 10 viser til hgjre en lysstrale, som kommer gennem en ikke lineser krystal.
Lysstralen eksiterer atomerne i krystallen og en gang i mellem udsender den to sam-
menfiltrede partikler, de grgnne pile. Ved en maling vil man finde at de to fotoner enten

Einstein-Podolsky-Rosen tilstand

1 1 |3<:
U=— -
7 |00) +\/§ |11)

Figur 10: to kvantebits entangled

er 1 tilstanden |00) eller tilstanden |11), men aldrig i tilstanden [10) eller |01).

Det betyder at vi har 50% chance for at begge partikler er i tilstad |0), og 50% for at
de begge er i tilstand |1). Det er derimod ikke muligt at male en partikel i tilstand |0)
og den anden i tilstanden |1). Disse to fotoner siges at veere entangled, eller pa dansk
sammenfiltrede. Her er nogle facts om de to entanglede partikler.

Hver partikel er tilfeeldigt spin op eller spin ned.

Efter en maling af én af partiklerne, er den andens orientering ogsa bestemt.

Partiklerne kan veere langt fra hinanden.

Effekten optraeder instantant, med det samme.
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Disse fire punkt strider pa mange mader mod den klassiske forstaelse af verden. Iseer at
effekten optreeder med det samme, lige gyldigt hvor langt partiklerne er fra hinanden,
skabte modstand. Det strider umiddelbart mod, at intet signal kan beveege sig hur-
tigere end lysets hastighed, hvilket er en af hjgrnestenene i Einsteins relativitetsteori.
Det viser sig ved en neermere analyse, at der faktisk ikke bliver sendt information i
klassisk forstand sa med lidt god vilje er kvantemekanikken og relativitetsteorien ikke
pa kollisionskurs her.

Man kan forestille sig, at krystallen virkede ved tilfeeldigt at sende to fotoner med spin
op ud og andre gange tilfaeldigt to fotoner med spin ned. Det vil give de to mulige
tilstande

[y =100), eller |¢) = |11). (43)
Dette vil ogsa give resultatet, at man altid maler det samme pa begge fotoner. For at
vise, at det ikke er sadan verden haenger sammen, ma vi male i en anden basis. Hvis
vi maler en spin op foton langs x-aksen, basen +/—, har vi tidligere vist, at resultatet
50% af gangene vil give + og 50% af gangene vil give —, helt tilfeeldigt. Som tidligere
vist kan vi male langs andre akser ved at rotere vores kvantebits.
Det er muligt at rotere hver kvantebit uatheengigt af de andre kvantebit. Vi kan derfor
bruge resultatet for rotation af enkelte kvantebits,

1 NIy — L (10)
—510) +11)) 0g RO0°) [1) = —=(10) = |1). (44)

Hvis vi starter i tilstanden |00) og roterer den forste kvantebit fra spin op til spin langs
x-aksen, bliver tilstanden

£,(90°) |00) =

R(90°) |0) =

|00) + 110)

1 1
V2 V2
Ovelse 34

e Udregn, hvad en rotation af kvantebit 2 giver, R2(90°)]00) =
e Udregn R1(90°) |11) =

Lad os male EPR tilstanden i +/— basen, langs x-aksen. Det ggres ved at rotere dem
til at ligge langs x-aksen, og sa male i z-basen som vi plejer.

R2<90°>R1(90°)%

R, (90°)1(|00> +110) 4+ [11) — [01)) = (46)

(100) + |11)) = (45)

(|00> +101) + [10) + |[11) + |11) — |10) — |01) + |00)) = (47)

|00> 11)) (48)

Ellg %\
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Ovelse 35

e Huis vi efter rotation mdler forste foton i tilstand |0), hvad ved vi sé om anden
fotons tilstand?

e Huvad sker der, hvis vi maler pa foton 2 forst?

Det viser sig, at vores EPR qbits er korreleret ligegyldigt hvilken basis, vi veelger at
male dem i. Det er ret specielt. Husk at vi mister al information, hvis vi maler en
enkelt gbit i en ortogonal basis, men med to sammenfildrede gbits vil de blive ved
med at veere korrelerede. Vi kan lave samme rotation med de to ikke-sammenfiltrede
tilstande, [¢) = |00) , eller |¢) =|11).

Ovelse 36
o Vis, at ]%2(90")]%1(900)\%5 |00) giver tilstanden |00) + |01) 4 |01) + |11).

e Huis vi nu maler forste foton til tilstanden |0), hvad ved vi sé om den anden fotons
tilstand?

e Beskriv, hvorfor fotonernes spin nu ikke leengere er korreleret.

Vi har nu to hypoteser, som vi kan teste i laboratorierne. Den fgrste er, at fotonerne
forbliver korrelerede ved rotation og den anden, at korrelationen forsvinder. Det er
netop, hvad forskere har undersggt, og resultatet er entydigt til fordel for den fgrste
hypotese.

12.2 GHZ tilstanden

Den maksimalt entanglede trepartikeltilstand er tilskrevet fysikerne Greenberger, Hor-
ner og Zeilinger, og ses i figur 11.

Greenberger-Horne-Zeilinger tilstand

1 1
U= i |000) +ﬁ [111)

Figur 11: tre kvantebits entangled

Ovelse 37
e Huvad er sandsynligheden for at finde systemet i tilstand |000).

e Huvad mdler Batmand og Supermand, hvis Robin har mdlt tilstand |1) forst.
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13 Vinderstrategi

Vi har nu veerktgjet til at spille spillet med Jokeren igen, men denne gang kan vi vinde!.
For at vinde spillet skal superheltene bruge GHZ tilstanden, ved fornuftige rotationer
kan tilstanden i figur 11 omdannes til tilstanden i figur 12. Hver spiller far en entangled
gbit hver og fglger anvisningerne i figur 12. For spillet begynder, ma de godt tale

1) Forbered
¥ = |000) — |110) — |101) — |011)

distribuer en partikél til hver af
deltagerne

2) Den enkelte deltager:

hvis 1 modtages, roterer med 90°
hvis O modtages, roterer ikke

3) Den enkelte deltager:
maler og sender resultatet tilbage

Figur 12: Vinderstrategien

sammen, og de laver den feelles tilstand,

|¥)) = |000) — [110) — [101) — [011)

Ovelse 38

tilstanden |1) har ikke lengden 1, som den skal.
e Huvorfor var det vigtigt, at en tilstandsvektor skal have lengden 17
e Beregn lengden af tilstanden 1.

e Huilken konstant skal der ganges pa for at mnormere tilstanden?

Spillerne modtager enten tallet O eller tallet 1 fra Jokeren. De skal helt individuelt
rotere deres kvantebit med 90°, hvis de modtager 1 og intet ggre, hvis de modtager 0.

Til sidst laver hver spiller en maling med resultatet 0 eller 1 og sender det tilbage. Hele
spillet er vist i figur 13. Fgrste kolonne er Jokerens spgrgsmal, hvor han sender enten 0
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Kvantestrategi

1) Superheltene mades og
far en partikel hver.
Feellestilstanden er:

a
A=A

25 ol | | ¥ = |000) — |110) — |101) — [011)
/ yl |b

A
it 2) Hver superhelt:
£ ' } hvis 1 modtages, roterer med 90°
" — hvis O modtages, roterer ikke
@“q; 3) Hver superhelt:
i'i maler og sender resultatet tilbage

Generelle Regler  Spilleregler Kvantestrategi

spergsmal vinder

Superhelte spiller
3 " Xyz a+b+c

efter rotation (o) —* | (o) maling
sammen d L} i

De aftaler en strategi 000 |000) — [110) — |101) — |011)
inden spillet starter 0 [001) + [010) — [100) 4 ]111)
De ma ikke tale sammen 1

1

[001) — |010) + |100) + |111)
under spillet

11
01
10 001) 4 [010) + [100) + |111)

Figur 13: Spillet kvantemekanisk

eller 1 og kun i den specifikke raekkefglge. Anden kolonne giver det svar, som spillerne
skal komme med, for at vinde.

Tredje kolonne er den sveere, sa lad os tage den en bid af gangen. I forste raekke, hvor
der ikke foretages nogen rotation er resultatet netop et lige tal, 0 eller 2. Husk, at
resultatet af en maling er, at systemet enten er i tilstand, |000) eller |110) eller [101)
eller |011). Hvis de maler tilstand |110) betyder det, at de maler

a=1,b=1,c=0= a4+ b+ c=2,lige tal
Et lige tal er det samme som 0, nar vi regner binzert.
Ovelse 39
e Undersgg om de andre tilstande 1 forste rekke ogsa giver resultatet 0 ved maling.

e Undersgg, om de andre rekker giver det gnskede resultat ved maling: 1 eller 3,
altsa et ulige tal.

Hvis man vil vise, at rotationen faktisk giver tilstandene i 3. kolonne, skal vi holde
tungen lige i munden og skaffe os noget papir og en blyant. Det er ikke sveerere end
tidligere, men meget mere besveerligt. Det, vi skal huske, er at
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e Foretage én rotation af gangen.
e Bruge, at 2(90°) |0) = J5(|0) +[1)) og R(90°) [1) = —5(|0) — [1))

e Samle alle led og reducere udtrykket.

Vi gennemgar udregningen for linje to, hvor jokeren sender (0,1,1) og gbit to og tre
skal roteres.

starttilstanden

|000) — |110) — |101) — |011)

roterer anden kvantetilstand 90 grader.
R2(90°)(|000) — |110) — |101) — |011)) =

1
E((|OOO> +1010)) — (|110) — |100)) — (]101) + |111)) — (]011) — |001)))

roterer tredje kvantetilstand med 90 grader.

33(90")%(“000) +1010)) — (|110) — [100)) — (|101) + [111)) — (|011) — [001))) =

%((|OOO) +1001)) + (|010) 4 [011)) — (]110) + |111)) + (]100) + |101))

— (]101) —[100)) — ([111) — [110)) — (|011) — |010)) 4 (J001) — |000))) =
reduktion giver =

|001) + |010) — |100) + [111)

Resultatet er netop den gnskede kvantetilstand i rackke 3. Lad os vise, at resultatet
netop bliver 1 ved maling.

S.1001) =1+1—-1=1 (

S.1010)=1—-141=1 (50

S, 100) =—-14+14+1=1 (

S,|111) =141+ 1 =3 =1 modulo 2 (
Vi har altsa vist, at resultatet netop bliver 1 ved maling, og spillerne vinder med denne
strategi.

Ovelse 40
o Vis, at spillerne ogsd vinder med de andre strategier.

13.1 Opsummering

Vi har vist, at der ikke finden nogen klassisk strategi til at vinde spillet, men at der
findes en kvantemekanisk lgsning. Dette er et eksempel pa, at en kvantetilgang kan lgse
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et problem som en klassisk tilgang ikke kan klare. Man forestiller sik ikke at en kvan-
tecomputer bliver en generel computer som den klassiske, men at den kan klare nogle
bestemte problemer. Peter Shor® udviklede i 1994 en algoritme til at primtalsfaktoris-
ere, som skalerer polonomielt i forhold til eksponentielt i en klassisk computer. Denne
teoretiske mulighed har, sammen med andre kvante-algoritmer, styrket forskningen i
kvantecomputeren markant.

GHZ spillet har rgdder helt tilbage til den oprindelige diskussion om, hvorvidt den
meerkelige opforsel af kvantesystemer skyldtes ukendte skjulte variable. Ved at betragte
et sa simpelt system som spillet her, har vi vist, at den klassiske mekanik ikke kan vaere
hele svaret. Hvis det var det, kunne man ikke lave kvantemekaniske beregninger og fa
et bedre resultat end den klassiske lgsning. Det forholdsvis simple eksempel hgrer til en
hel gruppe af paradokser fra kvantemekanikkens korte historie, hvor EPR-paradokset
og Bells ulighed nok er de mest kendte.

3P. W. Shor, "Algorithms for quantum computation: discrete logarithms and factoring," Proceed-
ings 35th Annual Symposium on Foundations of Computer Science, Santa Fe, NM, USA, 1994, pp.
124-134.
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14 No cloning

En anden vaesentlig grund til at der er blevet forsket i kvantecomputere, er den mu-
lighed de giver for at foretage fuldsteendig fortrolig kommunikation. I dag baserer vi os
i grove traek pa at det er besveerligt at faktorisere store tal. Det bliver sa besveerligt
at selv kraftige computere ikke kan ggre det i overskuelig tid og vores information er
derfor sikker. Vi kan ikke matematisk bevise, at der ikke findes en smart made at prim-
talsfaktoriserer og en anden udnyttelse af en kvantecomputer er faktisk at ggre netop
det hurtigere. Tkke kloningsteoremet i kvantecomputing giver derimod en fundamental
sikkerhed ved overfgrsel af information.

Saetning 9 (no cloning)
En generel kvantemekanisk tilstand kan ikke kopieres.

Beviset foregar som et modstridsbevis. Vi antager at vi godt kan klone en tilstand og
viser at det ikke gar godt. Vi benytter os af at alle tilstande for vores gbits kan skrives
som en superposition af basistilstandene, |0) og |1).

Beviset foregar som et modstridsbevis. Vi antager at vi godt kan klone en tilstand og
viser at det ikke gar godt. Vi benytter os af at alle tilstande for vores gbits kan skrives
som en superposition af basistilstandene, |0) og |1). Hvis vi kalder vores kopieringsop-
erator for W ma der geelde,

W0} 0) = 10) [0) (53)
W1} [0) = [1) [1). (54)

Vi kopierer tilstanden fra den fgrste gbit til den anden. Hvis vi prgver at kopiere en
superposition far vi,

1 1 1
W+)10) = Wﬁ(|0> +11))10) = EW(I(D 10) +[1)10)) = —=(10) [0) + [1) [1)),

(55)

Sl

2

hvor vi har brugt resultatet fra ligning 53 i sidste lighedstegn.

Det kan vi sammenligne med det resultat vi gerne skulle fa ud af kloningen,

W) [0) = [+) |+) = %(!0> +0)(0) + 1)) = %(\0> 10) +10) 1) + [1) 0) + 10} [1))
(56)

Det ses, at de to resultater ikke er de samme. Vi har derfor bevist, at vi ikke kan klone
vore superpositionstilstand, med W. Eftersom det eneste vi har kraevet af W operatoren
er, at den kloner de simple kvantetilstande, |0) og |1) korrekt, har vi derfor vist, at det
ikke at muligt at klone en generel kvantetilstand.

Videoerne hostes af L & R Uddannelse A/S e Vognmagergade 11 e DK-1148 o Kgbenhavn K
e TIf: 43503030 e Email: info@lru.dk.
42



Matematisk forskning R
10 danske matematikere — 10 matematiske forteellinger Uddannelse
Projektmateriale i tilknytning til Jan Philip Solovej: Kvantemekanik EGMONT

I starten beskrev vi, hvordan Heisenbergs Usikkerhedsrelation, seetning 1, satte en
greense pa hvor lille usikkerheden kan veere pa positionen og bevaegelsesmaengden af
en partikel. Hvis det er muligt at klone en kvantetilstand vil det ogsa veere muligt at
male positionen pa den ene og bevaegelsesmaengden pa den anden. No cloning ssetningen
har kan derfor begrundes med den fundamentale usikkerhedsrelation.

14.1 Kommunikation mellem Alice og Bob

Hvis kvantemekaniske tilstande kan klones giver det mulighed for at sende information
hurtigere end lysets hastighed.

Alice og Bob har delt en tilstand, der er i en superposition af basistilstandene. De har
pa forhand aftalt, at hvis Alice méaler pé, om tilstanden har spin op eller spin ned (dvs
maéler vertikalt), s sender hun beskeden: 0. Hvis hun méaler pa, om tilstanden er hgjre
eller venstre (dvs. maler horisontalt), sa sender hun beskeden 1. Og de har aftalt hun
maler 1. maj kl 12. Det er selviglgelig en lidt beskeden kommunikation, men maske
betyder 1: Ja til Bobs frieri, 0 betyder: Nej. Sa det er lidt vigtig for Bob at finde ud
af, om hun malte vertikalt eller horisontalt.

Bob maler hele tiden selv i vertikal retning. Hvis Alice har malt spin op, og Bob derefter
maler pa sin partikel, sa far han spin ned. Men hvis Alice har malt horisontalt og faet -+
(hgjre), sa vil Bob ved en vertikal maling fa spin op i 50 pct. af tilfeeldene og spin ned
i 50 pct af tilfeeldene. Han far fx spin ned. Men hvis man sidder i Bobs stol, hvordan
skal han sa vide noget som helst om Alices svar?

Bob ggr nu det, at han kopierer tilstanden efter, at Alice har malt kl 12, men fgr, han
selv maler. Hvis Alice havde sendt et 0, dvs malt vertikalt (og faet spin op), sa vil Bob
maéle spin ned for alle sine kopierede tilstande. Hvis Alice havde sendt et 1-tal (dvs
maélt horisontalt), sa vil Bobs vertikale maling give spin op i 50 pct af tilfeeldene og spin
ned 1 50 pct af tilfeldene. Altsa en markant forskel! Og denne information ville Bob
have gjeblikkeligt. Dvs. der er overfgrt information hurtigere end lysets hastighed. Det
er i modstrid med fysikkens love.

Nu er det sandsynligheder, sa kunne det ikke teenkes, at Bob tilfeldigt malte det samme
i alle 100 tilfzelde? Jo. Men sandsynligheden ville veere mindre end 10730, S& det kan
vi godt udelukke.

14.2 Sikker kommunikation

Sikkerheden i kvantemekanisk kommunikation ligger i, at kvantetilstandene ikke kan
klones. Nar information er sendt, findes det kun pa den ene méade. Det er derfor ikke
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muligt at kopiere informationen sa man selv kan se den og sende en kopi videre til en
intetanende modtager. Bennett og Brassard udviklede i 84 en protokol hvor det kan
bevises, at den er sikker, kalder BB84*.

Finten er, at hvis en slem person - der altid kaldes Eve for Eavesdropper - opfanger
informationen, kan hun ikke kopiere den. Hvis information sendes som fotoner, og Eve
opfanger dem, bliver hun ngdt til at male pa dem, hun kan ikke sende en klon videre
og male pa den ene af dem. Vores forste antagelse 1 siger at systemet sa vil veere i
en egentilstand. Hvis fotonen eks. var i en superposition af spin op og spin ned, vil
den efter malingen veere i en af dem. Eve kan derfor ikke sende superpositionen videre,
og Alice og Bob, dem som gerne vil have overfgrt en hemmelig information, kan se at
nogen har sendret pa systemet.

4 C. H. Bennett and G. Brassard. "Quantum cryptography: Public key distribution and coin toss-
ing". In Proceedings of IEEE International Conference on Computers, Systems and Signal Processing,
volume 175, page 8. New York, 1984.
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15 Kvantecomputer

Kvantecomputeren er her, men ikke i en form hvor almindelige mennesker kan kgbe en.
Det kreever stadig et laboratorium og hgjt specialiserede forskere at fa kvantecomput-
erne til at kgre. Det skyldes blandt andet, at en kvantebit skal holdes pa en temperatur
lige over det absolutte nulpunkt, —273°C for at sikre, at termiske fluktuationer ikke skal
pdelaegge kvantetilstandene. Det er universiteter og store virksomheder som Google og
IBM og det amerikanske militeer, som har mulighed for at kgre en kvantecomputer. Der
er flere firmaer som stiller sine kvantecomputere til radighed for offentligheden, hvor
man kan booke tid til sine eksperimenter. IBM har udviklet et browserbaseret interface,
hvorigennem man kan eksperimenterer med deres kvantecomputer. Hvis man skaber
en unik algoritme, kan man fa lov til at kere den, og hvis algoritmen er prgvet fgr, kan
man veelge at se det tidligere resultat.

For at visualisere de kvantemekaniske beregninger danner vi et kvantekredslgbsdia-
gram. Det laeses fra venstre mod hgjre og de enkelte kvantebitoperationer forlgber pa
en vandret streng. Figur 14 viser hvordan kvantetilstanden |0) bliver til |[+) ved en
hadamard gate.

S I+)
Figur 14: Hadamard kredslgbsdiagram

Hvis vi har flere kvantebits, bruger vi flere strenge. Et eksempel pa en flerbit operation
er CNOT, hvor tilstanden af kvantebit to skifter, hvis kvantebit et er i tilstanden |1).
Diagrammet ses i figur 15, hvor kvantebit 2 skifter, fordi kvantebit 1 er i tilstand |1). En

; 1) 1)
be 0 ——
Figur 15: CNOT diagram

maling foretages hos IBM i |0/1) basen, langs z-aksen, med symbol som et speedometer.

15.1 IBM quantum experience

Vi vil nu skabe nogle af tilstandene og resultaterne fra de forgaende kapitler pa IBM’s
quantum experience, quantumexperience. Siden har en glimrende introduktion, bade til
den fysiske kvantecomputer og til kvanteberegninger. Alle vores kvantebit er i tilstand
|0) fra start og for at lave om pa tilstandene eller male dem, traekker vi ikoner ind.
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Udgangspunktet er at begge kvantebit, kaldet ¢[0] og ¢[1], er i tilstand |0).

Lad os skabe en sammenfiltret tilstand i IBM’s kvantecomputer.

ao) 0
a1 o E—

2z
€y

0 1

Figur 16: Opseetningen i computeren. (verste linje er kvantebitO og den naestoverste
er kvantebitl.

En Hadamard rotation, H roterer kvantebit ¢[0] til tilstanden |+) = \/LE(|O> + 1)), altsa
superpositionen. Ved hjelp af en CNOT gate bliver kvantebit ¢[1] derefter roteret, hvis
kvantebit ¢[0] er i tilstand |1) og ellers ikke. Da kvantebit ¢[0] er i en superposition,
bliver denne superposition overfort pa kvantebit ¢[1]. Begge kvantebits kan nu betragtes
som veerende i tilstand |0) og |[1). Hvis vi maler dem hver for sig, far vi at udfaldet
enten er |0) eller |1) helt tilfeeldigt, men figur 17 viser noget overraskende.

Quantum State: Computation Basis

Figur 17: Resultatet af at generere entangled states 100 gange.

Resultatet ses i figur 17, hvor tilstandene |00) og |11), hver neaesten har 50% sandsyn-
lighed, mens de andre ikke har nogen. Selvom hver enkelt kantebit er tilfeeldig, bliver
den altid fulgt af samme resultat fra den anden kvantebit. Vi observerer med andre ord
aldrig tilstanden, |10) eller |01), hvor kvantebittene er i hver sin tilstande. Dette er en
maksimalt sammenfiltret kvantemekanisk tilstand af to partikler.

Forsgget er kort 100 gange, og hver gang er den eneste oplysning man har faet, at
enten var kvantebit ¢[0] i tilstand |0) eller i tilstand |1) ved maling. Sandsynligheden
er ikke preecis 50%, hvilket skyldes, at der er usikkerhed i méalingerne pa selve kvante-
computeren. Denne usikkerhed gar - som ved normal teellestatistik - som kvadratroden
af antallet af teellinger.

En oversigt over de simpleste kvante-gates kan ses i figur 18.

X,Y, Z gatene svarer til rotation om de forskellige akser, hvor vi igen befinder os i
Bloch-sfeeren, beskrevet i afsnit 10.2. En X-gate skal derfor forstas som en 180° rotation
omkring x-aksen. Hvis den foretages pa starttilstanden |0), hvor kvantiseringen er op
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GATES O = Advanced

= @
BARRIER OPERATIONS

Figur 18: Simple kvantegates til programmering. Ved Run knappen kgres pa den rigtige
kvantecomputer, ved Simulate bruges en normal computer. i’et i den bla cirkel giver
en hurtig oversigt over egenskaberne.

langs z-aksen, vil en X-gate medfore tilstanden |1), pegende i minus z-retningen. En
forklaring pa de forskellige gates kan findes under € .

Den bedste made at fa styr pa programmet er at ved at afprgve simple eksempler.

15.2 Enkelt kvantebit

Ovelse 41
e Lav en maling af starttilstanden.

e Lav en maling efter X,Y,H gaten, hver for sig. Hvordan fortolker du resultatet?
o Prov at folge endringen i kvantetilstanden pa Bloch-sferen, 20.
Det er kun muligt at male langs z-aksen. Hvis vi vil male om kvantetilstanden er |+)
eller |—), altsa langs x-aksen eller modsat retning, ma vi fgrst rotere denne tilstand til

z-aksen. Det gores ved en Hadamard gate, H : © — z,eller — z — —z. Figur 19 viser
kredslgbet for at generere |—), tilstanden og méle den i 0/1 basen.

Figur 19: Den grgnne boks z — —x. Den rgde er en maling af kvantiseringen langs
x-aksen ved en Hadamard gate.
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Ovelse 42

e Lav kredslpbet om, sa I genererer og maler tilstanden |+) langs z-aksen.

o Gor det samme for kvantiseringer langs y-aksen, malt langs y-aksen.

[0)+4[1)

Figur 20: Blochsfeere

Ovelse 43
e Prov at endre pa antallet af forsgg, shots. Det gores til hajre for simuler-knappen.

15.3 flere kvantebits

Vi vender tilbage til eksemplet i starten af dette afsnit, hvor vi sa pa to kvantebits, som
blev sammenfiltret. I stedet for kredslgbet i figur 16 kan vi preve at bruge en Hadamard
gate pa hver af de to kvantetilstande, se kredslgbsdiagram 21.

q[0] In.‘.-—ﬂ

Figur 21: Hadamard gate pa hver kvantetilstand.

ODvelse 44
o Kor en simulering med kredslgbet i figur 21 og beskriv resultatet.

e Sammenlign med resultatet fra figur 17, hvor de to partikler er sammenfiltret.
e Hvordan kan man bruge disse to eksempler til at beskrive sammenfiltring.

e Prgv at mdale i x-basen som i gvelsen ovenfor ved at seette en Hadamard gate for
malingen. Hvad er resultatet?
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o Gor det samme for kredslpbet i figur 16. Gor det nogen forskel, hvilken basis du
anvender til at male sammenfiltringen?

Sidste resultat, at sammenfiltrede kvantetilstande ogsa er sammenfiltrede, hvis man
maler i en vilkarlig basis, er et fundamentalt resultat for kvantesystemer. Det betyder,
at de to kvantebits er steerkere korrelerede end klassisk bits. Selv om vi mister al
information om den oprindelige kvantisering af en enkelt bit, sa geelder det, at hvis vi
maler i en ortogonal basis, forbliver denne bit korreleret med den anden bit og resultatet
er praecist det samme, hvis den anden ogsa males i samme ortogonale basis.

15.3.1 GHZ tilstanden

GHZ tilstanden er igen vist i figur 22 sammen med kredslgbsdiagrammet. Med disse tre

q[o] o} H—
Greenberger-Horne-Zeilinger tilstand
o] o
1 i
V= |000) +7 |111) a2 l‘]:,{_? l_m

Figur 22: GHZ tilstanden og kredslgbsdiagrammet til at skabe det.

maksimalt sammenfiltrede tilstande kan vi nu vise, at det ogsa pa kvantecomputeren
er muligt at vinde spillet. Vi vil ggre det med en lidt anden strategi, end den vi brugte
til at vise det i afsnit 13. Formalet er stadigt at svare korrekt pa Jokerens sporgsmal,
vist igen i figur 23.

sporgsmal vinder
Xyz a+b+c

Figur 23: Spillet.

Med den delte GHZ tilstand veelger de tre spillere at male langs x-aksen, hvis de far
et 0 og langs y-aksen, hvis de far et 1 fra Jokeren. Maling langs x-aksen sker ved at
indsaette en Hadamard gate lige fgr malingen, se figur 24.
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S 4

Figur 24: Maling hvis Jokeren sender {0, 0,0}

Det giver netop den tilstand som spillerne starter med i det teoretiske afsnit. Bemeerk,
at nar I kgrer simuleringen kommer der ikke minus som i tilstandene figur 13. Det giver
stadigt enten et lige eller ulige tal, hvis man laegger resultaterne sammen og dermed
samme udfald.

Lad os prove naeste raekke i figur 23, hvor Jokeren sender {0,1,1}. Vi skal derfor méle
kvantebit 2 og 3 langs y-aksen. Det kan vi ggre ved at indseette:

S

hvor ST roterer fra y — z og H igen roterer x — z. Kredslgbsdiagrammet kan ses i
figur 25a

Resultatet er ved summering et ulige resultat, altsa en vinder.

Ovelse 45
o Foretag selv kodningen af de sidste to rekker 1 figur 23 og overbevis jer om, at
spillerne vil vinde spillet.

15.4 Resultater af kvantesimulering

Nedenfor er resultatet af et spil hvor Jokeren har sendt {0, 1,1} for forskellige gen-
tagelser af simuleringen.

Vi viste, at spillerne matematisk kan vinde spille hver gang, hvis de bruger kvante-
mekanikken. I virkeligheden kan I se, at resultaterne er mere mudrede.

Ovelse 46
e Beregn sandsynligheden for at give det korrekte svar i to realiseringer af spillet.

e Overvej om der er en klassisk strategi, hvor spillerne vil vinde lige si ofte som
den kvantemekaniske.

Vi har vist, at det i praksis er sveert at vinde spillet med den kvantecomputer, vi har
til radighed. Det viser, at kvantecomputeren stadigt er pa et tidligt udviklingsstadie.
Matematisk kan vi vise en lang raekke interessante og brugbare kvanteberegninger, som
vil sendre vores forstaelse af beregninger og potentielt kan sendre veesentlige dele af vores
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samfund. I praksis er kvantecomputeren stor og besveerlig og ikke szerligt palidelig. Med
de ressourcer, der nu investeres i udviklingen, kan det komme til at ga rigtigt steerkt,
og de naeste ar byder helt sikkert pa en speendende teknologisk udvikling.

Quantum State: Computation Basis Quantum State: Computation Basis

Quantum Circuit Quantum Circuit

qlo] o)
o1 |
@ B

al2)

LEl

qla)
al4] o

(a) {0,1,1} med 1024 gentagelse. (b) {0,1,1} med 8192 gentagelse.

Quantum State: Computation Basis

0220 0198 0188 0212

0.045 0,048 I 0.085 l I -
I - - - oot

Quantum Circuit

(c) {0,0,0} med 8192 gentagelse.

Figur 25: realisationer af kvanteberegninger.
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Appendiks 1. Komplekse tal
Markelige tal? — Ja, men ikke sa anderledes endda

| dette kapitel vises, hvorledes talsystemet er udviklet fra de naturlige tal til de komplekse tal mhp at Igse
stadigt mere udfordrende problemer. Hvis man udelukkende gnsker en indfaring i de komplekse tal, s ga
direkte til afsnit 4.2 og laes derfra.

Naturens store bog ligger opsldet foran os, men vi kan ikke laese i den, hvis vi ikke farst lzerer det sprog, den
er skrevet i. Og det sprog er matematikkens sprog. Sadan skrev Galilei, den mest indflydelsesrige person i
det naturvidenskabelige gennembrud, der tog sin begyndelse fgrst i 1600-tallet. Med ham kom
eksperimentet ind i naturvidenskaberne, bade de rigtige eksperimenter og tankeeksperimenterne.

Galilei lever fgr Newton og Leibniz, der i sidste halvdel af 1600-tallet udvikler de grundlaeeggende tanker og
metoder i differential- og integralregningen. Han lever fgr Descartes, der midt i 1600-tallet udformer de
ferste versioner af det moderne koordinatsystem. Han skriver det citerede 50 ar efter, at lighedstegnet er
opfundet af en engelsk matematiker Recorde, og fa artier efter, at en fransk matematematiker, Viéte som
den fgrste har indfgrt bogstaver som X til at betegne ukendte stgrrelser og anvendt dette i opstilling af
ligninger.

Alligevel skriver Galilei, at bogstaverne i matematikken sprog er tal og symboler. Matematikkens sprog er
udviklet dramatisk siden, ikke mindst med inspiration fra fysikken og de love og sammenhaenge, der her er
afdaekket. Vi vil her fokusere pa udviklingen af tallene, fra det mest enkle til de maerkelige irrationale tal, og
til de flerdimensionelle tal som vektorer, komplekse tal og kvaternioner. Ved hjzelp af disse tal kan vi
udtrykke fysikkens love, bade i klassisk mekanik og i kvantemekanik i en overskuelig form. Det er ikke let,
men uden matematikken gik det sket ikke.

1. Naturlige tal, negative tal og rationale tal

Tallene, som vi taeller med, kaldes de naturlige tal: 0 ={1,2,3,...}, hvor prikkerne betyder, at listen
fortszetter i det uendelige. De kaldes naturlige, fordi de findes i naturen: Der |3 23 &bler pa jorden, der er
5248 traeer i den lille skov, der bor 1.387.560.052 mennesker i Kina. Selv om det er sveert at finde
eksempler, nar tallene bliver stgrre end antallet af partikler i universet, kan man godt se ideen: Tallene
repraesenterer “noget derude”. De naturlige tal som taelletal kan man finde repraesenteret med hak i
knogler der er 30.000 ar gamle.

Alle andre tal er menneskeskabte. Brgkerne opfindes i det gamle Z£gypten, hvor man har brug for et
system, der kan handtere ”“Ignudbetalinger”, hvor de to grundleeggende enheder var brgd og ¢l i bestemte
mal. Man skulle kunne notere fx tre et kvart brgd og kunne omregne mellem de to enheder. Nar man deler
et brgd i kvarte og halder et halvt krus gl op, sa reprasenterer brgkerne ogsa “noget derude”.

Derimod findes der hverken nul eller negative antal i naturen, derfor kommer de pa banen langt senere i
historien. De negative tal og tallet 0 er uundvaerlige ndr man har en gkonomi, der kraever et bogholderi,
som fx da bankerne opstar. Negative tal optreeder fgrste gang som almindelige tal, der var farvet rgde - det
var i regnskabsbgger i Norditalien i 13-1400-tallet.

Broker kan skrives som decimaltal: %:O,ZS og %20,142857142857... =0,142857 , hvor stregen angiver,
at de 6 tal 142857, som kaldes perioden, gentages i reekkefglge i det uendelige. Brgker kan skrives som
endelige decimaltal eller uendelige, men periodiske decimaltal. Det fandt man ud af i 1500-tallet.
Decimaltal blev opfundet for at ggre det lettere at regne for almindelige mennesker.

@velse. Sammenligning af brgkregning og regning med decimaltal.
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. . . 1 1 1
a) Omskriv i handen fglgende tal til decimaltal: =, ——, =

810006
1
b) Bestem med brug af et veerktgjsprogram - med 20 cifre. Hvad er perioden? Kan du argumentere for
din pastand?

. . . . 1
¢) Svar pa fglgende uden at regne: Hvad er den maksimale lzengde af perioden for decimaludgaven af E; ?

29 13 18
d) Kan du stille fglgende tal i raekkefglge med den mindste f@rst og stgrste sidst: 5, E' E ? Hardu en
metode, hvis du ikke ma omregne til decimaltal? Svar pa spgrgsmalet, nar du godt ma omregne.

e) Kender du en metode til at udregne §+§ +§ uden brug af vaerktgj?

f) Lés samme opgave, hvor du skriver tallene som decimaltal, og dernzest regner ferdig i handen.

Fgr den hollandske matematiker i 1585 introducerede decimaltal — og faktisk som en regnemetode til at
undga brgkregning — var det et universitetsstudium at laere at gange og dividere store tal. Med
decimaltallene fik man pludselig handterbare algoritmer. Vi vil ikke ga dybere ind i dette, men blot lsegge
som en gvelse at argumentere for det modsatte: Alle decimaltal, der er endelige eller periodiske kan
omskrives til brgker

@Pvelse
a) Omskriv tallet 0,257 til en brgk (med hele tal).

b) omskriv tallet 0,25 til en brok (med hele tal).
(Hint. Kald tallet for x. Bestem 100x, og udregn dernaest 100x—x . Isoler sa til sidst x.)

Nar man taenker pa tal som redskaber til at beskrive — og bedre forsta - naturen, sa tilfgrte decimaltallene
ikke i sig selv noget nyt. Men opskrivningen af de to typer har den umiddelbare konsekvens, at der

abenbart er flere tal, andre slags tal, hvor decimaludviklingen ikke har nogen periode. Det er tal som \/5 og

nt, der kaldes for irrationale tal. Nar man har indfgrt geometri, sa er de to naevnte tal lette at forsta. \/5 er
lengden af diagonalen i et kvadrat med sidelaengde 1. Og 1 er forholdet mellem leengden af omkredsen og
lengden af diameteren i en vilkarlig cirkel.

Men her er der behov for at veere lidt kritisk, for hvad har vi egentlig forklaret med de formuleringer.
Hvordan skulle vi male laengden af diameteren, for ikke at tale om den krumme cirkelbues leengde?
Leengder males ved hjzlp af en leengdeenhed. Uanset hvor lille denne enhed er — det kunne fx veere
baelgelaengden for en bestemt elementarpartikel — sa ville de angivne laengder ikke svare til et helt antal af
denne lengdeenhed. Hvis vi prgver at lave en procedure, til at beregne leengden af en cirkelbue, vil vi
hurtigt opdage, at proceduren aldrig nar til vejs ende. |1 2016 naede man op pa at kende n med
22.459.157.718.361 decimaler. Men det er jo ikke 1, det er en tilnaermelse til rt.

2. Konstruktion af de reelle tal

For ethvert praktisk formal er tilneermede tal tilstraekkeligt. Selv om vi i et veerktgjsprogram skriver \/E og

nind i en formel, sd er det ikke de tal, det er tilneermede tal. Dvs alle vaerktgjsprogrammer regner kun med
rationale tal. Vi kan ikke andet. Men i mange af fysikkens love, bade i den klassiske og i kvantemekanikken,
indgar kvadratrgdder, 1t og e og andre irrationale tal, fordi naturlove udtrykker noget eksakt, ikke bare

noget tilnaermet. Sa selv om vi ikke kan fa rigtigt hold om de irrationale tal, sa opfinder vi symboler for dem,
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og pastar de findes. For naturlovene er ikke tilnaermede, men formulerer noget praecist. Tallet mindgar
saledes i formuleringen af de grundlaeggende relationer i kvantemekanikken, som Jan Philip Solovej
praesenterer i filmen.

Til almindelige tilnaermede beregninger, kunne vi kunne godt klare os uden symboler for de irrationale tal,
men det ville betyde at formler, som udtrykkes smukt og enkelt med brug af de irrationale tal — som fx at

rumfanget af en kugle med radius r er E -1t-r® — ville fa en formulering, hvor vi er usikker pa den fejl vi

laver. Og det ville vaere svaert at blive enige om hvilken konstant, der skulle bruges, sa formlerne ville veere
lidt forskellige.

Pvelse

22
Hvis vi fx bruger e i stedet for m, hvor stor er fejlen da?

Vi kan ikke bevise, at tal som m findes, sa i matematik indfgrer vi de irrationale tal som et aksiom: Vi pastdr
de findes! Det geelder ogsa tal som \/E Man kunne maske tro, at dette tal kunne defineres som den
positive Igsning til ligningen x*> =2. Men hvorfra ved vi, at denne ligning har en Igsning? Huvis svaret er, at
det ved vi, fordi vi kan ggre prgve ved at indsaette \/5, og se at ligningen stemmer, sa er det et cirkel-
argument, hvor vi bruger definitionen pa \/5 til at bevise at tallet findes.

| stedet er situationen den, at vi med rationale tal kan komme vilkarlig taet pa en Igsning til ligningen x> =2
men aldrig finde den helt eksakt. Vi kan nemlig finde en fglge af rationale tal, v,,v,,v;... hvis kvadrater alle

er mindre end 2, og en anden fglge af rationale tal h,,h,,h;,... hvis kvadrater alle er stgrre end 2, sdledes at
forskellen h; —v, kan blive sd lille vi gnsker det. Pa tallinjen ligger alle tal v, til venstre for alle tal h, . Vores

aksiom om de reelle tal siger sa at mellem fglgen af rationale tal, v,,v,,v,... og fglgen af rationale tal

h,,h,,h;,... ligger der et tal. Dette tal betegnes i dette konkrete eksempel \/i , og det er et irrationalt tal.

Axiom: De reelle tal
Lad [v,,h],[v,,h,],[v;,h;], ... vaere en uendelige fglge af intervaller, hvor endepunkterne er rationale tal.
Hvis intervallerne ligger inde i hinanden saledes:
[v,,h]1Dlv,,h]1>Dv;,h] ...
og hvis intervallernes lzengde gar mod 0: |, —v,|—>0 ndr n— , s bestemmer vi, at der pa bunden af

en sadan intervalruse altid ligger et reelt tal.

Da intervallaengden gar mod 0, kan der i sagens natur kun ligge ét tal pa bunden.

Bemaerkning: Symbolet O laeses “indeholder” og forteeller, at fx [v,,h,] ligger helt indeni [v,,h,].
Intervallet [3;4] ligger fx helt inden i intervallet[2,5;4,5].

Der er uendeligt mange flere irrationale tal end rationale tal. Der er faktisk sa mange, at peger vi pa et
tilfaeldigt sted pa tallinjen, sa er sandsynligheden for at vi peger pa et irrationalt tal lig med 100%!
Sandsynligheden for at vi ved et tilfaeldigt valg af to punkter far en afstand mellem dem, der er et rationalt
tal er lig med 0%!

Hvis vi derimod selv vaelger en afstand, fx leengden af en side i en trekant eller leengden af snoren i et

pendul, sa vil vi naesten altid arbejde med rationale tal. Men sammenhangen mellem svingningstiden for et
matematisk pendul og laengden af pendulsnoren er et godt eksempel p3, at de irrationale tal "styrer”:
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Hvis T angiver svingningstiden (i sek.), og L angiver leengden af pendulsnoren (i m), sa geelder der:

L
T:ZT[\/: )
g

hvor g ogsa er et irrationalt tal, nemlig tyngdeaccelerationen det sted pendulet er ophzangt. g er omtrent
9,82 m/s’. S selv om vi selv vaelger et af tallene T og L som et paent rationalt eller endda helt tal, s bliver
det andet af de to tal et irrationalt tal.

@Pvelse
a) Et pendul har en svingningstid pa 1,8 sekunder. Hvor lang er pendulsnoren
b) Et pendulsnor har lzengden 10 meter. Hvor lang er svingningstiden?

3. Vektorer
Nar vi skal angive hvor hurtigt en bil kgrer, sa kan vi Ay
svare: “Farten var 112 km i timen”. Farten angiver et

reelt tal. Men er der tale om partiklers bevagelse, vil vi
ofte veere interesseret i mere end blot et tal — vi vil ogsa
gerne kende retningen.

| stedet for at dele svaret op i to — et tal og en retning — P.A(8,3.75)
sa anvender vi vektorer, der kan betragtes som to-, eller

v x

tredimensionelle tal, afhaengig af om vi undersgger
bevagelser i en plan eller i rummet. En

hastighedsvektor reprasenteres som en pil, der angiver (54
retningen, og hvor lengden af pilen angiver farten.

Men kan vi ga helt over til at beskrive bevaegelser i den
klassiske mekanik ved hjzelp af vektorer. Hvad med
partiklen selv? Partiklens bevaegelse i et vist tidsrum
tegner en kurve, og lader vi partiklen blive
reprasenteret af dens stedvektor, sa tegnes kurven op

af endepunkterne for stedvektorerne.

Foregar en plan bevaegelsen i et 2D-koordinatsystem, som vi har indlagt, sa kan en vektor ogsa
repraesenteres ved sine koordinater. Vi arbejder normalt med retvinklede koordinater (der ogsa kaldes
cartesiske koordinater). Er partiklen til tiden t i punktet P, , og kalder vi koordinatsystemets
begyndelsespunkt (Origo) for O, sa kan kurven, punktet fglger, beskrives som banekurve for en
vektorfunktion:
—— ([ x(t)
r(t)=0F, =
[HﬂJ

Nar vi arbejder med reelle tal og tegner grafiske reprasentationer af hvordan en bestemt stgrrelse — som
befolkningstallet — udvikler sig med tiden, sa far vi den hastighed, hvormed zndringen sker, ved at
differentiere den reelle funktion.

Sadan ogsa i de todimensionelle tals, vektorernes verden. Hastighedsvektoren fas ved at differentiere:

i(t) =7'(t) [’“”J
vV = =
y'(t)
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Pvelse

En cirkelbevaegelse i en cirkel med radius 5 kan beskrives ved vektorfunktionen:
5cos(t
Flt)=| _ ()
5sin(t)
a) Tegn grafen

b) Bestem hastighedsvektoren. (Sla evt op, hvordan man differentierer cosinus og sinus)
c) Afsaet hastighedsvektoreni P=(5,0) ogi Q=(0,5). Beskriv med ord, hvordan de ligger.

d) Bestem accelerationsvektoren og afszet den i de to punkter P og Q. Beskriv med ord, hvordan de ligger.

Kreefter og acceleration er ligeledes karakteriseret en retning og stgrrelse, Dvs de kan reprasenteres som
vektorer.

Man kan addere og subtrahere vektorer ved at ggre dette
koordinatvis, og der gaelder samme regneregler som i de reelle
tal.

Den geometriske repraesentation bliver imidlertid mere
interessant, nar vi gar fra 1 til 2 dimensioner. | én dimension
legger vi blot linjestykker efter hinanden pa en tallinje — eller

leegger dem modsat, hvis det er subtraktion.12 ogi 3
dimensioner svarer additionen til det, man siden oldtiden har
kendt som "kraefternes parallelogram”.

Pvelse

5 1
Givet vektorerne (2] og (6] . Tegn vektorerne og bestem deres sum.

Vektorbegrebet, vektorregningen og vektorfunktioner passer sa fint til Newtons klassiske mekanik, at man
skulle tro denne matematiske formalisme var skabt dertil:

- Ved at beskrive de kraefter, der virker pa en haengebros barende kabler, som vektorer, og dernaest
anvende vektorregningens metoder kan vi elegant bestemme formlerne for de kurver, som
sadanne kabler fglger.

- Det arbejde, en kraft udfgrer, kan udtrykkes ved et skalarprodukt.

- Den tvaergaende kraft (kraftmomentet), der fastholder et hurtigt snurrende hjuls retning, kan
udtrykkes ved et krydsprodukt.

Det er faktisk sadan, at laerebgger i klassisk mekanik fremtreeder som matematikbgger om avanceret
vektorregning. Fysikken og matematikken er naermest smeltet sammen. | en periode af naturvidenskabens
udvikling fgrte det til forestillinger hos fx den franske fysiker og matematiker Laplace om, at verden var et
sindrigt matematisk system, hvor alt kan forudsiges, blot vi kender alle begyndelsesbetingelser.

Men det er vigtigt at kunne skelne, ikke kun pga vores viden om kvantemekanikkens forunderlige verden,
men ogsa ud fra studier af det, der kaldes kaosteori. Den fysiske omverden findes — og den matematiske
formalisme giver en forblgffende praecis beskrivelse heraf.

Nar vektorer har faet deres eget navn og ikke bare kaldes to- eller tredimensionelle tal er det fordi der
mangler noget. Der findes ikke multiplikation af vektorer pa linje med multiplikation af tal. Der findes en
saerlig skalarmultiplikation, men dette giver netop en skalar (et tal) og ikke en vektor. Der findes i 3D, og
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kun i 3D et saerligt produkt, krydsproduktet, der faktisk giver en ny vektor. Krydsproduktet er uhyre
hjeelpsomt i den klassiske mekanik, men regnereglerne adskiller sig fra almindelige produkt, idet
dxb#bxd og dx(bxc)#(@xb)x¢
Der findes imidlertid todimensionelle tal, der er som vektorer mht. addition, og hvor vi kan indfgre en
multiplikation, der opfylder alle de almindelige regneregler. Disse tal kaldes for de komplekse tal. Og det er
praecis den saerlige multiplikation, der ggr disse tal sa nyttige. Multiplikationen af to komplekse tal
indebaerer nemlig en drejning i planen. Og nar vi gar skridtet videre og indfgrer vektorer, hvor
koordinaterne er komplekse tal, sa indebaerer multiplikation en rotation i rummet.

4. Komplekse tal

Den matematiske formalisme, der udvikles vha. de komplekse tal — og vektorregning og matrixregning —
viser sig at passe sa fint til kvantemekanikken, at man skulle tro de var skabt til det. Men historien om de
komplekse tal gar faktisk helt tilbage til 1500-tallet, hvor man fandt ud af at Igse tredjegradsligninger. Den
lader vi ligge her.

Vores udgangspunkt er de moderne vektorer i 2D. VI introducerede
vektorer som to-dimensionelle tal, der er bestemt af en laengde og en A
retning. Retningen kan fx fastleegges som vinklen med en bestemt akse, Y
fx 1.-aksen i et koordinatsystem. Disse to tal kan ogsa betragtes som r
koordinater og kaldes for poleere koordinater. Leengden r kaldes ogsa for { 0
modulus, og vinklen @ kaldes for argumentet. X

| polaere koordinater kan vi sa skrive: Vv =(r,6)

Hele vejen fra de naturlige tal har vi skridt for skridt udvidet talbegrebet. De komplekse tal vil vi ogsa
indfgre som en udvidelse af de reelle tal. De reelle tal fylder hele tallinjen ud, sa udvidelsen sker ved at ga
ud i to dimensioner. De komplekse tal ligner i mange henseender vektorer, men de adskiller sig ogsa
derved, at vi kan indfgre et produkt og vi kan udfgre division. For at markere forskellen forlader vi nu
vektor-notationen og betegner komplekse tal med almindelige bogstaver, som fx z og w. De repraesenteres
af punkter i planen, og ikke pile. Men nar vi adderer to komplekse tal, adderer vi deres stedvektorer, og
finder endepunktet for denne sum.

Hvis spidsen af vektorpilen pa tegningen kaldes for z, kan vi skrive: z=(r,0).

Det komplekse tal, der afsaettes i punktet (1,0), hedder i polaere koordinater naesten det samme, nemlig
(1,0°). Det komplekse tal, der afszettes i (—3,0), hedder i polaere koordinater (3,180°). Det f@rste tal
angiver altsa hvor langt punktet ligger fra Origo, det andet tal angiver hvor meget stedvektoren er drejet ift.
1. aksens positive del. Negative tal er drejet 180 grader.

Det komplekse tal der afsaettes i punktet (1,1), hedder i poleere koordinater (\/5,45") . Afstanden til Origo
findes med Pythagoras til at veere \/5, og punktet ligger pa vinkelhalveringslinjen y=xi 1. kvadrant.

@velse
Angiv de polzere koordinater til fglgende:
(_51 0)' (OI 5)r (OI _3)I (_21 2)1 (21 _2)

4.1 Analyse af kravet til multiplikation af komplekse tal
Lad os nu prgve at opskrive fortegnsreglerne fra de reelle tal ved at se pa de polare koordinater. Vi tager et

simpelt eksempel, hvor vi ganger 2 med 3 og satter forskellige fortegn pa:

Fortegnsregler oversaettes til udregning med polzre koordinater
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(+2)-(+3)=+6 (2,0°)-(3,0°)=(6,0°)
(+2)-(-3)=—6 (2,0°)-(3,180°) =(6,180°)
(—2)-(+3)=—6 (2,180°)-(3,0°) = (6,180°)
(—2)-(-3)=+6 (2,180°)-(3,180°) = (6,360°) = (6,0°)

Opskrevet med polare koordinater er der sket fglgende:

e modulus ganges: 2 og 3 er ganget sammen til den nye modulus pa 6

e argumenterne adderes, fx 0°+180°=180° og 180°+180°=360°=0°
| den sidste udregning har vi sagt, at en drejning af 1. aksens positive del pa 360 grader er en hel omgang og
svarer til 0 grader.
Hvis multiplikation af to komplekse tal z, =(r,,8,) og z, =(r,,6,) skal generalisere multiplikation af de reelle
tal, sa skal disse regler altsa galde. Hvis nu reglen for at gange komplekse tal sammen er fglgende:

21'22=(r1r91)'(rzr92)=(r1'5'01+‘92) (*)
sa respekteres fortegnsreglerne pa den reelle talakse.
Gar vi ud i planen og ser pa det komplekse tal w, der afsat i punktet (1,1), sa sa vi, at dette har de polaere
koordinater w =(\/5,45°). Hvis (*) gaelder, s& er w? =(\/5,45°)'(«/£,45°) =(\/E'\/E,45°+45°) =(2,90°).
Dette er det komplekse tal, der er afsat i punktet (0,2) . Der sker altsa en drejning.
Hvis vi nu starter pa 2. aksen, og ser pa tallet /, der er afsat i punktet (0,1), sa har dette de polaere
koordinater (1,90°) og (*) giver derfor: i* =(1,90°)-(1,90°) =(1-1,90°+90°) =(1,180°) . Dette er det
komplekse tal, der er afsat i punktet (—1,0). Men her er vi jo tilbage pa den reelle talakse, sa hvis de
komplekse tal er en udvidelse af de reelle tal, sa svarer dette tal til -1, og vi har derfor:
i’ =-1

Det ma siges at vaere en overraskelse: Hvis vi forsgger at udvide de reelle tal til todimensionelle tal, der
opfylder (*), sa findes der et tal, der oplgftet i anden giver —1, dvs et tal, vi kunne veelge at betegne
i=-1.
Leeg meerke til, at vi endnu ikke ved, om (*) giver os en god definition, sa fx alle regneregler, vi kender fra
de reelle tal, fortsat gaelder. Det er let at se, at

e gange er kommutativ, dvs z,-z,=2,-2,

e gange er associativ, dvs (z,-2,)-z, =2, -(z,-2,)

@Pvelse
Vis at (*) giver, at de to regler geelder

Det er straks svaerere at se at den distributive lov geelder, dvs at z, -(z, +2,) =2z, -z, +z, - z,. Denne regel er
jo en forudsaetning for alle parentesregler, sa den skal gaelde for at vi kan tale om, at vi har indfgrt
multiplikation i todimensionelle tal. Det er sveert at tjekke den distributive lov, fordi vi ikke har en lige sa
simpel formel som (*), nar det gaelder addition. Men den gaelder ogsa, og det vil fremga af naste afsnit.
Vi har nu afsluttet analysen, og vil pa baggrund af denne indfgre de komplekse tal fra bunden gennem
definitioner.

4.2 Definition af de komplekse tal
Et andengradspolynomium p(x)=a-x*+b-x+c kan have 0, 1 eller 2 rgdder. Det afhanger af

diskriminanten, d =b’—4-a-c . Er diskriminanten negativ, har ligningen p(x)=0 ingen reelle Igsninger.

Ligningen x> —2x+3=0 har saledes ingen reelle Igsninger, da diskriminanten d =(-2)> —4-1-3=-8 . Hvis vi
uden omtanke brugte Igsningsformlen ville det se det saledes ud:
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Det ser maske lidt saert ud, s vi beslutter at ggre prgve. Viindsaetter x, iligningen og udregner derfor fgrst

x,> og derefter 2-x, . Vi bruger brgkregning og en af kvadratsaetningerne:

P N R REE IR O RN B
4 4

1 4 -
< 2 2+J—_8
p. 2038 ( )=(2+J—_8) .
2 2
Sa indsaetter vi i ligningen:

x2—2x+3=(—1+\/§)—(2+J—_8)+3=—1+ﬁ—2—J—_8+3=—3+3=o

Altsa ligningen stemmer. S3 x, er en Igsning. Det samme kunne vi ggre med x,.

2-x, =

De to tal, x, og x, findes ikke pa den reelle tallinje, sa vi udelukker dem som Igsninger. Men da vi gjorde
prgve sa vi, at de opfylder kravet til en Igsning. Det fandt man faktisk ud af allerede i 1500-tallet. Det var
Igsninger, men man vidste godt, at kvadratrgdder af negative tal var forbudt. Hvad ggr man s3? Man fandt
man pa en ny sprogbrug og kaldte disse tal for “indbildte tal”, eller med et fremmedord: imaginaere tal. For
at ggre kvadratrgdder af negative tal mere acceptable, sa indfgrte man et nyt symbol for det imaginaere tal

\J—1. Der var forskellige bud, men i dag anvendes symbolet j.

Ligesom tallet 1 er enheden pa den reelle tallinje, sa er i = JI enheden for de imaginzere tal.

Fx skrives \/—_9=«/§-i=3‘i, og \/3=\/§-i

Det er ligegyldigt, om man skriver 3-i elleri-3

Ligesom vi i de reelle tal har, at bdde 3° =9 og (—3)* =9, sddan har vi ogs3, at bade i*=—1 og (i)’ =—
Vi definerer nu de komplekse tal:

Definition: De komplekse tal

De komplekse tal bestar af:

- Allereelle tal
- Alle imaginzre tal
- Alle linezre kombinationer af reelle og imaginzare tal: x+y-i , hvor x og y er reelle tal.

Komplekse tal adderes “koordinatvis”: (x, +y, i)+ (X, +y, i) =(x, +X,)+(y, +v,)-i

Komplekse tal multipliceres med brug af de seedvanlige parentesregler.

Eksempel med multiplikation
Lad os se pa et eksempel, hvordan multiplikation foregar:

(3+4:i)-(5-6-1)=3-5-3-6-i+4-i-5-4-i-6-i=15—-18-i+20-i—24-i* =15+2-/—24-(-1)=15+24+2-i =39+2.]

Vi har i udregningen udnyttet, at i* =—1.
Og laeg meerke til, at dette helt svarer til en udregning som vi kender med polynomier:
(3+4-x):(5-6-x)=3-5-3-6-X+4-x-5—4-x-6:x=15-18-x+20-x—24-x" =15+2-x—24- x*

Forskellen er alene i afslutningen, hvor vi kan reducere ved hjzelp af i =—1.
Vi har her skrevet 4-i osv, men vil ofte blot skrive 4i.

@velse med multiplikation
a) Udregn 7i-(2+8i) b) Udregn (—3+1i)-10i
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c) Udregn (2+1i)-(—3+5i) d) Udregn (2,5—4i)-(1-2i)

e) Udregn (3—i)-(3+i) f) Udregn (7+3i)

Den sammenligning vi foretog i eksemplet, hvor i blev udskiftet med x fortaeller ogsa, at alle regneregler, vi
kender fra de reelle tal, ogsa geelder for komplekse tal. Fx kvadratsaetningerne. For de geelder jo, nar vi
regner med polynomier.

Eksempel: Den komplekse talplan
De komplekse tal er som omtalt en 2D udvidelse af de reelle tal. De reelle tal er stadig afsat pa 1. aksen (x-
aksen). De imaginare tal afsaettes op af 2. aksen ( y-aksen). Det komplekse tal x+y-i afsaettes i punktet

(x,y). Nar vi afseetter de komplekse tal i den komplekse talplan, sa ser vi, at addition af to komplekse tal
svarer til vektoraddition af de tilsvarende stedvektorer.

@velse med den komplekse talplan
a) Afszet de komplekse tal z=6+2i og w=1+5i i den komplekse talplan, udregn z+w ved at bruge

definitionen, afsaet dette tal og kontroller, at det svarer til vektoradditionens parallelogram-regel.
b) Afszet de komplekse tal z=2—-6i og w=-5+i i den komplekse talplan, udregn z+w ved at bruge

definitionen, afsaet dette tal og kontroller, at det svarer til vektoradditionens parallelogram-regel.

4.3 Modulus og Argument — Polzere koordinater
Nar vi har afsat et komplekst tal z=x+iy i punktet med de

saedvanlige koordianter (cartesiske) (x,y) i den komplekse

talplan, kan vi se, at tallet ogsa kan karakteriseres ved sine
polaere koordinater. ‘
Z=x+1y
Disse er:
- Modulus r, der angiver afstanden fra Origo
- Argumentet @, der angiver vinklen, som stedvektoren

Re
danner med 1. aksen » e

Modulus og argumentet af z betegnes somme tider |z| og arg(z)

@velse om modulus og argument
a) Brug tegningen og vis: r={xX’+y’ og tan(@) =Y , dvs H:Arctan(xj
X X

b) Bestem modulus og argument for tallene 2+2i, 3i, 5+i, 5—i, —5+i

@velse med konjugering
a) Afszet de to tal 3—i og 3+i i den komplekse talplan. Beskriv deres beliggenhed ift. hinanden.

b) Afseet de to tal 2+5i og 2—5i i den komplekse talplan. Beskriv deres beliggenhed ift. hinanden.
c) Afseet de total —4+7i og —4—7i i den komplekse talplan. Beskriv deres beliggenhed ift. hinanden.

De tre gvelser er eksempler pa en seaerlig regningsart vi har i de komplekse tal, som kaldes for kompleks
konjugering, og som betegnes med en overliggende streg:

X+y-i=x-y-i
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Pvelse

§ , hvor vi husker, at |z| betegner modulus.

Lad z=x+y-i . Visat z-E:‘z

Hvis vi kender de polaere koordinater, z=(r,6), sa kan vi bestemme x og y saledes (se tegningen):
x=r-cos(f) og y=r-sin(0)
Dvs vi kan skrive et kompleks tal saledes:
z=rcos(@)+i-rsin(@)=r-(cos(0)+isin(b))
Tallet cos(6)+isin(0) ligger pa enhedscirklen — det ligger i definitionen pa cosinus og sinus. Ved hjalp af
denne made at skrive et kompleks tal pa, kan vi nu vise formlen (*) vi gav i afsnit 4.1, hvor vi foretog en
analyse af de komplekse tals egenskaber, hvis de fandtes.

4.4 Multiplikation af komplekse tal giver rotation
Lad os betragte to komplekse tal z og w, der begge ligger pa enhedscirklen. Deres modulus er for begge lig
med 1. Lad os sige at argumentet for z er s og argumentet for w er t:
z=cos(s)+i-sin(s)
w =cos(t)+i-sin(t)
Vi vil nu udregne z-w og anvende fglgende additionsformler, som er bevist i kapitlet: Den komplekse
eksponentialfunktion.
Formel nr A2: cos(s+t) = cos(s)-cos(t)—sin(s)-sin(t)
Formel nr Ad: sin(s+t) = sin(s)-cos(t)+cos(s)-sin(t)

z-w =(cos(s)+i-sin(s))-(cos(t)+i-sin(t))
=cos(s)-cos(t)+cos(s)-i-sin(t)+i-sin(s)-cos(t)+i-sin(s)-i-sin(t)
=cos(s)-cos(t)+i-cos(s)-sin(t)+i-sin(s)-cos(t)+i-i-sin(s)-sin(t)
=cos(s)-cos(t)—sin(s)-sin(t)+i-cos(s)-sin(t)+i-sin(s)- cos(t)

=(cos(s)-cos(t) —sin(s)-sin(t)) +i-(cos(s)-sin(t) +sin(s) - cos(t))

Pvelse
Ggr ngje rede for, hvad der sker fra linje til linje.

Leeg nu maerke til, at de to parenteser przcis er de to additionsformler A2 og A4, der er citeret ovenfor —i
den sidste er det blot skrevet i en anden raekkefglge. Men det vil altsa sige, at
Z-w=cos(s+t)+i-sin(s+t)

Nar vi ganger to komplekse tal, der ligger pd enhedscirklen, sG adderes deres argumenter
Hvis det nu i stedet er to vilkarlige komplekse tal:
z, =r,-(cos(6,)+i-sin(6,))
z,=r,-(cos(8,)+i-sin(d,))
sa far vi:
z,-2,=r,-(cos(6,)+i-sin(,))-r, - (cos(,)+i-sin(6,))
=r,-1,-(cos(6,)+i-sin(6)))-(cos(6,)+i-sin(6,))
=1,-1,-(cos(6, +6,)+i-sin(6, +6,))
Skriver vi z, og z, med polaere koordinater:
z,=(n,6,) og z,=(1,,6,)
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sa kan udregningen ovenfor skrives:
z2,-2,=(r,1,,6,+6,)

Vi har dermed vist:

Multiplikation af komplekse tal
Givet to komplekse tal skrevet med poleere koordinater:

z, =r,-(cos(6,)+i-sin(6,))=(r.6,)
z,=r,-(cos(6,)+i-sin(6,))=(r,,6,)

z,-2,=1,-1,-(cos(6, +6,) +i-sin(6, +6,)), eller:
2,7, =(r1 '6’01+92)

Formuleret med ord:

To komplekse tal ganges sammen ved gange deres modulus og addere deres argumenter.

Bemaerkning: Er z, et bestemt komplekst tal, og udfgrer vi den operation, at alle andre komplekse tal

ganges med z,sa indebaerer denne operation, at vi foretager en rotation af planen med vinklen arg(z,)

Pvelse
Et kompleks tal er skrevet pa formen: z=r-(cos(5)+i-sin(s))

a) Vis, at ‘z‘:r
b) Givet to komplekse tal, vis at |z-w|=|z|-|w|

c) Formuler med ord, hvad formlen i b) siger

| kapitlet om den komplekse eksponentialfunktion argumenterer vi for, at en naturlig udvidelse af den
naturlige eksponentialfunktion e’ s definitionsmaengden bliver alle komplekse tal er fglgende definition:
Hvis z=x+iy , s& defineres e’ =e*"” :=e* -(cos(y) +isin(y))

Pvelse
Vis Eulers bergmte formel: ¢™ =—-1
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Appendiks 2. Den komplekse eksponentialfunktion

Den matematiske formalisme, vi anvender til at beskrive og forsgge at begribe kvanteverden, anvender de
komplekse tal som sin talmangde. Efter at have udvidet de reelle tal til de komplekse tal er det naeste na-
turlige skridt at udvide funktionsbegrebet. En kompleks funktion f er defineret pa de komplekse tal — evt
kun en delmaengde af dem — og funktionsveerdierne f(z) er ogsa komplekse tal. Det giver en vanskelighed

med at illustrere det, man taler om. Definitionsmaengden ligger i den todimensionelle komplekse talplan.
Men funktionsvardierne ligger ogsa i en to-dimensional kompleks talplan. Dvs. vi skal bruge et 4-fimensio-
nalt koordinatsystem for at tegne en graf! Det kan vi ikke umiddelbart ggre — men man kan fa et vist indtryk
af grafen, ved at kun at betragte udsnit af definitionsmangden. Det er den samme type tricks, vi anvender
for at anskueligggre faenomener i kvanteverden, nar vi her illustrerer med brug af “Bloch-sfaeren”, se det
store kapitel xxx og det lille specielle kapitel herom.

Nar vi udvider fra funktioner af én variabel til funktioner af to eller flere variable, sa opstar der selvfglgelig
nyt, men i alt vaesentligt er der tale om generaliseringer, fx i anvendelsen af differentialregning til undersg-
gelse af ekstrema og krumningsforhold for grafer. Man kunne tro, at det ogsa var tilfaeldet, nar vi udvider til
de komplekse tal, da et komplekst tal er et todimensionalt tal. Men teorien for komplekse funktioner er en
helt ny og anderledes verden med forunderlige resultater. Det er videregaende matematik, men vi vil her
Igfte en flig og give et lille indkig med en undersggelse af den komplekse eksponentialfunktion, og af hvor-
dan denne haenger sammen med de trigonometriske funktioner. | den komplekse verden opdager vi, at de
to funktionsklasser pa en made er to sider af samme sag!

| kapitlet om komplekse tal gav vi to forskellige koordinatbeskrivelser af et kompleks tal, z:

koordinatform udfoldet form
Retvinklede (eller cartesiske) koordinater z=(x,y) Z=X+i-y
Polzere koordinater z=(r,0) z=r-(cos(8)+i-sin(d))

Vi vil nu give en definition af den komplekse eksponentialfunktion, der ved f@rste blik virker besynderlig —
og man skal huske, at vi her ikke har bevist noget eller argumenteret for noget, der umiddelbart ville lede
tankerne i denne retning.

Definition af den komplekse eksponentialfunktion

1) Givet et rent imaginaert tal w=i-t, hvor t er et reelt tal, sa defineres:
f(w)= f(i-t)=cos(t)+i-sin(t)

2) Givet et vilkarlig kompleks tal z=x+i-y, hvor x og y er reelle tal, sa defineres:
f(2)=f(x+i-y)=e"-(cos(y)+i-sin(y))

Funktionen f kaldes for den komplekse eksponentialfunktion, og skrives ogsa saledes:

f(z)=€?,dvs f(x+i-y)=e*-e¥ =e*-(cos(y)+i-sin(y))

Bemeerkning: Definitionerne 1) og 2) stemmer overens, idet:
flo+i-y)=e® -(cos(y)+i-sin(y))=1-(cos(y)+i-sin(y)) =cos(y)+i-sin(y)

Da vi | kapitlet om de komplekse tal indfgrte polaere koordinater sa vi, at alle tal pa formen cos(t)+i-sin(t)
ligger pa enhedscirklen. Hvis det reelle t Igber fra 0 og fremad i talraekken, sa vil det komplekse tal i-t gen-
nemlgbe den imaginaere talakse (2. aksen) fra 0 og opad. Det komplekse tal cos(t)+i-sin(t) vil gennemlgbe
enhedscirklen, og nar vi nar op til -2t har vi bevaeget os én gang rundt. Nar vi kommer til i-4m har vi be-
vaeget os to gange rundt osv.
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Sa den lodrette linje i planen med ligningen x =0 (dvs y-aksen) afbildes ved den komplekse eksponential-
funktion i enhedscirklen:
fli-t)=cos(t)+i-sin(t)
Enhedscirklen er grafen for det snit i definitionsmaengden, som udggres af 2. aksen.
Hvad sa med den vandrette linje y =0 (1. aksen). Alle tal her kan skrives z=x+i-0, sa ved brug af definitio-
nen pa den komplekse eksponentialfunktion punkt b) far vi:
f(z)=f(x+i-0)=e"-(cos(0)+i-sin(0))=e*-(1+i-0)=e"
Den naturlige eksponentialfunktions graf er grafen for det snit i definitionsmangden, som udggres af 1. ak-
sen.
@velse
Et komplekst tal z,=x,+i-y, svarer i den komplekse talplan til punktet z, =(x,,y,) . Dette ligger pa den
lodrette linje x=x,, og pa den vandrette linje y =y, .
a) Hvad er billedet af den lodrette linje x =x, ved brug af den komplekse eksponentialfunktion?
(Hint: Et vilkarligt punkt pa linjen kan skrives (x,,t) . Anvend sa definitionens punkt b).
b) Hvad er billedet af den vandrette linje y =y, ved brug af den komplekse eksponentialfunktion?
(Hint: Et vilkarligt punkt pa linjen kan skrives (t,y,) . Anvend sa definitionens punkt b) ).

Konklusion:
De lodrette linjer x = x,i den komplekse talplan afbildes over i cirkler med centrum i (0,0) og med ekspo-

nentielt voksende radius, efterhanden som de lodrette linjer skubbes laengere og laengere ud.
De vandrette linjer y =y, i den komplekse talplan afbildes alle over i kopier af grafen for den naturlige ek-

sponentialfunktion, tegnet i lodrette planer i en retning bestemt af punktet pa enhedscirklen med koordi-
naterne (cos(y,),sin(y,)) .

Man kunne fortszette med at se pa andre snit i definitionsmaengden. Fx afbildes skrd linjer som linjen med
ligning y = x over i spiraler. Men vi vil her koncentrere os om at argumentere for, at det giver god mening

at kalde den funktion f, vi har defineret, for den komplekse eksponentialfunktion.

Additionsformlerne for sinus og cosinus
| kapitlet om komplekse tal beviste vi fglgende:
Givet to komplekse tal skrevet med polzere koordinater:

z,=r,-(cos(8,)+i-sin(6,))=(r,,6,)
z,=r,-(cos(8,)+i-sin(,))=(r,,6,)

Saer
z,-z,=r,-r,-(cos(6, +6,)+i-sin(6, +6,)), eller:
2,72, :(rl-r2,61+6’2)

Formuleret med ord:

To komplekse tal ganges sammen ved at gange deres modulus og addere deres argumenter.

Denne formel er faktisk en af begrundelserne for, at funktionen f ovenfor kan opfattes som en eksponenti-
alfunktion. Det forklarer vi naermere i naeste afsnit

Formlen z,-z,=(r,-r,,6,+86,) blev bevist med brug af additionsformlerne. Dette er fplgende formler:
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Additionsformlerne for cosinus og sinus

Al)cos(s—t)=cos(s)-cos(t)+sin(s)-sin(t)
A2)cos(s+t)=cos(s)-cos(t)—sin(s)-sin(t)
A3) sin(s—t)=sin(s)-cos(t)—cos(s)-sin(t)
A4) sin(s+t)=sin(s)-cos(t)+cos(s)-sin(t)

Lad s og t veere to vilkarlige vinkler, enten malt i grader eller i radiantal. Sa geelder fglgende formler:

Beviset for formlerne bygger dels pa vektorregning, dels pa viden om de sakaldte overgangsformler.
Beviserne for overgangsformlerne bygger pa betragtning af enhedscirklen.

Overgangsformlerne er mange, men nogle af de vigtigste er:

01) cos(m—t)=—cos(t) og sin(mt—t)=sin(t)
eller: cos(180°—t)=—cos(t) og sin(180°—t)=sin(t)

02) cos(—t)=cos(t) og sin(—t)=-sin(t)

@velse
Argumenter for formlerne ud fra fglgende tegninger:

I

(cos(180-v),sin(180-v)) (cos(v),sin(v))

=
[o:]
T
<
<

03) cos(m/2—t)=sin(t) og sin(r/2—t)=cos(t)
eller: cos(90°—t)=sin(t) og sin(90°—t)=cos(t)

04) cos(t—m/2)=sin(t) og sin(t —m/2)=—cos(t)
eller: cos(t—90°)=sin(t) og sin(t —90°)=—cos(t)
05) cos(t+m/2)=—sin(t) og sin(t+1/2)=cos(t)
eller: cos(t +90°) =—sin(t) og sin(t +90°) =cos(t)
06) cos(t+m)=—cos(t) og sin(t+m)=—sin(t)
eller: cos(t +180°)=—cos(t) og sin(t+180°)=—sin(t)

n n
P“; = (cos(t + 5)' sin(t + E))

-sin(t)

-cos(t)

y

cos(t)

t

P, = (cos(t), sin(t))

sin(t)

-sin(t)

P.. = (cos(t + m), sin(t + 1))

-cos(t)

[
»

O cos(t) E

sin(t)

T i
P ;:(cos(t— 2), sin(t - 2))

Dvelse
Argumentér for formlerne ud fra tegningen.

(Hint: Benyt din viden om cos og sin i retvinklede trekanter og din viden om tvaervektor)

Bevis for additionsformlerne.

Vi antager i det fglgende, at s og t er positive tal. Andre tilfeelde er lette at fgre tilbage til denne situation fx

ved hjzlp af overgangsformlerne.
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Lad der veere givet to tal s og t, som vi betragter som radiantal for vinkler, der har retningspunkterne
P, og P, pa enhedscirklen. Centrum kaldes for O. Vi danner stedvektorerne

R [cos(s)] L [cos(t)]
G=0P.=| , b=0P=| |
sin(s) sin(t)

s og t er vinklerne, som stedvektorerne danner med 1. aksen (malt i koordinatsystemets omlgbsretning). En
af dem er stgrst, fx s. Vinklen mellem de to vektorer er sa s—t.
Vi anvender nu formlen for sammenhangen mellem prikprodukt og cos til vinklen v imellem vektorerne:

6-b =[d|-|B|- cos(v)

. (cos(s)] [cos(t)] . .
Venstre side: a-b=| 4 =cos(s)-cos(t)+sin(s)-sin(t)
sin(s) ) | sin(t)

Hgjre side: |d|- |5| -cos(v)=1-1-cos(s—t)=cos(s—t)

Konklusion: cos(s—t)=cos(s)-cos(t)+sin(s)-sin(t). Det var formlen A1l.

A2
Lad der igen veere givet to tal s og t. s er radiantal for retningspunktet P. pa enhedscirklen. —t er radiantal

for retningspunktet P, Centrum kaldes for O. Vi danner stedvektorerne

R [cos(s)] L [cos(—t)]
a= OPS = . , b ZOP_t = .
sin(s) sin(~t)

Vinklen mellem de to er nu: s+t.
Vi indsaetter i 6-5=|6|-|E|-cos(v) :

. (cos(s)j (cos(—t)J . .
Venstre side: a-b=| | 4 =cos(s)-cos(—t)+sin(s)-sin(—t)
sin(s) ) | sin(—t)

Det sidste udtryk kan omskrives med brug af overgangsformlen O1:
= cos(s)-cos(t) +sin(s)- (—sin(t)) = cos(s)-cos(t) —sin(s)-sin(t)

Hgjre side: |6| |5| -cos(v)=1-1-cos(s+t)=cos(s+t)

Konklusion: cos(s+t)=cos(s)- cos(t)—sin(s)-sin(t). Det var formlen A2

A3
Udnyt O3 til at omskrive:
sin(s—t)=cos(m/2 —(s—t)) =cos((rt/2 —s)+1t)
Udnyt A2 til at skrive videre pa dette
=cos((r/2—s)+t)=cos(r/2—s)-cos(t)—sin(r/2 —s)-sin(t)
Udnyt igen O3 til at omskrive det sidste:
=cos(r/2—s)-cos(t)—sin(r/2 —s)-sin(t) =sin(s)- cos(t) — cos(s) -sin(t)
Konklusion: Fra start til slut far vi:
sin(s —t) =sin(s)-cos(t)—cos(s)-sin(t) . Det er formlen A3

@velse: Bevis A4
Bevis selv formel A4 ud fra samme metode som ved A3.

Funktionen f opfylder potensregnereglerne
Vi minder igen om reglen for multiplikation af komplekse tal:
Givet to komplekse tal skrevet med polzere koordinater:
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z,=r,-(cos(6,)+i-sin(6,))=(r,,6,)
z,=r,-(cos(8,)+i-sin(8,))=(r,,6,)
Saer
z,-z,=r,-r,-(cos(6, +6,)+i-sin(6, +6,)), eller:
2,7, :(rl'r2'01+62)
Formuleret med ord:
To komplekse tal ganges sammen ved at gange deres modulus og addere deres argumenter.

Lad os nu begraense os til komplekse tal pa enhedscirklen, hvor modulus er 1. S3 forenkles formlen til:
z,-2,=(1,6,+6,) (*)

En sproglig repraesentation af (*) vil lyde saledes:

To komplekse tal pa enhedscirklen ganges sammen ved at addere deres argumenter.

Det minder om den vigtigste af potensregneregler, nemlig:
ar'as:arﬂ (**)

En sproglig repraesentation af (**) vil lyde saledes:

To potenser ganges sammen ved at addere eksponenterne.

Regnereglen (**) er karakteristisk for eksponentialfunktioner, sa dette antyder, at der er noget om snak-
ken, nar vi kalder funktionen f(z)=f(x+i-y)=¢" ~(cos(y)+i—sin(y)) for den komplekse eksponentialfunk-

tion. Men netop kun antyder, for to funktioner kan jo godt dele nogle egenskaber uden at tilhgre samme
klasse. Trigonometriske funktioner er periodiske, men det betyder jo ikke at alle periodiske funktioner er
trigonometriske. Det viser sig imidlertid her, at egenskaben (**) er karakteristisk for eksponentialfunktio-
ner. Hvis en funktion er differentiable og har egenskaber (**) sa er det en eksponentialfunktion!

Funktionalligninger

Hvis vi definerer funktionen f,(t):=cos(t)+i-sin(t), s kan (*) udtrykkes saledes:
£(6,)-1,(6,) = £,(6, + 6,)
Hvis vi definerer g(x):=a”*, sa kan (**) udtrykkes saledes:
g(r)-g(s)=g(r+s)
En sadan ligning kaldes en funktionalligning. En funktionalligning udtrykker en almen egenskab og lgsning af
ligningen betyder at bestemme alle de funktioner, der opfylder den egenskab.

Lad os nu antage, at vi har en funktion h, der er differentiabel, defineret for alle reelle tal og som opfylder:
h(x)-h(y)=h(x+y) foralletalxogy. (***)

1. Hvis h er nulfunktionen, h(x)=0 for alle tal x, sa er funktionalligningen opfyldt. Sa nulfunktionen er én af

Igsningerne til (***).

| det fglgende antager vi nu, at h ikke er nulfunktionen.

2.Veaelgettala, sd h(a)#0.Indset x=0 og y=a i(***):
h(0)- h(a)=h(0+a)
h(0)-h(a)=h(a)

Men da h(a)#0 kan vi sa forkorte den vaek og far: h(0)=1
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3. h er differentiabel overalt, specielti x=0. Lad os kalde differentialkvotienten i O for k: h'(0)=k . Hvis nu

k=0, sa ved vi fra monotonisatningen, at funktionen er konstant. Da h(0)=1, ma denne konstant vaere 1.
Ved kontrol med (***) kan vi se, at den konstante funktion h(x)=1 er en Igsning til (***).

| det fglgende antager vi, at k#0

4. Vivil nu vise, at h'(x)=k-h(x), dvs at h(x) er Igsning til differentialligningen y’=k-y . Den differentiallig-
ning kan vi nemlig Igse.

4a. Bevis med brug af epsilonfunktioner.
Definitionen p4, at en funktion f er differentiabel med differentialkvotienten f’(x)=a er, at der findes en
epsilonfunktion E(x), sa der for en tilvaekst s ud fra tallet x galder:
flx+s)=f(x)+a-s+E(s)-s (#)
Vi opskriver definitionen p& at h’(0)=k med brug af (#): Der findes en epsilonfunktion E(x), s& der for en
vilkarlig tilvaekst s ud fra tallet 0 geelder:
h(0+s)=h(0)+h(0)-s+E(s)-s  Vireducerer:
h(s)=1+k-s+E(s)-s (##)
Vived h er differentiabel i et vilkarligt x og opskriver nu ligningen (#) for h(x+s) :
h(x+s)=h(x)+h(x)-s+E,(s)-s (###)
Vi udnytter nu funktionalligningen: h(x +s)=h(x)-h(s) og ganger h(x) pa (##):
h(x)-h(s)=h(x)-(1+k-s+E(s)-s)

h(x)-h(s)=h(x)-1+h(x)-k-s+h(x)-E(s)-s) Vi har ganget ind i parentesen
h(x)-h(s)=h(x)+(h(x)-k)-s+(h(x)-E(s))-s) Vi har reduceret og sat parenteser
h(x)-h(s)=h(x)+(k-h(x))-s+(h(x)-E(s))-s) Vi har byttet rundt pa k og h(x)

Sammenlign nu med (##t#):

h(x)-E(x) er selv en epsilonfunktion som vi kalder E,(s)

k-h(x) star pa den plads, hvor differentialkvotienten h’(x) star
Konklusion:  h'(x)=k-h(x)

4a. Bevis med brug af tretrinsreglen.
Definitionen p3, at en funktion f er differentiabel med differentialkvotienten f’(x)=a er, at differenskvoti-
enten (sekanthaldningen) har en greensevaerdi, nar s gar mod 0O:
flx+s)—f(x)
s
Vi opskriver definitionen p& at h’(0)=k med brug af (x):
h(0+s)—h(0)
s
h(s)—-1
s

—a nar s—0 (x)

—k nar s—0

—k nar s—0 (3x) Vi har reduceret

Vived h er differentiabel i et vilkarligt x og opskriver nu betingelsen (x), som vi ved gzlder for sekanthaeld-
ningerne:
h(x+s)—h , .
M—)h(x) nar s —0 (Hmx)
Vi udnytter nu funktionalligningen: h(x+s)=h(x)-h(s) og indsaetter i differenskvotienten i (xxx):
h(x+s)—h(x) _h(x)-h(s)—h(x)
s s
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hix+s)—=h(x) = h(x)-hls) —hix)-1 Vi har blot tilfgjet “gange med 1”

s S
- h(x)-(h(s)—1
hix+s)=h(x) = Gl ( () ) Vi har sat den falles faktor uden for parentes
s s
- h(s)—1
Mzh(x)~M Vi har udnyttet en brgkregel
s s
Leeg nu meerke til, at den sidste brgk er den, som vi kender fra (3%). Sa nu kan vi lade s ga mod O:
— h(s)-1
M:h(x)wéh(x)k nar s—0
s s

Men vi ved fra (11x), at der “for enden af pilen” star differentialkvotienten. Sa vi far:
h'(x)=h(x)-k eller H(x)=k-h(x)

5. Vi har nu bevist, at Igsningerne til funktionalligningen h(x)-h(y)=h(x+y) kan opdeles i tre typer

- Nulfunktionen h(x)=0

- Den konstante funktion h(x)=1

- Alle funktioner, der opfylder differentialligningen y =k-y
Denne differentialligning er den f@rste interessante differentialligning, som vi mgder under dette emne. Og
vi beviser der, at den fuldstaendige Igsning til denne er:
Alle funktioner med forskrift: y=c-e** eller f(t)=c-e*’.
Vi sa i punkt 2, at for den vilkarlige funktion h var h(0)=1. Det geelder s& ogsa for Igsningerne f(t)=c-e**.
Mensaer c=1.

Sa Igsningen til funktionalligningen h(x)-h(y)=h(x+y) er:
- Nulfunktionen h(x)=0
- Den konstante funktion h(x)=1
- Alle funktioner med forskrift h(t)=e**

Nar vi udvider talmaengden til at omfatte de komplekse tal, sa fglger de fleste formler og Igsningsmetoder,
som vi kender i de reelle tal med. Det er let at se, fordi udledningen bygger pa de regneregler, som ogsa
overtages i de komplekse tal. Det gaelder fx formlen til I@sning af andengradsligningen (hvor der ingen for-
behold er mht diskriminanten), og det gzelder formlerne for Igsning af differentialligninger.

Hvad er det tal k som optraeder i differentialligningen y’=k-y ? | beviset indfgrte vi det som h’(0)=k.
| vores saerlige situation er den funktion, vi indfgrte i punkt 1 i definitionen:
fli-t)=cos(t)+i-sin(t)

Lad os udregne f(0):

fit)= (cos(t)+i~sin(t))’ =cos'(t)+i-sin’(t)=—sin(t)+i-cos(t)
hvor vi har udnyttet formlerne for differentiation af cos og sin.
Indszet nu 0:

f(0)=—=sin(0)+i-cos(0)=—0+i-1=i
Dvs tallet k i vores situation er lig med tallet i.
Vi er hermed ved vejs ende med den opgave vi satte os:

Den komplekse eksponentialfunktion
Det er velbegrundet at betegne den funktion, vi indfgrte i punkt 1 i definitionen, f(i-t)=cos(t)+i-sin(t)

som en eksponentialfunktion, og skrive den pa formen e’ .
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Det er velbegrundet, at betegne funktionen f(z)= f(x+i-y)=e” -(cos(y)+i-sin(y)) som den komplekse

X+iy

eksponentialfunktion og skrive den pa formen: e

Der er naturligvis en raekke detaljer, man bgr udfylde, for fx at se, at de metoder, vi anvender til at |gse dif-
ferentialligninger ogsa holder i den komplekse verden. Noget af dette er indeholdt i fglgende gvelse.

@velse
21+Zz

a) Vis, athvis z, =x, +y, og z,=x,+y, sder e"-e?=e
b) Vis at hvis f(i-t)=cos(t)+i-sin(t), sder f(i-t)=i-f(i-t).

’

(Skrevet med den eksponentielle notation: (e”) =j-e"
c) Vis at hvis f(i-t)=cos(t)+i-sin(t), saer f(i-t)- f(-i-t)=1

(Skrevet med den eksponentielle notation: e -e™ =1)
d) Find beviset for lgsning af differentialligningen y’ =k -y i det reelle tilfaelde, og udnyt metoden dér sam-

men med c) til at vise, at Igsningen til differentialligningen y’=i-y er alle funktioner med forskrift y =c-e’
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Appendiks 3. Sfaerisk geometri og Bloch-sfeeren

Kvantebits pa kompleks form

Med de komplekse tal til radighed, kan vi opstille den generelle form for en kvantebit. Spinnet af et

kvantemekanisk system — som en elektron — kan males efter en vilkarlig retning i rummet, og en maling

efter en akse i 3d vil som i 2d altid give to mulige vaerdier: op eller ned, th eller tv, + eller —, eller hvad vi nu

kalder det.

Vi vil bygge videre pa den notation og symbolik, vi har indfgrt, og beskrive en kvantetilstand saledes:
ly)=a:|0)+ p-|1)

hvor o og S er komplekse tal. Som i tilfeeldet med reelle tal geelder ogsa her:

o+ =1
De komplekse takl kan skrives p& polaer form: a=r, -e" og p=r, -e"7 . Viindsetter, og ser vi har fire
parametre, der kan variere:

ly)=r,-€"-|0)+r,-e"™-|1)

En af vanskelighederne ved at handtere komplekse tal er netop dette, at vi har flere variable, end der er
"plads til” i de 3 dimensionale koordinatsystem. Men de variable varierer ikke frit! Det vi mdler er

sandsynligheder, oc|2 og ‘ﬁ‘z Og vi ved fra kapitlet om komplekse tal, at e'* =cos(t)+i-sin(t), dvs det er et

=1. Men s &ndres sandsynlighederne ikke, hvis vi ganger

komplekst tal pa enhedscirklen, sa ved vi, at ‘e"“

et tal som e p3 o eller B!
Vi drejer derfor hele systemet med argumentet —t_, ved at gange med e "= . Det giver ingen andring i
kvantetilstanden |w)=a-|0)+ S-|1), da det jo blot svarer til at dreje koordinatsystemet med argumentet

(vinklen) ta. Nar vi ganger pa, far vi:

| l//,> — e—ivta . | l//> — ra . e"'t“ . efi.t“ . | O) + rB . ef‘tB . e—i.t‘,,l .

D

D

ity=it,

ly)=r,10)+r,-e
ly")=r,:10)+1,-€"|1)
hvor vi har kaldt t, —t, for ¢.

Herved har vi reduceret udtrykket til tre variable. Men vi kan ga et skridt videre, for ogsa her galder, at den
samlede sandsynlighed er 1, dvs

a2
r} +|rB -e"“’| =1
Men r,-e"® er jo et komplekst tal, som kan skrives x+i-y, s& ovst, formel kan ved brug af Pythagoras
skrives: r2+x*+y* =1
Dette er ligningen for enhedskuglen.

Sfeerisk geometri

Et almindeligt 3D-koordinatsystem er som et 2D-koordinatsystem, hvor der blot er rejst en tredje akse
vinkelret pa planen i punktet (0,0), som herefter hedder (0,0,0). Akserne tegnes normalt som pa figuren
herunder til venstre. (Man kalder det et "hgjrehandskoordinatsystem”, fordi man kan illustrere akserne
med hgjre hands tommel-, pege-, og langefinger. Prgv! Et punkts xyz-koordinater findes pa samme made
som i planen, ved at man gar vinkelret ind pa hver akse og aflaeser veerdien, se illustrationen til hgjre.
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Et punkts sfeeriske koordinater
bestar ogsa af tre tal som angivet pa
figuren. Nar vi vil regne pa afstande
og vinkler pa jordkloden antager vi,
at denne er kuglerund, dvs r er et
fast tal (6376 km). Det noterer vi os
en gang for alle, og anvender
herefter to koordinater, ¢ der
angiver lengdegraden, og 6 = 90-b,

hvor b angiver breddegraden b.

¥
Fig. 1.7. Sfeeriske koordinater

En storcirkel pa kuglen er den stgrst mulige cirkel, der kan lazegges omkring kuglen (fx Jorden). Zkvator-
cirklen er ét eksempel pa en storcirkel. Cirklen der gar gennem nord- og sydpolen er et andet. Men der kan
leegges storcirkler pa alle mulige mader.

Meridianen for et punkt pa
Jorden er den halve storcirkel,
som forbinder nordpolen og
sydpolen, og som gar igennem
det pageeldende punkt.

Laengdegraden angiver den
vinkel, som den lodrette plan
gennem punktet og centrum, er
drejet vaek fra 0-meridianen.
Drejes i Danmarks retning kaldes

prime meridian meridians

Argumenter ved hjzlp af tegningen for, hvordan man en
stjerneklar nat kan bestemme sin egen breddegrad.

. . equator Sy p—
det gstlig leengde, drejes modsat b O-meridianen i Greenwich
kaldes det vestlig leengde.
Breddegraden angiver den vinkel som en linje gennem N ?'\'mdﬂjm’
centrum og punktet danner med akvatorplanet. Det er v pa &
illustrationen. ‘P

- Femmccmmcasaa= horisonten ved P

@velse 1 E !

Dvelse 2

1. Breddegrad og laengdegrad er ofte angivet i grader, minutter og sekunder i stedet for i decimaltal. Hvad
er minutter og sekunder og hvordan omregnes de til decimaltal?
2. Find fx via nettet Kgbenhavns lengdegrad og breddegrad. Hvis de er angivet i minutter og sekunder, sa

omregn det til decimaltal

3. Hvad er Kgbenhavns sfeeriske koordinater.

@velse 3
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1. Jordens omkreds regnes for nemheds skyld til at veere 40.000 km. Hvor langt er der fra Kgbenhavn til
Nordpolen?

2. Hvad er omkredsen af den breddecirkel Kgbenhavn ligger pa?

3. To punkter A og B pa Zkvator har leengdegraderne henholdsvis 12° gstlig leengde og 87° vestlig leengde.
Hvor langt er der imellem de to punkter.

Sammenhangen mellem sferiske koordinater og de traditionelle xyz-koordinater er fglgende:

X r-sinB-cos(d) X sinB-cos(d)
y |=| r-sinB-sin(¢) |, eller hvis vi veelger at regne pa en enhedskugle: | y |=| sinB-sin(¢) | (*)
z r-cos® z cosB

@velse 4

Anvend illustrationerne i starten til at argumentere for denne formel. (Bemeerk, at 0 ikke er breddegraden,
men er 90°—bredden)

Sfeeriske polaere koordinater
Vi vender tilbage til ligningen r”+x”+y’ =1. Vi vil omskrive de rektangulzere koordinater (x,y,r,) til
polaere sfeeriske koordinaterne for tilstandsvektoren. Viindsaetter (*) i udtrykket for |w'):

ly")=r,10)+r,-€|1)

ly)=2:[0) +(x+i-y)|1)

| "y =cos(8)-| 0) +(sin®-cos(dp) +i-sinB-sin(P))- | 1)

|y =cos(8)-| 0) +sinB-(cos(d) +i - sin(d))- | 1)

| ') =cos(B)-|0) + e’ -sin(B)-| 1)
Vi har nu kun de to sfeeriske koordinater, og er teet pa at have fundet en made at visualisere
kvantetilstande. Vi mangler et skridt endnu fgr vi har fat i hele billedet. Vi husker, at de to kvantetilstande
"op” og "ned” er ortogonale, samtidig med at de peger i hver sin retning, Det er dette vi ikke kan fa

beskrevet ordentlig med det traditionelle koordinatsystem, og det som ggr anvendelsen af komplekse tal
uundveerligt.

Vi skal hele tiden huske p3, at Bloch-sfaeren ikke er noget der “findes” nede i z= I(}L
kvanteverden. Det er en matematisk reprasentation af kvantetilstande. - )
Formalet er at give os et overblik og et vaerktgj til lidt bedre at forsta en /, L ,-J' )
maerkelig verden. | makroverden er fx grafer heller ikke noget der findes / - fj/ o \
derude, der er en matematisk repraesentation, der kan give os en bedre ( R ) A
indsigt i de feenomener, vi modellerer. | sadanne repraesentationer er det \ gt ~/
vigtigt, at der er entydige sammenhaenge. En bestemt datavaerdi svarer til et /
bestemt punkt pa en graf og omvendt. Og en bestemt kvantetilstand skal svare til \“Im/ et

bestemt punkt pa Bloch-sfaeren — og omvendt.

Kvantetilstanden |y’ =cos(6)-|0) +e’® -sin®-| 1) svarer til punktet med de sfeeriske koordinater, (8,), og

angiver en bestemt retning, hvori vi kunne male elektronens spin. Maler vi, kan vi fa spin op eller spin ned,
men begge langs den samme retning.
Havde vi i stedet set pa tilstanden —|y”), der jo er forskellig fra tilstanden |y'), sa ville vi pa Bloch-sfaeren

fa den samme retningsakse som vi fik med |y') . Vi kan altsa ikke vide om en sadan retningsakse hgrer til
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|yw"y eller —|w'). Det er ikke en god repraesentation, ndr der ikke er en entydig sammenhang. Sa vi har
endnu en “reparation” at foretage.

Men lad os lige farst bevise, at | /') og —| ') giver samme retningsakse:
Givet |y'y =cos(8)-|0) +e'® -sin(8)-| 1) . Punktet lige modsat p& kuglen (det “antipodiske punkt”)
fremkommer ved at lzegge 180° = til leengdegraderne, dvs fgre ¢ overi ¢+180° (=¢p+m) , og ved at

erstatte “nordlig bredde” med "sydlig bredde”. Se illustrationen pa side 1: Hvis vi spejler punktet i aekvator
sa vil det nye punkt have en afastand fra sydpolen pa 6 grader. Dvs den sfeeriske koordinat vil vaere
180°—6 (=m—06). Lad os nu indsaette disse vaerdier for det “antipodiske” punkt:

cos(180—6)-| 0) +e"*"% .5in(180—6)-|1) =
—cos()-|0)+e® - -sin(B)-|1) =
—cos(B)-|0) +e'®-(=1)-sin(B)-|1) =
—(cos(G)- |0)+e"® -sin(B)-| 1>) =—|y"

Sa |w') og —|w') giver samme retningsakse:

Bloch-sfeeren
Vi gnsker en repraesentation, hvor |0) og |1) svarer til spin op og spin ned, dvs er modsat rettede pa z-

aksen. Vi ser, at hvis vi i udtrykket: |y') =cos(B)-]0) +e"® -sin(6)-|1) indsaetter :
©=0 farvi: |y") =cos(0)-]0) +e"® -sin(0)-| 1) =1-|0) + &"* -0-| 1) =| 0)

ezg far vi: |¢/'>:cos(%j|o>+e"¢.sin[gj-m:o-|o>+e"¢-|1>=e"¢-|1>

Ved maling giver dette jo |1), da modulus af e® er 1.

0
Derfor giver det god mening at indfgre en substitution: 8'=20 < 6:3 , sa kvantetilstanden far formen:

N—cos| & ). i .gin[ 8.
|y/>—cos[2J|O>+e sm(zjll)

hvor de sfaeriske koordinater Igber i intervallerne: 0<8'<m og 0<p<2m.

Vi afslutter med at vise, at vi har faet opfyldt den grundlaeggende egenskab for spin:

Saetning

Modsatte punkter pa en given retningsakse er ortogonale pa Blochsfaren

Bevis:
Modsatte punkter pa en retningsakse har de sfaeriske koordinater:
P(6,¢) og A(n—6,0+m)
Kvantetilstandene er:
|w,) =cos(8)-|0)+e"®-sin(6)-|1) og |w,)=cos(rt—B)-|0)+e" ™ sin(mt—6)|1)
Pa Bloch-sfaeren er de repraesenteret ved:

N —cos| 2 ). o sinl 2).
[y, >—cos[2j [0)+e sm(zj |1)

og ly, ')=cos(nT_e]~|0>+e’”‘¢+"’ ~sin(nT_e)-|1>

Vi reducerer fgrst det sidste udtryk:
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ly, "= COS(T[T_GJ- |0)+e®-e™ -sin(nT_e). |1)

N —cos| T20 )10y — e sin[ 222 ).
|y/2)—cos( 5 le) e sm( 5 jll)

hvor vi har udnyttet den bergmte identitet: e™ =—1
Vi vil vise, de er ortogonale , ved at vise, deres skalarprodukt er 0. Vi er i de komplekse tals verden, sa her
er skalarprodukt defineret en smule anderledes end i de reelle tals verden:

u z
( j{ jzu-z+v~vT/ , hvor w er den komplekst konjugerede til w
v) (w

Vi udregner nu skalarproduktet af |y, ") og |, ") . Koefficienterne foran |0) (spin op) og |1) (spin ned) er
koordinaterne, sa vi far:

VA =C05(gj-cos[n7_e)+ e'® .sin(gj,(j).sm(n;ej
-cor o 52 -] 2 .an( 9]

hvor vi har udnyttet, at e"® =e™"® (overvej selv dette!).

Da e®.e" =" =e%=1 farvi

(el =cos{ 2o 252 i 2 sin( 252

| kapitlet om den komplekse eksponentialfunktion har vi praesenteret additionsformlerne for sinus og
cosinus. Her finder vi bl.a.

cos(s+t)=cos(s)- cos(t)—sin(s)-sin(t)
Den kan vi bruge her:

el (5 (25
ol el

Hermed er vist, at skalarproduktet er 0, dvs vektorerne er ortogonale.:
Modsatte punkter pa Bloch-sfeeren repraesenterer ortogonale kvantetilstande
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